1 Przestrzenie unormowane
Zadanie 1.1. Wykazaé, ze przeksztatcenie liniowe T'(x,y) = (z —y, z +y) spekia
tozsamosé || Tl = ||v]]1.

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze T przeprowadza kule jednostkowa na kule jednostkows.

Zadanie 1.2. Rozstrzygnaé, czy istnieje przeksztalcenie liniowe T': R3 — R3 spet-
niajace 7)o = ol

Zadanie 1.3. Na przestrzeni liniowej X dana jest norma | - ||: X — [0, 00). Wy-
kazaé, ze jest ona funkcja ciggla w topologii wyznaczonej przez te wtasnie norme.

Zadanie 1.4. Sprawdzi¢, ze przestrzenie ¢, ¢y oraz £, (1 < p < 00) sa oérodkowe,
tzn. kazda z nich posiada przeliczalny zbior gesty.

Zadanie 1.5. Wykazac, ze (., nie jest przestrzenig osrodkowa.

Wskazowka. Wskaza¢ nieprzeliczalny zbiér punktow odlegltych parami o co naj-
mniej 1.

Zadanie 1.6. Dowies¢, ze dla kazdego f € Loo(X, ) istnieje zbior A C X pelnej
miary, dla ktorego

[ flloo = sup | f(x)[.
€A

Zadanie 1.7. Rozwazmy zbiér A = {0, 1, %, %, ...} z topologia euklidesowa oraz
przestrzenie

X =C(4),
Y={feC(A): f(0) =0}.
Sprawdzi¢, ze X jest izometryczne z ¢, a Y jest izometryczne z cy.

Uwaga. Bardziej ogolnie, Co(L) jest izometryczne z odpowiednia podprzestrzenia
C(L), gdzie L jest uzwarceniem Aleksandrowa.



Zadanie 1.8. (nieréwnosé¢ Holdera) Dana jest przestrzen X z miara p oraz wyktad-
niki 1 < p,q,r < oo spetniajace zaleznosé %4—% = % Jesli f € Ly(p) 1 g € Ly(p),
to réwniez fg € L,(u), a ponadto

1fglle < 17 Npllglly

Uwaga. Zadanie tatwo sprowadzi¢ do przypadku r = 1 (najbardziej klasycznej
wersji nieréwnosci Holdera). Wyktadnik ¢ spetniajacy ;17—1-

towarzyszy¢, dlatego bedziemy go oznaczaé przez p'.

% = 1 bedzie nam czesto

Zadanie 1.9. (nieréwno$¢ Minkowskiego) Dana jest przestrzen X z miara p oraz
wyktadnik 1 < p < oo. Wowezas spetniona jest nierownosé trojkata

If+glle < IFllp+ gl dla f,g € Lp(p).
Wskazéwka. Zastosowaé nieréwnosé Holdera dla |f||f + g|P~ i |g||f + g[P~ .

Zadanie 1.10. Na przestrzeni liniowej X dane sg dwie normy || - ||, || - ||,. Spraw-
dzi¢, ze

|- lly: X — R jest funkcja || - [|;-claglta <= Fuso||zlle < M||zfly dlaz e X.

W takim przypadku méwimy, ze || - ||, jest norma silniejszq od || - ||y (|| - |, S - 1l4)-

Zadanie 1.11. Dwie normy || - ||, || - |, na tej samej przestrzeni liniowej X na-
zywamy rownowaznymsa, jesli istnieje stata M > 0 spetniajaca

M el < flalls < Mlje]; dlaz € X.

Przekonac sie, ze dwie normy sg rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy wyznaczaja
te sama topologie.

Zadanie 1.12. Na R" dana jest norma || - ||. Sprawdzié, ze istnieje stata M > 0
spelniajaca

M7t <z <M dlaxe€d[-1,1]",
a wiec norma || - || jest rbwnowazna normie supremum || N

Zadanie 1.13. Niech I' bedzie dowolnym zbiorem z miara liczaca. Zdefiniujmy

co(I') = {:c: I' > K:{yel:|z(y)] > e} jest skonczony dla dow. € > 0},

loo(T) = {[EZ I' 5 K: ||z]|e :=sup|z(y)| < oo} :
vyerl’

mm:{xrﬁanp—zu W<a} (1<p< o).

vyel’



(a) Sprawdzi¢, ze jesli x € ¢o(I') lub € £,(I") (1 < p < 00), to nosnik x (czyli
zbiér tych v € T', dla ktérych z(y) # 0) jest najwyzej przeliczalny.

(b) Przekonac sie, ze jesli I jest zbiorem nieprzeliczalnym, to zadna z przestrzeni
co(), £,(T") (1 < p < 00) nie jest osrodkowa.

Zadanie 1.14. Niech T': X — Y bedzie operatorem liniowym miedzy dwiema
przestrzeniami unormowanymi. Wéwczas nastepujace warunki sg réwnowazne:

(a) T jest operatorem ograniczonym, tzn. dla pewnej statej M > 0 spelniony
jest warunek ||Tz|ly < M||z||x dla z € X;

(b) operator T jest ciagty;

(c) operator T jest ciagly w jakim$ punkcie xy € X.

Zadanie 1.15. Niech A: R" — R™ bedzie przeksztatceniem liniowym miedzy
przestrzeniami euklidesowymi R™, R™ (z norma euklidesowa). Wykazaé, ze norma
operatorowa A to || A]| = v Amax, gdzie Anax jest najwicksza wartoscia wasng AT A.



	1 Przestrzenie unormowane

