1 Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie Fubiniego. Jesli f: R"™™ — R jest funkcjg calkowalng, to

Lo @ D@ = [ ([ 7)) )

Uwaga 1. Ta sama rownosé zachodzi z odwrotng kolejnosciag catkowania, i w ogdle
z dowolnym rozbiciem z € R"™ na dwie zmienne.
Uwaga 2. Catkowalnosé funkcji

y— flz,y) (dlap.w.zeR"), T — ./Rm f(z,y) d\n(y)

jest czescig tezy twierdzenia.
Uwaga 3. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemng funkcja mierzalna.

Zadanie 1.1. Dany jest graf o V' wierzchotkach i F krawedziach, w ktérym z kazdego
wierzchotka wychodzg doktadnie 3 krawedzie.

(a) Wykazaé, ze 3V = 2F.

(b) Jaki ma to zwiazek z twierdzeniem Fubiniego?

Zadanie 1.2. (zasada Cavalieriego) Dla nieujemnej funkcji mierzalnej f: R — R
mamy

[ F@) () :/0 A({z € R : f(z) > 1)) dt.
Wskazéwka. Obliczy¢ catke z indykatora zbioru {(z,t) € R™ : 0 <t < f(z)}.

Zadanie 1.3. Dla funkcji mierzalnej f: R® — R oraz p > 1 mamy

L@ da) =p [T oA € R [1(@)] > 1)) e

Zadanie 1.4. Dla jakich n € Ni a € R funkcja f(z) = |z|* jest calkowalna
e na kuli jednostkowej w R™?

e na dopetnieniu kuli jednostkowej w R"™?

Wskazowka. Dla n = 1 odpowiedZ brzmi odpowiednio: a« > —1, av < —1.
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Zadanie 1.5. Obliczy¢ pole kota o promieniu r, czyli

/R2 ]l{a:2+y2<r} d)\g(I, y)

Zadanie 1.6. Wykazaé, ze fpe™ = /7.
Wskazéwka. Obliczyé calke [ps e ¥ dy(x, y), korzystajac z twierdzenia Fubiniego
i zasady Cavalieriego.

Zadanie 1.7. Wyznaczy¢ wartos¢ catki iterowane;

/Oo /OO eV dg dy
o Jo

poprzez podstawienie x = yt w wewnetrznej caltce i zastosowanie twierdzenia Fubi-
niego.

y2

Zadanie 1.8. Uzasadni¢, ze funkcja (;Cir;yg)g nie jest catkowalna w [0, 1]2.

Zadanie 1.9. Obliczy¢ catke [, f dAg, gdzie

(a) A={(z,y) €eR*: 0 < y < 2z}, flzy) =1 —a+y)e™
(b) A={(z,y) €R*: 0 <y <2z, 2%y <16}, flz,y)=1;
(c) A={(z,y) eR?: 0<y <z <1}, f(x,y):ajly;

(d) A= {(z,y) e R?: 22 + y* <y}, flz,y) = \/:EZUTyQ

Uwaga. Nie w kazdym przypadku jest oczywiste, ze zatozenia twierdzenia Fubiniego
sg spetnione.

Zadanie 1.10. (a) Niech A bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez
parabole y = 22 i prosta = + y = 2. Obliczy¢

/A 62 + 2y* do(m, y).

(b) Niech B bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymiy = 22 iy = 23

Obliczy¢
/B zy® dXa(z,y).



Zadanie 1.11. Obliczy¢ calki

1 pad 1l T TG 11 1
/ / ev/* dy du, / / e da dy, / / Sy dy dz, / / dx dy.
0o Jo 0 Jy 0o Jx Yy o Jy 1+at

Zadanie 1.12. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej w wyniku przeciecia dwéch (nie-
skoniczonych) walcow o promieniu 1 i prostopadle przecinajacych sie osiach.

Zadanie 1.13. Obliczy¢ catke
/ (1 + a2y + 2% + x3y3) dXo(z,y).
[_171}2

Zadanie 1.14. Dany jest wielomian p: R — R o wspoétezynnikach z przedziatu
[—1,1]. Wykaza¢, ze

Jp Pw) Dol y) <8

Czy stalg 8 mozna poprawi¢?

Zadanie 1.15. Wykazac, ze

1 1
dX = —
/M () = X 5

21—y

Wskazéwka. Wykorzystaé rozwiniecie funkeji 1.

fisd

Uwaga. Mozna si¢ przekona¢ (Zadanie 2.8), ze lewa strona jest réwna %

Zadanie 1.16. Dla funkcji catkowalnej f wyprowadzi¢ rownosé
b b b 2
o[ [ s ayas= ([ o ar)

Zadanie 1.17. Niech 0 < a < b. Obliczy¢ catke

0o AT _ e—b;r
[fenety,
0 X

aw _e=b% = ¢~12|1=¢ jako catke z pochodne;.

Wskazowka. (sposob 1) Zapisa¢ réznice e~
Wskazowka. (sposéb II) Calke po przedziale [g,00) sprowadzié przez podstawienie

do calki [a, b], a nastepnie przejsé do granicy e — 0.
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Zadanie 1.18. Niech f,g: R" — R beda funkcjami gltadkimi o zwartym nosniku.
Wyprowadzi¢ wzoér na catkowanie przez czesci:

0 9
/R" ai(fc)g(fﬁ) dz = —Anf(x)aii(x) dz dlai=1,2,....n.

Wywnioskowaé réwnosci

[ f@af@ de=- [ Wi@P [ Af@Pde= [ V)R,

w ktorych A oznacza operator Laplace’a: Af := % +...4+ gi—;.
1

n

Zadanie 1.19. Noga grzyba ma ksztalt walca (o $rednicy 11 wysokosci 2), a na niej
lezy symetrycznie kapelusz grzyba, bedacy potkula (o promieniu R). Przy zaltozeniu,
ze grzyb jest bryla jednorodna, a jego $rodek ciezkosci lezy na styku nogi i kapelusza,
znalez¢ promien R.

Zadanie 1.20. Niech A C R" bedzie zbiorem dodatniej miary A,. Pokazaé, ze rzut
ortogonalny na k-wymiarowa podprzestrzen liniowa V' C R"™ nie moze by¢ zbiorem
zerowej miary \y.

Uwaga. Taki rzut nie musi byé mierzalny. Przyktad: jesli N C (0,1) jest zbiorem
niemierzalnym, to rzut A = (N x {0})U (1, 2)? na pierwsza wspdlrzedna jest niemie-
rzalny, chociaz sam zbiér A jest mierzalny.

Zadanie 1.21. Obliczy¢ catke

/n e 1 dN, (2)

na dwa sposoby i wywnioskowa¢ wzor na miare kuli jednostkowe;j:

7.‘_n/Q

A Ca)

gdzie T'(s) := [;° z° 'e™” dz jest funkcja gamma Eulera.
Wskazowka. Zadanie 1.6.

Zadanie 1.22. Niech A C R" bedzie zbiorem o skonczonej mierze Lebesgue’a. Udo-
wodni¢ implikacje

/ [z =yl ddon(z,y) <00 = / |z dA\,(z) < 0.
AxA A



2 Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie o zamianie zmiennych. Jesli ®: QO — Q' jest dyfeomorfizmem
dwoch zbioréw otwartych Q, Q' CR”, a f: ' — R jest funkcja catkowalng, to

/Q, fdr, = /Q(f o @) - |det D[ dA,

Uwaga 1. Catkowalno$é funkcji (f o @) - |det D®| jest czescia tezy twierdzenia.
Uwaga 2. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemna funkcja mierzalna.

Zadanie 2.1. Obliczy¢ pole obszaru ptaszczyzny ograniczonego od wewnatrz okre-
giem jednostkowym, zas$ od zewnatrz krzywg opisang we wspotrzednych biegunowych
rOwnaniem r = 2 + cos ¢.

Zadanie 2.2. % Dane sa kota w;, wy o promieniu 1. Pierwsze jest nieruchome,
a drugie toczy sie po nim bez podlizgu. Wyznaczy¢ pole ograniczone przez trajektorie
wybranego punktu na obwodzie kota ws.

Zadanie 2.3. Obliczy¢ srednig odlegltos¢ punktu tréojwymiarowej kuli jednostkowej
do jej srodka.

Zadanie 2.4. Obliczy¢ catke

/:1:2+y2d)\3(:c,y,z), gdzieD:{(x,y,z)€R3:1<x2+y2+z2<4, 220}.
D

Zadanie 2.5. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej w wyniku obrotu figury pod wy-
kresem funkcji y = 22, x € [1, 2], wokot osi z.

Zadanie 2.6. Niech A C R? bedzie figurg pod wykresem funkcji y = i na przedziale
x € [1,00), a B bryta obrotowa powstata przez obrét A wokét osi . Wykazaé, ze
Aa(A) = o0, ale A\3(B) < 0.

Zadanie 2.7. Niech F C R" bedzie zbiorem o dodatniej i skonczonej mierze Le-
besgue’a, a L: R" — R" izomorfizmem liniowym. Przekona¢ sie, ze L przeprowadza
srodek ciezkosci E na érodek ciezkosei L(E).

Trudniejsza wersja. To samo pozostaje prawda, gdy L: R® — R* jest epimorfizmem
liniowym.



Zadanie 2.8. Wykazac, ze

1 2
/ dXo(z,y) = T
0121 —2y 6

Wskazowka. Obréci¢ o 45°, czyli zastosowaé podstawienie x = u + v, y = u — v.

72

Uwaga. Wraz z Zadaniem 1.15 daje to rozwiazanie problemu bazylejskiego: >~77 4 1%2 =%

(zob. T. Apostol, A proof that Euler missed: evaluating ((2) the easy way, The Mathema-
tical Intelligencer 1983, oraz link)

Zadanie 2.9. Rozwazmy nastepujace przeksztatcenia ®: C — C:
(a) @(z) = 2%,
(b) ®(2) = €.

Wskaza¢ mozliwie duza dziedzing A C C, dla ktorej &: A — P(A) jest dyfeomorfi-
zmem. Jaki jest wyznacznik rézniczki ®7

Zadanie 2.10. Wyznaczy¢ catke

/(x2+y2) d\y(z,y), gdzie D={l<2*—y*<2, 2<ay<4, v,y >0}
D

Zadanie 2.11. Dana jest krzywa bez samoprzecie¢ v: [a,b] — R? klasy C?, pa-
rametryzowana dtugoscia tuku. Oznaczmy wektor normalny N(t) = (—4(t), Y1 (%))
i rozwazmy obszar

L, ={yt)+s-N():te(ab),|s| <r}.

Wyznaczy¢ pole obszaru I', dla matych r > 0. Jak ma si¢ on do dtugosci krzywej v7
Wyjasnienie zatozen. Bez samoprzecieé oznacza, ze vy jest funkcja roznowartosciows.
Przez krzywq klasy C? rozumiemy, ze v przedtuza sie do funkcji cigglej na pewnym
otwartym przedziale (a’, ') D [a, b]. Parametryzacja diugoscig tuku to inne okreslenie
na warunek |¥(t)| = 1 dla wszystkich ¢.

Zadanie 2.12. Niech A bedzie macierza kwadratows, a f: R — R funkcja zadana
wzorem f(t) = det(I +tA). Wyprowadzi¢ réwnosé f'(0) = tr A.

Trudniejsza wersja. Wyprowadzi¢ wzor na f'(0) dla funkcji f(t) = det(B + tA),
gdzie B jest macierzg odwracalng.


https://www.math.cmu.edu/~bwsulliv/basel-problem.pdf

Zadanie 2.13. % Niech h: R" — R bedzie funkcja catkowalng, a F: R" — R”
funkcja gtadka o zwartym nosniku (tzn. zerujaca sie poza pewna kula).

(a) Uzasadnié, ze przeksztalcenie
(pt:Rn—)Rn, (bt(x):x—i‘tF(x)

jest dyfeomorfizmem dla t z pewnego przedziatu (—tg, to). Wyznaczy¢ pochodna
det D®y(x) wzgledem t w punkcie ¢ = 0.

(b) Niech ¥; bedzie odwrotnoscia dyfeomorfizmu &, z punktu a). Wykazaé, ze
pochodng funkcji

FR-R, f(i) ;:/ h(W,(z)) do

w punkcie t = 0 jest

1(0) = /n h(zx) - (gi(x) +...+ gi: (x)) dz.

ozn. div F(z)

Zadanie 2.14. Niech Q0 C R? bedzie obszarem wypuktym, ktérego brzeg 0N jest
obrazem 1-okresowej funkcji v: R — R? klasy C?. Zalézmy ponadto, ze |¥(t)| = 1
oraz ze krzywizna k(t) := |J(t)| jest dodatnia dla kazdego t.

(a) Wyprowadzi¢ réwnos$¢ s (t) = |91 (t)y2(t) — 41(£)32(t)].
(b) Uzasadnié, ze [, x(t) dt = 2.

(c¢) Dla zadanego (mozna przyjaé, ze odpowiednio malego) r > 0 wyznaczy¢ pole
obszaru
Lo ={y@)+s-4(t): t €[0,1], s € [0,7]}.
Wskazéwka. W punkcie (a) zrézniczkowaé warunek |(¢)|?
prostopadtosé 4(t) L (t).

= 1, by wyprowadzic¢

Wskazéwka. W punkcie (b) rozwazy¢ pochodna kata a(t) := arc tg(y1(t)/32(t)). Moz-
na przyjac¢ za znany fakt, ze wektor jednostkowy 4(t) na przedziale ¢t € [0, 1] dokonuje
obrotu o 27.

Uwaga. Gdyby na rowerze o dtugosci r zrobi¢ okrazenie po wypuklym torze, to I,
jest doktadnie obszarem miedzy §ladami tylnego i przedniego kota (92 pelni tu role
sladu tylnego kota). Wiecej szczegotéw mozna znalezé w artykule Tractrices, Bicycle
Tire Tracks, Hatchet Planimeters, and a 100-year-old Conjecture, The American
Mathematical Monthly, 2013 (link).


https://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.120.03.199

Zadanie 2.15. Dane jest funkcja p: R — R? (ozn. p = (z,y)) klasy C! oraz obszar
Er:={r-p(t):re(0,1), te (0,7}

wzamieciony” przez wektor p(t) w czasie t € (0, 1). Zaktadajac, ze funkcja L := y—zy
nie zeruje si¢ dla 0 <t < T, wyprowadzi¢ wzoér na pole obszaru Erp

M(Br) =3 [ 0] ar

dla dostatecznie matych T" > 0.

Uwaga. Zadanie to pokazuje rownowaznosé miedzy zachowaniem momentu pedu (wy-
razonego wzorem |p x p|) a Il prawem Keplera (wyrazonym jako proporcjonalnosé
pola Er do czasu T)).



Rozwigzanie zadania 2.11 (szkic). Oznaczmy

O(t,s) =7(t) +5-N({t),  w(t) =3@)7() = 3(0)7(1).

Obliczamy bezposrednio, ze det D®(t,s) = 1 + sk(t). Jesli przyjmiemy ograniczenie
|5(t)] < M oraz r < {7, to det D®(t,s) > 1 — 47 - M = 0 na zbiorze (a,b) x (—r,7).
Jesli tylko @ jest dyfeomorfizmem, to obliczamy

M) = [ 1dr, = / 1+ s(t) dAg
T, (axb)x(—mr,r)
b pr b
:/ 1+S/<(t)dsdt:/2rdt:2r-(b—a).

Zgodnie z oczekiwaniami miara zbioru I, jest dtugosé krzywej (b — a) pomnozona
przez szerokos$¢ wzietego otoczenia (2r). Z twierdzenia o funkcji odwrotnej oraz wa-
runku det D® > 0 wynika, ze ® jest dyfeomorfizmem lokalnie na (a,b) x (—r,r).
Pozostaje wiec sprawdzié¢ réznowartosciowos¢ ® (by¢é moze zmniejszajac w tym celu
dziedzing), co mozna zrobi¢ na jeden z wielu sposobdéw:

SPOSOB I. Oznaczmy interesujaca nas krzywa jako I' := ~([a, b]). Skoro v: [a,b] — T
jest bijekcja, to posiada odwrotno$é I' — [a,b]. Ze wzgledu na zwarto$¢ [a,b] ta
odwrotnos¢ jest ciagta, a nawet jednostajnie ciagta. Dla kazdego £ > 0 istnieje wiec
d(e) > 0 taka, ze |y(t1) — v(t2)| < d(¢) implikuje [t; — to| < e.

Twierdzenie o funkcji odwrotnej dla kazdego ¢ € [a,b] daje nam otoczenie punktu
(t,0), na ktérym @ jest dyfeomorfizmem. Dzieki zwarto$ci mozemy wiec pokryé od-
cinek [a, b] skonczenie wieloma przedziatami (I;, p;) (i = 1,...,m) o tej wlasnosci, ze
® jest roznowartosciowe na (I;, p;) X (—r;, r;). Niech A > 0 bedzie liczba Lebesgue’a
tego pokrycia, czyli taka liczba, ze kazdy pododcinek [a, b] dtugosci < A miesci sie
w ktoryms z odcinkéw (1;, p;). Wybieramy teraz

r=min(6(N) /2,71, Tm),

gdzie §(\) oznacza wartos¢ 6 odpowiadajaca ¢ = A w warunku jednostajnej ciaglo-
Sci vyt Jesli teraz dla dwoch punktéw (¢4, s1), (t2, s2) € (a,b) x (—r',7") zachodzi
réwnos$é ®(ty, s9) = P(to, s2), to

[Y(t1) = (t2)] = [(B(t1,0) = (L1, 51)) + (Do, 52) — B(t2,0))] < [s1] + [s2] < I(N).

Whioskujemy wiec, ze |t — ta| < A, co oznacza, ze oba punkty t;,ty zawieraja sie
w jednym z przedziatéw (l;, p;). Z réznowartosciowosci na (I;,p;) x (=, r") wynika
teraz, ze musi zachodzié (t1,s1) = (9, $2), tak jak zadamy.



SPOsOB II. Oznaczmy pomocniczo E = [a,b] x [—r, 7] 1 rozwazmy zbi6r

A={(z,y) e EXE:x#y, ®(x)=d(y)},

czyli zbior par ,przeczacych roéznowartosciowoséci”. Naszym celem jest pokazanie,
ze dla pewnego 0 < ' < r jest on rozlaczny z [a,b] x (—r',r"). Zauwazmy wiec
najpierw, ze A jest roztaczny z ([a,b] x {0})? — ta obserwacja okazuje si¢ rownowazna
roznowarto$ciowosci vy, co przyjeliSmy jako zatozenie.

Uzasadnimy tez, ze A jest domkniety. W tym celu zauwazmy najpierw, ze jego do-
mkniecie zawiera si¢ w {(z,y) € E* : ®(z) = ®(y)}. Gdyby w tym domknieciu byt
punkt postaci (z, z), to mogliby$my wzia¢ otoczenie U > z, na ktérym funkcja @ jest
roznowartosciowa, co oznacza, ze punkt (z,r) posiada otoczenie U? roztaczne z A.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze domkniecie A nie zawiera punktéw spoza A.

7 domknietoéci zbioru A C E? wynika jego zwartoéé, wiec funkcja ciggla

9((t1, 52), (t2, 82)) = [s1] + [s2]

przyjmuje na nim swoje minimum. To minimum jest niezerowe, co sprowadza si¢ do
wezedniejszej obserwacji o roztacznosci zbioréw A oraz ([a,b] x {0})%. Mamy wiec
g > 2e na A (dla pewnego ¢ > 0). Natomiast dla punktéw z,y € ((a,b) x (—¢,¢))?
mamy g(z,y) < 2¢, co dowodzi zadanej roztacznosci i konczy dowdd.

SPosOB III. Przypusémy, ze nie istnieje zadane 1’ > 0 takie, by ® bylo réznowarto-
Sciowe na [a,b] x (—r',7"). Dla kazdego ' = ¢ (k =1,2,3,...) mozemy wiec wybraé
rozme (ty, si), (t, s) € [a,b] X (==, 1) spemiajace ®(ty, sp) = (), s},). Oczywiscie
Sk, s, — 0, mozemy tez wybra¢ podciagi, na ktérych mamy zbieznosé t, — ¢, t) — t'.
W granicy zachodzi réwnosé ®(¢,0) = ®(t',0), czyli v(t) = y(t'), a zatem t = t'. Jed-
nak w pewnym otoczeniu U punktu (¢,0) funkcja ® jest réznowartosciowa, a dla

duzych k mamy (tx, si), (t;, s)) € U, co prowadzi do sprzecznosci.



3 Sploty
Splot funkcii f,g: R® — R:
(f9)@) = [ fla=y)gly) dy
Splot ciagéw a,b: Z — Z:

(axb), = Z p—1bs

keZ

Zadanie 3.1. Dane sg dwie niezalezne ograniczone zmienne losowe A, B o warto-
sciach w liczbach naturalnych. Oznaczmy ay := P(A = k), by := P(B = k) oraz
¢k :=P(A+ B = k). Wykaza¢, ze ciag (cx) jest splotem ciagéw (ay) i (by), to znaczy

Cr = Z ak,ibi.
1E€EZL

Przekonaé¢ sie réwniez, ze wielomian Y c,a® jest iloczynem wielomianéw 3 aja®

Zadanie 3.2. Znalez¢ przyklad funkcji f,g € L'(R), dla ktérych calka definiujaca
f *¢(0) nie jest zbiezna.

Zadanie 3.3. Wskaza¢ ciag funkcji f,, € L'([0, 1]) spetiajacy || f.|[z: < 1, ktory nie
posiada podciggu zbieznego w L([0,1]).

Uwaga. Istnienie takiego ciggu pokazuje, ze kula jednostkowa w przestrzeni L'([0, 1])
nie jest zwarta.

Zadanie 3.4. Niech f € L'Y(Q, ). Wykazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0
taka, ze

pA) < = [ 1f@)dut) <=

Zadanie 3.5. Wykazac¢, ze przestrzen L'(R") z dzialaniem splotu nie posiada jedyn-
ki: nie istnieje funkcja f € L'(R™), spelniajaca f * g = g dla wszystkich g € L'(R").
Wskazowka. Sprawdzi¢ te rownosé¢ w przypadku funkeji g bedacej indykatorem ma-
tego zbioru.



Zadanie 3.6. Pokaza¢, ze dla dowolnego f € L'(R") funkcjaR™ 5 v — f(-—v) € L'(R")
jest funkcja ciagly.

Wskazowka. Warto skorzystaé z faktu, ze funkcje ciggle o zwartym nos$niku sg geste

w L'(R™).

Zadanie 3.7. Dla a,b > 0 przyjmijmy
i 1
['(a) ;:/ % le ™ dr oraz B(a,b) ;:/ xa—1<1 _ x)b_l da.
0 0
T'(a)T'(b)

I'(a+bd) -
Wskazéwka. Wykorzystaé splot funkcji f.(z) = 2 te 1,50 dla ¢ = a, b.

Wyprowadzié¢ tozsamosé B(a,b) =

Zadanie 3.8. Wykaza¢, ze jesli f € L>°(R") oraz g € L'(R"), to f * g jest funkcja
ciagla.

Uwaga. Norma L* jest prawie jak norma supremum:

| fll= = min{M >0 : | f(x)] < M pw.}

Przestrzen L> zawiera wszystkie funkcje ograniczone prawie wszedzie.

Zadanie 3.9. Jesli p € C°(R") oraz f € L'(R"), to funkcja ¢ * f jest gtadka oraz
D*(p* f) = (D%p) x f dla dowolnego wielowskaznika «.

Zadanie 3.10. Niech ¢ € C°(R"™) bedzie funkcja gltadka o zwartym nosniku i catce
Jgn @ rOWnej 1; dlar > 0 okreslmy o, (z) := r~"p(x/r). Wykazac, ze jesli f € L'(R"),
to przy r — 0 zachodzi zbieznos¢ ¢, x f — f w LY(R").

Uwaga. W potaczeniu z poprzednim zadaniem oznacza to, ze funkcje gtadkie sa geste
w LY (R").



Zadania dodatkowe

Zadanie 3.11. (kostki Sichermana) Niech A, B beda niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednostajnym rozktadzie na {1,...,6} (odpowiada to dwém rzutom kostka).
Znalez¢ niezalezne zmienne A’, B’ o innym rozkladzie na liczbach naturalnych, ale
dajace ten sam rozktad sumy A’ + B’ co A + B.

Zadanie 3.12. Calki niewlasciwe
sin(z) sin(z/3) sin(xz/(2k + 1))
R

T z/3 7 x/(2k+1)
sg rowne w dla k =0,1,...,6. Ale dla k = 7 dostajemy

467'807'924'713'440'738'696'537'864'469
= mw =
467807924’ 720/3207453'655260/875'000

7 7 — 0,0000000000 462 . . .
—_———

10 zer
Sprawdzi¢, ze podobny fenomen zachodzi przy splataniu funkcji f; := %1(_,1/2@/2).
Ot6z liczby
Cr = fi* fis...* fiyeen(0)
sg rowne 1 dla k=0,1,...,6, ale dla k = 7 jest juz mniej.
Uwaga. Polecam filmy na kanale Youtube 3BluelBrown: Researchers thought this
was a bug (Borwein integrals) oraz But what is a convolution?.

Zadanie 3.13. Jesli p,q,r > 1 oraz %—I— % =1+ %, to

1 gllr < [ fllzellgl za-

Zadanie 3.14. Dla t > 0 okreslamy tak zwane jadro ciepta g;: R® — R wzorem

gi(z) = (47t)™"/2 exp(—%) (gestosé rozktadu normalnego o wariancji 2), nastepnie

dla f € LY(R™) definiujemy H;f := f * g;. Wykazac¢, ze
(a) funkcja g; spelnia réwnanie ciepta 0,9 = Ag (gdzie A = 011 + ... + Opn);

(b) funkcja H;f(z) (zmiennych ¢, z) jest gtadka na (0,00) x R™ i réwniez spelnia
of =Af;

(¢) |1 Hef = fllzr — 0 przy ¢t — 0;
(d) HtHsf = Ht-i—sf'
Wskazowka. W ostatnim punkcie warto najpierw wyprowadzi¢ wzor

at(Hr—tft(flf)) = (Hr—t(atft - Aft))(-T)
(w ktorym f; jest gtadka funkcja dwoch zmiennych ¢, ).


https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/KuXjwB4LzSA

4 Podrozmaitosci R"”

Definicja. Podzbiér M C R™ nazywamy m-wymiarowa podrozmaitoscig (inaczej:
rozmaitosciq zanurzong), jesli lokalnie wyglada jak fragment R™. Mozna przyjaé
dowolng z ponizszych definicji:

otw.

. . otw.
M jest lokalnie wykresem: VpeMm Ji<ii<...<im<n,U C P:=span(e;;),peV C R™ peC}(U,PL)
MNV =wykres pNV
.o otw. otw.
obrazem parametryzacji: VpeM JU C R™ peV C R",peC!(U,V), rank Dp=m
p: U — MNV jest homeomorfizmem
. . .o otw.
poziomicg submersji:  VpeM dpev C R™, peC!(V,R"~™), rank Dp=n—m
M NV = poziomica ¢
. tw. tw.
jak R™ x 0: VpeM Jpev'C R, 06U C R™, peC(U,V) dyfeomorfizm
M NV = obraz R™ x 0 przy ¢

Zadanie 4.1. Dla promieni 0 < r < R wprowadzmy torus

2
Ir= {(9573/;2) cR’: <\/m—3) —1—22:7’2} cR?

otrzymany przez obrot okregu o((R,0),r) w plaszczyznie zz wokol osi z. Rozwazmy
tez standardowy torus T? = S! x S!, czyli zbiér

T? = {(ml,xQ,x3,$4) eR*: 22 +25=1, 22 +22 = 1} C R*.
Uzasadni¢, ze jedno i drugie jest rozmaitoscia. Sprawdzi¢, ze
(xlv T2, T3, x4) — ((R + T:U1)Q:3, (R + T'rl)x47 TIQ)

jest dyfeomorfizmem T? — T, .

Zadanie 4.2. Czy zbiory
A={a%+y° +24 =0}, B={a%+y'+22=0}

w R? sg rozmaitosciami klasy C'?

Zadanie 4.3. Pokazac, ze zbior
K={(z,y,2) ER*: 2+ 9 +22=9, sy +yz + 22 =8} CR?
jest krzywa (tj. 1-wymiarowa rozmaitoscia) klasy C*. Czy jest to krzywa spdjna?

Wskazéwka. Moze by¢ pomocne rozwazenie wielkoSci (z + y + 2)2.

1



Zadanie 4.4. Punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym wzdtuz odcinka od punktu
A =(0,0,0) do punktu B = (1,0,0). Podobnie w tym samym czasie () przemieszcza
sic z C = (0,1,0) do D = (0,1,1). Niech M bedzie suma wszystkich odcinkéw
PQ (bez koncéw), taczacych punkty P i Q w jednoczesnych potozeniach. Znalezé
parametryzacje M i uzasadnié, ze jest to rozmaito$¢ dwuwymiarowa w R3.

Zadanie 4.5. Niech f\(z,y) = 2® + A\(z? — y?) dla dowolnych z,y, A € R.

(a) Dla jakich ¢ € R zbiér {(x,y) € R? : fo(x,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich
c jest spojny?

(b) Dla jakich ¢ € R zbiér {(z,y) € R?: fi(z,y) = ¢} jest rozmaitoécia? Dla jakich
c jest spojny?

Zadanie 4.6. Pokaza¢, ze zbiér macierzy ortogonalnych
O(n) ={Q € Myy,, : QTQ = I}

jest rozmaitoscia wymiaru n(n—1)/2. Opisaé przestrzen styczna do O(n) w punkcie I.
Wskazéwka. Funkcja F(Q) = QT Q nie jest submersja jako funkcja F': M, x, — Myxn,
ale jako F': M, «, — Sym, ., juz tak.

nxn

Zadanie 4.7. Niech §* = {(z,y,2) € R : 22 + y* + 22 = 1} bedzie standardowg
sferg oraz
F:R* =R F(ny,2) = (vy,yz, 2z, 2> — ).

Sprawdzi¢, ze F(S?) jest zwarta rozmaitoscia.

Uwaga. Jest to tzw. plaszczyzna rzutowa. Mozna podaé jej prostszy opis: jest to sfera
S? z utozsamionymi punktami antypodycznymi (czyli parami z i —x).

Zadanie 4.8. Niech funkcja f: (—oo,27) — R? bedzie zadana wzorem

1.t dla t <0,
fiy=1"0
(cost,sint) dlat > 0.

Przekonadé sie, ze f jest roznowartodciows funkcja klasy C*. Czy jej obraz jest jed-
nowymiarowg podrozmaitoécia w R2?



Zadanie 4.9. Uzasadni¢ nastepujace pomocnicze fakty z topologii:

(a) Zalbézmy, ze A jest przestrzenia zwarta, B przestrzenia Hausdorffa, a f: A — B
jest ciaggly bijekcja. Wowcezas f jest homeomorfizmem.

(b) Zalézmy, ze A, B sa jak wyzej, natomiast f: A — B jest funkcja ciagla spel-
niajaca na pewnym podzbiorze Ay C A warunek

fl@)=fly) = z=ylbzy¢A.
Wowczas obciecie f|a, jest homeomorfizmem pomiedzy Ag i f(Ao).

Uwaga. Jesli to utatwi rozwigzanie, to mozna przyjaé, ze A, B sa przestrzeniami
metrycznymi.

Zadanie 4.10. Przekonac¢ sie, ze przeksztatcenie

i: R"\ {0} — R™"\ {0}, z‘(x):’;z

jest gladkim dyfeomorfizmem spetniajacym i? = id. Sprawdzi¢, ze zadaje ono bijekcje
pomiedzy zbiorami

P={x:m =1}, S={a:|o—a|=5}\{0},

a wiec parametryzacje sfery z wyjetym punktem

Zadanie 4.11. % Niech M bedzie standardows wstega Mobiusa w R?, np. opisang
przez parametryzacje:

IS SN
I
e A/~
—_ =
+ +
NI e I

)sinu O<u<2m —1<v<l)

2.
=]

Wykazaé, ze cho¢ M jest rozmaitoscia, to nie da sie przedstawi¢ jako poziomica
submersji. Innymi stowy, nie istnieje zbior otwarty M C U C R? i funkcja F': U — R
klasy C*, dla ktérej

M = F~1(0), rankdF(z) =1 dlaxz € M.



5 Wyznacznik Grama

Zadanie 5.1. (o wyznaczniku Grama)

(a) Zalézmy, ze U,V sa przestrzeniami liniowymi z iloczynem skalarnym, tego sa-
mego wymiaru, a L: V — W jest przeksztatceniem liniowym. Zdefiniujmy
| det L| jako

| det L] = |det ([L]}])

)

gdzie [L]} jest macierza L w pewnych bazach ortonormalnych U,V przestrzeni
U, V. Sprawdzi¢, ze definicja nie zalezy od wyboru baz.

(b) Przekonaé sig, ze nadal obowiazuja wzory |det(L;Ly)| = | det Ly|- | det Ly| oraz
|det LT| = | det L.

(¢) Przyjmijmy teraz, ze V- C W, przeksztalcenie E: V — W jest wlozeniem (tzn.
E(v) =v) oraz M := EL. Dowie$¢, ze det(MT M) = | det L|*.

(d) Zalézmy, ze rézniczka pewnego przeksztatcenia Df: R™ — R™ marzad n (mak-
symalny). Oznaczmy przez D f: R" — im D f te sama r6zniczke rozumiana jako
przeksztalcenie w mniejsza podprzestrzen. Wykazac, ze

wyznacznik Grama = \/det(DfTDf) = | det Df]|.

Uwaga. Jesli rozwazaé przestrzenie liniowe z wybrana orientacja, to przez ogranicze-
nie do baz dodatnio zorientowanych mozna zdefiniowaé det L bez modutu. Przyktado-
wo, przeksztalcenie M : U — U ma dobrze zdefiniowany wyznacznik det M = det[M]¥
(niezalezny od wyboru orientacji U, gdyz przyjmujemy te sama baze dwa razy).

Zadanie 5.2. Funkcje

f’g: (_71-/2771-/2) X RHR?):
f(a, B) = (cos B,sin 3, sin ),
g(a, B) = (cos acos (3, cos asin (3, sin «)
parametryzuja odpowiednio walec C' = {(x,y,2) : 2* + y?> = 1, |2| < 1} oraz sfer¢ S*

z wyjetymi biegunami (0,0, +1).

(a) Wyznaczy¢ obrazy wektoréw bazy standardowej przy przeksztalceniu Di(czyli
Ouf oraz O0sf), wybra¢ dogodna baze¢ TrC' i obliczy¢ wyznacznik |det D f].

(b) W podobny sposéb obliczy¢ wyznacznik |det Dg|.



(c) Poda¢ interpretacje geometryczna przeksztatcenia go f~': C' — S?. Uzasadnic,
ze przeksztatcenie liniowe

DgoDf': T,C — T,S?

ma wyznacznik (w module) réwny 1.

(d) Obliczyé¢ bezposrednio wyznaczniki Grama \/det(DfTDf), \/det(DgTDg) i
poréwnaé z wynikami uzyskanymi w punktach a) i b).

Wywnioskowaé, ze pole czaszy sfery zakreslonej cyrklem o rozwartosci r (0 < r < 2)
wynosi 772,

Zadanie 5.3. Korzystajac z wybranej przez siebie charakteryzacji, wyprowadzi¢
WZzOry:

(a) ‘detW‘ = \/ 1 + ’vf|27 gdy So(xlv' B >-Tn) = (mla' ce 7xn7f($17' ce axn))v
(b) [det Dy| = |¢], gdy : R — R™.



¢ Miara powierzchniowa
Zadanie 6.1. Obliczy¢ dlugos¢ krzywej zadanej poprzez parametryzacje

o(t) = (cost,sint,t)  dlat € (0,2m).

Zadanie 6.2. Obliczy¢ miare powierzchni zadanej poprzez parametryzacje

@(t) = (rcost,rsint,t) dlar € (0,1), t € (0,2m).

Zadanie 6.3. Znalez¢ parametryzacje krzywej opisanej rownaniem
(132 + y2)2 _ 132 o y2’

a nastepnie wyznaczy¢ jej dtugosé na tyle jawnie, na ile sie uda.

Zadanie 6.4. Obliczy¢ catke

/ 22 dle,
C

jesli C to krzywa powstala w wyniku przeciecia sfery jednostkowej (o réwnaniu
22 +y? + 22 =1) z plaszezyzng v +y + 2 = 1.

Zadanie 6.5. Wyznaczy¢ miare powierzchni M z Zadania 4.4.

Zadanie 6.6. Wykazac szczegélny przypadek twierdzenia o catkowaniu po widknach:

[ @ @ = [ [ (@) dios, (@) ar

dla odpowiednio regularnych funkcji f.

Uwaga. Rownosé zachodzi dla wszystkich f € L'(R™), ale na potrzeby rozwigzania
mozna np. zatozy¢ ciggtosc.

Zadanie 6.7. Wykazaé, ze $rednia odlegto$¢ punktéw n-wymiarowej o promieniu R

do srodka tej kuli wynosi 25 R.



Zadanie 6.8. Obliczy¢ pole powierzchni paraboloidy

M = {(a:,y,x2+y2):x2+y2 < 1}.

Zadanie 6.9. Wyprowadzi¢ wzor na miare wykresu funkcji f: R” — R: jesli M C R+
jest wykresem f na zbiorze U, czyli zbiorem {(x, f(z)) : x € U}, to

(M) = /U J1+ [V f(2)]? d.

Zadanie 6.10. (reguta Pappusa-Guldina) Wykazaé¢, ze miara powierzchni obrotowej
powstatej w wyniku obrotu krzywej I' wynosi 27 razy catka po I' z odlegtosci do osi
obrotu. Lub inaczej: 27r - [(T'), gdzie r jest odlegtoécia srodka cigezkosci I' od osi
obrotu.

Zadanie 6.11. Wyznaczy¢ wzor na pole powierzchni bocznej walca i stozka (o wy-
sokosci h i promieniu ) na dwa sposoby:

(a) w oparciu o regute Pappusa-Guldina;

(b) przez wskazanie izometrycznej figury ptaskiej w R? (chodzi o to, zeby rézniczka
parametryzacji byta wlozeniem izometrycznym).

Zadanie 6.12. Niech M C R? bedzie rozmaitoscia jednowymiarowa, f: M — (0, 00)
bedzie funkcja ciggta, a S C R3 zbiorem zadanym przez

S={(z,y,t): (x,y) e M, 0 <t < f(z,y)}.

Uzasadni¢, ze S jest rozmaitoscig 2-wymiarowg oraz ze

US) = [ fle,y) dias(e.y).

Zadanie 6.13. Dane s3 rozmaitosci M C RM (m-wymiarowa) i NV € RN (n-
wymiarowa). Wykazaé, ze zbidr

MXN ={(z,y) eRMN .z e M, y e N}

jest rozmaito$cig m-+n-wymiarows. Dla odpowiednio regularnych funkcji f: MxN — R
wyprowadzi¢ wzor

/wa(:c,y) dlrvin (2, y) = /N/M f(z,y) dip(z) din(y).
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Zadanie 6.14. % (twierdzenie o calkowaniu po wtéknach) Zatézmy, ze H: U — R
jest funkcjg klasy C* na U C R”, a jej gradient nie zeruje si¢ na zbiorze zwartym
K C U. Dla odpowiednio regularnych funkcji f wyprowadzi¢ wzor

/K f(x) dhn(z) = /]R /K mHl(t)WJZ[%dzH_l(t) dt.

Wskazowka. Mozna skorzystaé¢ z nastepujacej wersji TFU: dla dowolnego punktu

istnieje dyfeomorfizm otoczenia ® spelniajacy tozsamosé H(P(t,u)) = t.
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