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Zadanie 1. Załóżmy, że G ∼ N (0, 1), a zmienna Rademachera ε jest niezależna od G.
Wykazać, że każda ze zmiennychX = G, Y = εGma rozkładN (0, 1) i są one nieskorelowane,
ale nie są niezależne (w szczególności nie mają zatem łącznego rozkładu normalnego).

Zadanie 2. Załóżmy, że zmienne X1, X2, . . . są niezależne, przy czym |Xi| ¬ K oraz∑
n­1
VarXn = +∞. Niech Sn = X1 + . . .+Xn. Wykazać, że

Sn − ESn√
VarSn

⇒ N (0, 1).

Zadanie 3. Załóżmy, że zmienne X1, X2, . . . są niezależne, przy czym EXi = 0, EX2i = 1
oraz E|Xi|2+δ ¬ C dla pewnych C, δ > 0. Niech Sn = X1 + . . .+Xn. Wykazać, że

Sn√
n
⇒ N (0, 1).

Zadanie 4. Załóżmy, że zmienne X1, X2, . . . są niezależne, i przyjmijmy Sn = X1+ . . .+Xn,
σn =

√
VarSn. Wykazać, że jeśli dla pewnego δ > 0 spełniony jest tzw. warunek Lapunowa

lim
n→∞

1
σ2+δn

n∑
i=1

E |Xi − EXi|2+δ = 0,

to wówczas
Sn − ESn
σn

⇒ N (0, 1).

Zadanie 5. Załóżmy, że zmienne X1, X2, . . . są niezależne, przy czym Xk ma rozkład jed-
nostajny na odcinku [−ak, ak]. Niech σ2n =

n∑
k=1
VarXk. Zbadać zbieżność według rozkładu

ciągu
X1 + . . .+Xn

σn
,

jeśli:
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(a) ciąg (ak)k­1 jest ograniczony i σn →∞

(b)
∞∑
k=1
a2k <∞

Zadanie 6. Załóżmy, że zmienne X2, X3, . . . są niezależne i mają następujący rozkład

P(Xn = n) = P(Xn = −n) =
1
2n2
,

P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = 1−
1
2n2
.

Niech Sn = X1 + . . . +Xn. Wykazać, że lim
n→∞

VarSn
n
= 2, ale Sn√

n
⇒ N (0, 1) (w szczególności

nie może być zatem spełniony warunek Lindeberga).
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