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Rozdziat 1

Geometria podrozmaitosci R"

1.1 Podstawowe pojecia

Najpewniej wickszo$¢ materiatu tego wstepnego rozdziatu jest juz znana, ale przypomnienie go
ma kilka celéw. Po pierwsze, pozwoli na wprowadzenie nowych oznaczen (uzywanych i pézniej)
w znajomym kontekscie. Po drugie, mozna spotkac¢ rézne definicje podstawowych pojeé, wiec
na obecnym etapie warto je zestawi¢ razem i przekonaé sie, ze sa rownowazne. Ponadto nie-
ktore z pojeé¢ beda stanowi¢ zapowiedz swoich odpowiednikéw dla rozmaitosci abstrakcyjnych.
Zaczniemy od podstaw.

Definicja 1.1. Podzbior M C R"™ nazywamy m-wymiarowa podrozmaito$cig (inaczej: rozma-
itosciq zanurzong) klasy C!, jedli lokalnie wyglada jak fragment R™. Mozna przyja¢ dowolng z
ponizszych definicji:

otw. otw.

a) M jest lokalnie wykresem: VpeM J1<ii<..<im<n,U C P:=span(e;;),peV C R" peC}(U,P+)
M NV =wykres pNV
.. otw. otw.
b) obrazem parametryzacji: Vpem JU C R™,peV C R", oeC(U,V), rank Dp=m

p: U — MnNYV jest homeomorfizmem
¢) poziomicag submersji: ¥V pem EIpeVOtgan,goecl(V,Rn*m),rank Dyp=n—m
M NV = poziomica ¢
d) jak R™ x 0: Vpem T pev C R, 0eU C R, peCL(U,V) dyfeomorfizm
M NV = obraz R™ x {0} przy ¢

Dowdd rownowaznosci tych czterech definicji to dobre ¢wiczenie na znajomosé twierdzen
o funkeji odwrotnej i o funkeji uwiktanej (zadanie 1.1). Kazda z definicji ma inny zakres za-
stosowan. Na pytanie czy M = {...} jest rozmaitosciq? zazwyczaj najtatwiej odpowiedzieé
twierdzaco w oparciu o b) lub c¢), zaleznie od kontekstu, natomiast odpowiedz przeczaca moze
da¢ nam chyba jedynie a) (zadanie 1.3). Wersja d) jest najblizej definicji rozmaitosci abstrak-
cyjnej, jak sie zreszta przekonamy.

Podobnie definiuje sie podrozmaitosci klasy C* lub C*°. Mozna tez zdefiniowaé¢ regular-
nosé¢ przeksztatcen F': M — N miedzy dwiema podrozmaitosciami M C RM, N C RY. Jedli
ograniczymy sie do fragmentu M bedacego obrazem parametryzacji ¢ jak w definicji b), to
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umawiamy sie, ze przeksztalcenie I jest klasy CF, gdy Fop: U — R¥ jest klasy C*. Oczywi-
Scie definicja ta nie zalezy od wyboru ¢ (co jeszcze lepiej widaé w oparciu o d)). Alternatywnie
mogliby$my zazadaé, ze F przedtuza sie do funkcji gladkiej F': V — R na pewnym otoczeniu
M CV CRM — otrzymane definicje sg réwnowazne (zadanie 1.2).

W odréznieniu od rozmaitosci topologicznych, dla rozmaitosci klasy C! (i wyzszej) mozna
wprowadzi¢ kluczowe pojecie wektora stycznego. W przypadku podzbioréw R™ jest to pojecie
do$¢ namacalne:

Definicja 1.2. Dany jest zbior M C R" i punkt p. Wektor v € R™ nazwiemy stycznym do
M w p, jesli istnieje cigg punktéw pp € M zbiezny do p oraz cigg liczb a; > 0, dla ktérych
ax - (px —p) — v.

Gdy M jest podrozmaitoscig klasy C*, wprowadzamy dodatkowe nazewnictwo:

T,M :={v € R" : v jest styczny do M w p} — przestrzen styczna do M w p,
TM :={(p,v) e R"xR":pe M,veT,M} — wigzka styczna do M.

Jest ono usprawiedliwione naste¢pujaca wlasnoscig 7, M:

Stwierdzenie 1.3. Jesli M C R" jest m-wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* i p € M, to
przestrzen styczna T,M jest m-wymiarowq podprzestrzenig liniowg R". Ponadto:

o jesli M jest obrazem parametryzacji ¢, to Ty M = im Do(x);

e jesli M jest poziomicg submersji v, to T,M = ker Dp(p).

W dalszej czesci rozdziatu bedziemy tez rozwaza¢ wektory normalne do rozmaitosci:

TPLM ={veR":v LT,M} — przestrzen normalna do M w p,
T+M :={(p,v) eR*"xR":pe M,v € T,M}  — wiagzka normalna do M.

Stwierdzenie 1.4. Jesli M C R" jest m-wymiarowq podrozmaitoscig klasy C*, to wigzka
styczna TM i wigzka normalna T+M réwniez sq podrozmaitoéciami klasy C*, wymiaru odpo-
wiednio 2m i n.

Polecam przeprowadzi¢ samodzielny dowdd i przekonaé sie, ze przypadek THM jest trud-
niejszy od T'M (zadanie 1.7).

1.2 Twierdzenie o otoczeniu tubularnym

Ponizszy dowdd przebiega podobnie do [Bre93, Ch. 2.11]. Inaczej sformutowany dow6éd mozna
znalez¢ w skrypcie Pawta Strzeleckiego [Str12, Tw. 6.18].

Twierdzenie 1.5. Niech M C R" bedzie zwartg m-wymiarowg gtadkq podrozmaitoscig. Wow-
czas istnieje € > 0, dla ktorego otoczenie tubularne

M. :={z e R" : dist(z, M) < &}

posiada nastepujgee wiasnosci:
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(a) Dla kazdego punktu x € M, istnieje jednoznaczny punkt na rozmaitosci y € M najbliz-
szy .

(b) Przyporzadkowanie w(x) =y jest gladkie.
(c) Otoczenie tubularne M. jest sumq rozlgczng dyskow

Dy,e)={y+viveT M o] <c}  (ye M)

Dowéd. REDUKCJA PROBLEMU.

Dla kazdego x € R" funkcja f: R® — R zadana wzorem f(y) = |y — z|? jest ciggla (nawet
gtadka), wiec dzieki zwartosci M funkcja f|y posiada co najmniej jeden punkt minimalny
y € M. Oczywiscie f(y) < €%, czyli ||y — || < e. W punkcie minimalnym mamy V f(y) L T, M,
skad odczytujemy, ze r—y € TyLM . Potaczenie tych dwoch faktéw oznacza, ze x lezy w D+ (y, €).

Wykazali$my wiec, ze otoczenie tubularne M, jest suma wszystkich D+ (y, ). Do dowodu
(c) brakuje nam, by uzasadnié¢ roztacznoéé tych dyskéw. Roztacznos$é ta oznaczaé bedzie row-
niez jednoznaczno$¢ y € M minimalizujacego odlegto$¢ od x, czyli punkt (a). Jesli dwa dyski
D (y1,€), DY (ys,€) sie przecinaja, to |y1 — ya| < 2¢, wystarczy wiec przeprowadzié lokalne
rozumowanie.

ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA O FUNKCJI ODWROTNEJ.
Przypomnijmy, Ze na mocy Stwierdzenia 1.4 T+M C R™ x R" jest gtadka podrozmaitoécia
n-wymiarowa. Rozwazmy przeksztatcenie gltadkie

T M 3 (p,v) > p+veR

i ustalmy punkt p € M. Rézniczka D®(p, 0) ma w obrazie podprzestrzen zaréwno podprzestrzen
T,M, jak i TpLM — z poréwnania wymiaréw wynika wiec, ze jest izomorfizmem liniowym. 7
twierdzenia o funkcji odwrotnej wynika, ze ® jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu p,
7 czego w szczegdlnosci wynika, ze dyski D+ (y,e) sa roztaczne dla y z pewnego otoczenia
p € U C M oraz odpowiednio matego € > 0.

PRZYPADEK GLOBALNY.

Uzasadnimy teraz, ze dyski D*(y,¢e) sa roztaczne nie tylko lokalnie. Dzieki zwartosci mozemy
pokryé M skonczenie wieloma zbiorami otwartymi U; C M jak w poprzednim kroku (dla
kazdego jest pewien ¢;). Wezmy teraz ¢ > 0 mniejszy od wszystkich ¢; i jednoczesnie mniejszy
od potowy liczby Lebesgue’a pokrycia U; — chodzi o to, by dla kazdego p € M kula Bo.(p)
miedcita sie w ktoryms U;. Wtedy gdyby jakies dwa dyski D+ (py,€), D+ (po, €) przecinaly sie, to
|p1 — p2| < 2e, a wiec oba punkty py, po zawieraltyby sie w tym samym U; — sprzeczno$é. Samo
istnienie liczby Lebesgue’a tatwo uzasadni¢ — nalezy wykorzystaé¢ zwartos¢ M do wykazania, ze
maksimum z funkcji f;(p) := dist(p, Uf) jest oddzielone od zera.

Pozostaje uzasadni¢, ze przeksztatcenie 7 jest dobrze okreslone i gtadkie. W istocie wykazali-
$my, ze ®: U — M. jest dyfeomorfizmem na zbiorze U = {(p,v) : |v| < e} C T+ M. Przeksztal-
cenie 7 otrzymujemy wiec jednoznacznie jako zlozenie gtadkich przeksztalcen m = ® owo 1,
gdzie 7(p,v) = (p,0). O

Ostatni krok (przejscie od rozwazan lokalnych do globalnych) mozna przeprowadzi¢ na rézne
sposoby: tak jak wyzej; przez sprzecznosé, w oparciu o ciagi (jak w [Str12, Tw. 6.18] i [Bre93,
Ch. 2.11]); ale réwniez bardziej abstrakcyjnie (jak w [Spi79, Lem. 9.19]). To ostatnie podejscie
jest zarysowane w zadaniu 1.8.
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Twierdzenie o otoczeniu tubularnym dziata jedynie dla matego ¢ > 0, czyli dla matego
otoczenia. Latwo si¢ o tym samodzielnie przekona¢, patrzac na przyktad okregu S C R? (tutaj
musi by¢ € < 1). Analizujac przyktad elipsy, mozna zauwazy¢ zwiazek miedzy optymalnym &
a krzywizna (zob. zadanie 1.10). Zalozenia twierdzenia mozna za to ostabié, zaktadajac, ze M
jest rozmaito$cig jedynie klasy C?; rzut m jest wowcezas klasy C'. Nie wystarczy jednak, by M
bylta klasy C! (zob. zadanie 1.9).

Jak sie przekonamy, przeksztatcenie m zawiera w sobie duzo informacji o geometrii M.
Whprost z definicji, obciecie 7|y jest identycznoscia. Stad wniosek, ze V,m, = u, jesli p € M
oraz u € T, M. Z drugiej strony, w obcieciu do D (p, ) przeksztalcenie 7 jest stale réwne p, wiec
V,mp,=0dlav e TpLM. W efekcie okazuje si¢, ze Vr,: R™ — R" jest rzutem prostopadltym na
T,M.

Rozwazmy teraz gtadkie pola u,v: M — R”™ styczne do M. Zgodnie z wcze$niejszymi ob-
serwacjami, w dowolnym punkcie M mamy réwno$é¢ V,m = u. Mozemy wiec te rownosé zroz-
niczkowa¢ w kierunku v, co daje:

Vot = Vy(Vur) = Vo, + Vg o

W ustalonym punkcie p € M wiemy, ze rzutem V,u na przestrzen styczng T,M jest Vy, ..
Dodatkowy czton Vauﬁ musi by¢ wiec rzutem V,u na przestrzen normalna TPLM , CO W szczegol-
nosci pokazuje, ze jest prostopadty do przestrzeni stycznej. Odnotujmy, ze kazde dwa wektory
u,v € T,M mozna przedtuzy¢ do pdl stycznych na M, wigc wektor Vg’uﬂ jest prostopadty dla
dowolnych stycznych wektorow wu, v.

Definicja 1.6. Druga forme podstawowa gladkiej podrozmaitosci M C R™ definiujemy jako
Ap(u,v) = _Vi,uﬂpv

gdzie p € M jest punktem na rozmaitosci, a u,v € T,M sg dwoma wektorami stycznymi. Dla
ustalonego p € M jest to symetryczna forma dwuliniowa o wartosciach w TPLM :

Ay T,M x T,M — T,-M.

Nazwa druga forma podstawowa jest historycznym sladem dawnego nazewnictwa. Otéz metryke
Riemanna (czyli iloczyn skalarny na przestrzeni stycznej) nazywano kiedys$ pierwszq forma podsta-
wWowgq.

Intuicje by¢ moze tatwiej uzyska¢ w szczegdlnym przypadku, gdy M jest podrozmaitoscig
wymiaru n — 1. Wéwcezas wiazka normalna jest jednowymiarowa i mozna znalezé (przynajmniej
lokalnie) pole normalne N:

N:M2U—=R" N(p)eT, M, [N(p)=1 dapeM.
Mozemy wtedy wprowadzi¢ symetryczng forme dwuliniowg o wartosciach w R:
hy: T,M x T,M — R, h,(u,v) = (Ay(u,v), Np),
réwniez zwana niekiedy drugg forma podstawowa (czego bedziemy unikaé). Zwiazek miedzy h
i A mozna tez zapisa¢ jako A = hNN.

Nalezy jednak by¢ ostroznym, gdyz N mozna (lokalnie) wybra¢ na dwa sposoby, co wpltywa
na znak h. Gdy M jest orientowalna, mozna wybra¢ N globalnie. Ponadto gdy M jest zada-
na jako brzeg gtadkiego ograniczonego obszaru M = 0f), naturalnym wyborem jest pole N
skierowane na zewngtrz §); przejscie od h do A (lub odwrotnie) jest woéwezas jednoznaczne.
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1.3 Geometria: metryka i miara objetosci

Metryka i miara objetosci to podstawowe pojecia geometrii: pozwalaja mierzy¢ odlegtosci mie-
dzy punktami i okresla¢ wielkos¢ podzbiorow danej przestrzeni. Dla podrozmaitosci R™ tatwo
je zdefiniowad i juz w tej ogdlnosci mozna sformutowaé interesujace pytania.

Do mierzenia odlegtosci wygodnie jest wykorzystywaé krzywe v: [a,b] — M kawalkami
klasy C' (w skrocie v € C)), czyli takie, dla ktérych istnieje skoticzony podziat [a, b} = U;[as, bj]
oraz v jest klasy C"! na kazdym z przedzialow [a;, b;].

Definicja 1.7. Dla krzywej v: [a,b] — M klasy C, definiujemy jej dhugosé¢ wzorem

1) = [ o) de.

Dla dwoch punktow p,q € M w tej samej sktadowej spojnosci M definiujemy
d(p, ) := inf L(y),

gdzie infimum jest brane po wszystkich krzywych ~ € C’;, taczacych p i q.

Naturalnie oczekiwaliby$my, ze wér6d dopuszczalnych krzywych 7 istnieje najkrétsza (na-
zwiemy ja wtedy odcinkiem). Tak jednak nie musi by¢, gdy M ma ,dziury”. Gdy jednak M jest
domknietym podzbiorem R™ — lub réwnowaznie, gdy M jest zupelna jako przestrzen z metryka
dziedziczona z R"™ — najkrotsza krzywa miedzy p i ¢ zawsze istnieje. W poszukiwaniu i badaniu
takich krzywych pomocne jest zastapienie L(v) catka [ |9|? (zadanie 1.11). Najkrétsza krzywa
okazuje sie spelnia¢ réwnanie zwyczajne ¥(t) € Tj(t)M (zadania 1.12, 1.13), przy czym impli-
kacja przeciwna zachodzi jedynie lokalnie. Rozwigzania tego réwnania nazywamy geodezyjnymi
(zadanie 1.16 zapewnia istnienie takich rozwiazan).

Miare na podrozmaitosci wprowadzamy w oparciu o na zamiane¢ zmiennych w catce. Odno-
tujmy, ze jesli F': U — V jest dyfeomorfizmem miedzy dwoma otwartymi podzbiorami R", to
miar¢ podbioru £ C V mozemy wyznaczy¢ ze wzoru \,(E) = [ Jpr(z) dz, gdzie Jpr(z) to
jakobian F, zadany przez Jpp = | det DF|. W ten spos6b mozemy sprowadzi¢ znalezienie miary
na V' to miary (z gestoscia) na U. Podobnie postepujemy z podrozmaitosciami (jak w [AFP00,
Ch. 2.10], z pewna modyfikacja).

Definicja 1.8. (a) Niech L: U — V bedzie przeksztatceniem liniowym miedzy przestrzenia-
mi liniowymi tego samego wymiaru, wyposazonymi w iloczyn skalarny. Wtedy jakobian

L definiujemy wzorem
Jr = | det[L]y],

gdzie U, V to bazy ortonormalne U i V.

(b) Niech L: U — V bedzie przeksztalceniem liniowym miedzy przestrzeniami liniowymi
wymiaréow dim U < dim V', wyposazonymi w iloczyn skalarny. Wybierzmy dowolna pod-
przestrzen W C V wymiaru dimW = dim U, zawierajaca obraz L. Wtedy jakobian L
definiujemy wzorem J;, := Jr. y_w, czyli poprzez jakobian tego samego przeksztalcenia
w mniejsza podprzestrzen.

Zauwazmy, ze w punkcie (b) mamy J; = 0 gdy tylko rank L < dimU. W przeciwnym
przypadku J;, = |det[L)};|, gdzie za V przyjmujemy baze¢ ortonormalna obrazu L. Latwo sig
przekonaé, ze wynik nie zalezy od wyboru baz. Nietrudno tez sprawdzié, ze J, = y/det(LTL)
(zadanie 1.14).
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Definicja 1.9. Niech M C R" bedzie m-wymiarowa podrozmaitoscig. Jesli F': U — M jest
parametryzacja fragmentu M, to definiujemy miare objetosci p wzorem:

) :/ Jpp(z)dz  dla ECU.
E

Zeby sie przekonaé, ze okreslenie u nie zalezy od wyboru F, wystarczy skorzystaé z definicji
jakobianu — w tym celu nalezy tylko wiedzie¢, ze parametryzacja jest dyfeomorfizmem (w tym
sensie, ze odwrotnosé jest gtadka funkcja na M). Sklejenie miar okreslonych na réznych frag-
mentach M daje zadang miare na calym M. Warto jeszcze odnotowaé, ze catkowanie wzgledem
1 sprowadza si¢ do catkowania w R™ z gestoscia Jpp.

W kontekscie catkowania po rozmaito$ciach bardzo pozyteczny jest krzywoliniowy odpo-
wiednik twierdzenia Fubiniego, jakim jest twierdzenie o catkowaniu po widknach (ang. coarea
formula).

Twierdzenie 1.10 (twierdzenie o catkowaniu po widknach). Zalézmy, ze H: U — R jest
funkcjq klasy C' na U C R", ktérej gradient nie zeruje si¢ na U. Dla funkcji catkowalnej (lub
mierzalnej nieujemnej) f: U — R wyprowadzi¢ wzér

@ anm=[ [ WH i i () .

Dowdd. Wystarczy dowies¢ tezy dla funkcji mierzalnych nieujemnych, a to z kolei wystarczy
sprawdzi¢ lokalnie. Z twierdzenia o funkcji uwiktanej wynika, ze dla dowolnego punktu w U
istnieje dyfeomorfizm ®: W — V na pewne otoczenie otwarte V' C U, dla ktorego zacho-
dzi tozsamosé H(P(t,u)) = t (te silniejsza wersje tatwo wyprowadzié z twierdzenia o funkcji
odwrotnej). Ograniczymy sie wiec do catkowania funkeji f > 0 po V.

Dla t € R oznaczmy dodatkowo funkcje ®;(u) := ®(t,u), ktora jest parametryzacja H ' (t).
Oznaczmy tez zbiory Wy := ({t} x R"™ 1) N W, czyli (plaskie) przeciwobrazy H~'(t). Stosujac
podstawienie x = ®(t,u) w calce po lewej stronie, otrzymujemy

/vf(x> dAn(z) :/ F(®(t,u) Ipa(t,u) AN, (t, u)
_//W O(t,u))Jps(t,u) dX, 1 (u) dt

- / /Wt {Z)Z(f( l;) Tpa,(w) X () dt

1
- g () At
/ / oy T O T E ] W) dE

o ile tylko zachodzi réwnos¢
Tps(t,u) = [VH(®(t, w)|™" - Tpe, (u).

Zeby si¢ o tym przekonaé, przyjmijmy baze standardowa w R" (w dziedzinie) oraz jakaé baze
ortonormalna T H ' (t) uzupemiony wektorem v, = % (w obrazie). Rézniczkujac toz-
samo$¢ H(P(t,u)) = t, wnioskujemy, ze ostatnim wierszem macierzy D® w wybranej bazie
jest (|[VH|™10,...,0). Z rozwinigcia Laplace’a wzgledem tego wiersza otrzymujemy zadang

rownosé, co konczy dowdd. O]
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1.4 Krzywizna i Theorema Egregium

Trzeba z gory uprzedzié, ze niniejszy podrozdzial jest w samym zalozeniu anachroniczny. Histo-
rycznie krzywizna Gaussa zostata wprowadzona jako wlasno$é powierzchni w R3, ale juz sam Gauss
odkryl, Ze jest ona niezmiennikiem izometrii (méwi o tym tzw. Theorema Egregium), a wiec tak
naprawde wlasnoscia powierzchni jako abstrakcyjnej rozmaitosci. W zwiazku z tym logicznym wyj-
Sciem jest definiowa¢ krzywizne rozmaitosci bez odniesienia do zanurzenia. I tak tez zrobimy, ale

pozZniej.

Niech M C R" bedzie gtadka podrozmaitoscia, a a, b, ¢, d € T, M czterema wektorami stycznymi
w p € M. Wowczas krzywizne Riemanna definiujemy wzorem

Rm,(a,b,c,d) == (Ay(a,d), A, (b, c)) — (Ap(a,c), Ay(b,d)) . (1.1)

Jest to wiec czteroliniowe przeksztatcenie Rm,: (T, M)* — R. W literaturze wzér ten nosi nazwe
rownania Gaussa [Lee97, Ch. 8, eq. (8.4)], [Pet06, Ch. 4], [GHL04, Def. 5.3] i jest wnioskiem
z wlasciwej definicji krzywizny Riemanna. W ogélnym przypadku M C N odpowiedni wzoér
uwzglednia oczywiscie krzywizne otaczajacej rozmaitosci V.
Biorac slad wzgledem pierwszej i czwartej wspotrzednej, otrzymujemy definicje krzywizny
Ricciego:
m
Ric,(a, b) := (tr14 Rmy,)(a,b) = > Rmy(e;, a,b, e;),
j=1
gdzie za e; mozna przyja¢ dowolng baze¢ ortogonalng 7,M. Jest to dwuliniowe przeksztatcenie
Ric,: (T,M)* — R, w dodatku symetryczne (zadanie 1.20).
Biorac slad raz jeszcze, dostajemy krzywizne skalarna:

m
S, = trRic, = > Rmy(ej, ex, ex, €5).

jk=1

Najbardziej klasyczna jest jednak krzywizna sekcyjna. W przestrzeni stycznej T, M wybierzmy
plaszczyzne (czyli dwuwymiarowg podprzestrzen liniowa) o C T,M. Krzywizne sekcyjng w
kierunku « definiujemy jako

sec(a) := Rm,(u,v,v,u) dla dowolnej bazy o.n. u,v € a.
Mozna tez rozwazy¢ dowolna baze u,v € «, i woéwcezas krzywizna sekcyjna wyraza sie wzorem

Rm,(u, v, v, u) .
(u,u) (v,v) — (u,v) (u,v)’

mianownik mozna interpretowac jako kwadrat normy u A v, albo jako pole réwnolegtoboku roz-
pietego na u i v. Poprawnos¢ powyzszej definicji mozna uzasadnié¢ dzieki symetriom krzywizny
Riemanna (zadanie 1.21).

sec(a) = sec(u,v) =

Krzywizna sekcyjna M w kierunku « pokrywa sie z klasyczng krzywizng Gaussa dwuwymiarowej
powierzchni
Mn(p+asT, M),

otrzymanej przez ciecie M w kierunku o. W szczegdlnosci, jesli M C R? jest powierzchniag w R3,
to sec(T, M) jest klasyczna krzywizng Gaussa.
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Cho¢ nie jest to jasne w oparciu o nasza definicje (1.1), krzywizna Riemanna jest cecha
samej rozmaitosci, a nie jej zanurzenia. Mowi o tym:

Twierdzenie 1.11 (Theorema Egregium Gaussa). Jesli f: M — N jest izometrig miedzy
dwiema gladkimi podrozmaitosciami, to zachodzi réwnosé Rm™ = f*Rm”, to znaczy zachodzi
rownosc

Ry (uy, ug, us, us) = Rmp, (D f(ur), Df(usg), Df(us), Df(us))

dla wszystkich p € M, uy,ug,uz,uy € T,M. W szczegélnosci, jesli M, N majq wymiar 2, to
krzywizna Gaussa w odpowiednich punktach jest rowna.

Najprostszy dowodd — do ktorego dojdziemy pdzniej — polega na przyjeciu wewnetrznej de-
finicji krzywizny. Tymczasem polecam przeprowadzenie samodzielnego dowodu w przypadku,
gdy M jest podrozmaitoscig ptaska, a wiec bez straty ogélnosci jest otwartym obszarem w R™
(zadanie 1.24). Zawiera on w sobie pewna zapowiedz ogélnego przypadku.

1.5 Zadania

Zadanie 1.1. Wykazaé¢ réwnowaznosé czterech definicji podrozmaitosci z Definicji 1.1, np. na
podstawie nastepujacych implikacji:

a) = b) = d) = a) = ¢) = a).

Zadanie 1.2. Niech M C RM N C RY beda podrozmaitosciami klasy C*. Wykazaé réwno-
waznos¢ nastepujacych charakteryzacji gtadkosci przeksztatcenia F': M — N:

(a) dla kazdej parametryzacji p: U — M fragmentu M, ztozenie Foyp: U — RY jest klasy C¥;

(b) dla kazdego p € M istnieje przedtuzenie F': V. — RYN klasy C* na pewne otoczenie
peV CRM,

Zadanie 1.3. Dla kazdego z ponizszych podzbioréw przestrzeni euklidesowej rozstrzygnac, czy
jest to podrozmaitoéé klasy C*:

(a) A={a® +4y° +2* =0} CR?

(b) B={a"+y'+2°=0} CR®

(c) C= {(\/m - R>2 + 22 = 7“2} C R? (dla ustalonych 0 < 7 < R)
(d) D={("+y")" —2("+y*) +1=0} CR*

() E={Q:QTQ=1} C Myun =R"

(f) Obraz F C R? funkcji f: (—o0,27) — R? zadanej wzorem

1,t dla t <0,
fi={h0
(cost,sint) dlat > 0.

10



(g) Zbior G = f(S?) C R* bedacy obrazem sfery jednostkowej przy przeksztalceniu

g: R3 - R47 g(fL’,y72) - (xyayzazxva - y2)

Uwaga. Niektore z tych zbioréw moga wygladaé¢ znajomo: C' to torus, D to okrag, E to prze-
strzefi macierzy ortogonalnych, a G to plaszczyzna rzutowa RP?.

Zadanie 1.4. Niech M C R", N' C R? beda dwiema gladkimi podrozmaitogciami. Scharak-
teryzowaé funkcje gtadkie f: M — N, postugujac sie jedynie znajomoscig funkcji gladkich
M — R oraz N — R.

Zadanie 1.5. (a) Operator liniowy D: C*°(R") — R nazwiemy rézniczkowaniem w p € R”,
jesli dla dowolnych f, g € C*°(R™) spetnia

D(f-g) = f(p)D(g) + 9(p)D(f)  (warunck Leibniza).

Sprawdzi¢, ze dla kazdego v € R"™ operator pochodnej kierunkowej f — V,f, jest réz-
niczkowaniem w p. Udowodni¢, ze kazde rézniczkowanie jest tej postaci.

(b) Niech M C R™ bedzie gtadka podrozmaitoscia. Dla p € M zdefiniujmy
T:={D: C*®(M)— R: D jest rozniczkowaniem w p},

przy czym pojecie rézniczkowania D: C*°(M) — R definiujemy analogicznie jak w R”.
Znalez¢ izomorfizm liniowy pomiedzy T i przestrzenig styczng T, M.

Zadanie 1.6. Wykaza¢, ze przestrzen rézniczkowan D: C*(R™) — R jest nieskoficzenie wy-
miarowa dla kazdego k € N.

Uwaga. Rozwiazanie mozna znalez¢ w [Tay73]. Wynik ten pokazuje, ze dla rozmaitosci klasy
C* trzeba przyjaé¢ inng definicje przestrzeni stycznej.

Zadanie 1.7 (Stwierdzenie 1.4). Wykazaé, ze jesli M C R" jest m-wymiarowa podrozmaitoscia
klasy C**1, to wigzka styczna T'M i wigzka normalna T+ M sg podrozmaitosciami R™ x R" klasy
C*, wymiaru odpowiednio 2m i n.

Zadanie 1.8. Niech X C R"™ bedzie zwartg przestrzenig metryczna, a F' C X domknietym
podzbiorem. Jesli f: X — Y jest lokalnym homemorfizmem, réznowartosciowym w obcieciu do
F, to f|g. jest homeomorfizmem dla pewnego & > 0.

Zadanie 1.9. Niech M C R? bedzie wykresem funkcji f(z) = |z[>2. Przekonaé sig, ze dla
matych € > 0 punkt (0,e) ma dokladnie dwa punkty najblizsze na M.
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Zadanie 1.10. Rozwazmy elipse
E:={(z,y): (w/a)* + (y/b)* =1} (a,b>0),
jej wnetrze E~ i zewnetrze E1. Zbadad, dla jakich ¢ > 0 gladkimi krzywymi sg zbiory

{pe B, :dist(p,E) =¢} oraz {pe E_:dist(p, E) =¢}.

Zadanie 1.11. Dla krzywej v: [a, b] — M klasy C, zdefiniowalismy jej dtugos¢ L(v) = [P 4@ dt.
Zdefiniujmy tez jej energie wzorem E(v) := [2|4(t)|?> dt. Wyprowadzi¢ nieréwnosé¢ L(v)? < (b—a)E(y)
oraz réwnowaznosé:

~ minimalizuje £ = ~ minimalizuje L oraz |§| = const,

gdzie w obu przypadkach minimalizujemy wsrod krzywych taczacych zadane dwa punkty.

Zadanie 1.12. Niech v € C’; bedzie krzywa minimalizujaca energie F(vy) z poprzedniego
zadania. Wykazaé, ze zachodzi rownanie 4 € TjM w stabym sensie, to znaczy dla dowolnej
funkcji V' € C2°((a, b),R™) zachodzi

[ G.av m) a=o

gdzie VT (t) oznacza rzut V(t) na T4 M. Wywnioskowaé, ze —5 = A, (%,%) w stabym sensie,
czyli

b b
[ am.av) a= [(A0G0.40). Vo) d daV e (). RY).

Wskazowka. Jesli rozwazymy rodzing krzywych vs(t) := m(v(t) + s - V(t)), to funkcja E(ps)
przyjmuje minimum w s = 0. W drugiej czesci przydaje sie obserwacja, ze rézniczka V7 (p) jest
samosprzezona w punktach p € M.

Zadanie 1.13. Zalozmy, ze krzywa v € C’; spelnia w stabym sensie rownanie geodezyjnej
—5 = A,(¥,%), jak w poprzednim zadaniu. Wykazaé, ze spelnia je réwniez w sensie klasycznym,
ponadto v € C*((a,b)).

Zadanie 1.14. Wykazac, ze wzor na jakobian podany w Definicji 1.8 pokrywa sie z tym opar-
tym na wyznaczniku Grama. Innymi stowy, jesli dane sg przestrzenie liniowe U, V' wyposazone
w iloczyn skalarny oraz przeksztatcenie liniowe L: U — V rzedu rank L = dim U, to po przy-
jeciu dowolnych baz ortonormalnych ¢, V dla U i obrazu L otrzymujemy réwnosé

det(LTL) = (det[L]};)*.

12
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Zadanie 1.15. Niech M C R" bedzie zwarta podrozmaitoscia, a X gltadkim polem stycznym
na M. Wykaza¢, ze dla dowolnego punktu p € M istnieje dokladnie jedna gladka krzywa
v: [0,00) — M speiajaca v(0) = p oraz 4(t) = X (v(t)) dla ¢t > 0.

Zadanie 1.16. Niech M C R"™ bedzie zwarta podrozmaitosciag. Wykazac, ze dla dowolne-
go punktu p € M i wektora stycznego v € T,M istnieje dokladnie jedna gtadka krzywa
v:[0,00) — M spelniajaca

(a) v(0) = p, ¥(0) = v;

(b) #(t) L T,yM dlat > 0;

czyli geodezyjna z p o poczatkowej predkosci v.

Wskazowka. Rozwazy¢ rozwiazanie réwnania zwyczajnego 5 = —A, (7, 7).

Zadanie 1.17. Dana jest gtadka funkcja b: U — R na obszarze U C R". Zatézmy, ze Vb nie
znika na zbiorze {rq < b < ri}, oraz ze zbior {b < r1} jest zwarty. Wykazaé, ze dla dowolnej
funkcji gtadkiej f: U — R zachodzi

Vb

a'r b:rf dr = /b:T div ( ‘Vb‘) |Vb‘_1 dz dlar € (7‘0’7“1)‘

Zadanie 1.18. Dla sfery S"~! C R" wyznaczy¢ rzut 7: R" \ {0} — S"7! i jego pochodne.
Wykazaé, ze druga forma podstawowa ma postac

A, (u,v) = (u,v) p dlap e S, u,v e T,S" .

Zadanie 1.19. Wykazaé, ze krzywizna Riemanna Rm posiada nastepujace symetrie (dla do-
wolnych wektoréw stycznych a, b, ¢, d):

(a) Rm(a,b,c,d) = —Rm(b,a,c,d)

(b) Rm(a,b,c,d) = —Rm(a,b,d, c)

(¢) Rm(a,b,c,d) = Rm(c,d,a,b)

(d) Rm(a,b,c,d) + Rm(b,c,a,d) + Rm(c,a,b,d) =0

Zadanie 1.20. Sprawdzi¢, ze krzywizna Ricciego jest symetryczng formag dwuliniowa:

Ric,(a, b) = Ric(b, a) dla a,b € T,M.

13



Zadanie 1.21. Ustalmy ptaszczyzne o C T}, M. Uzasadni¢, ze wielkos¢

Rm(u,v,v,u)

(u,uy (v,v) — (u,v) (u,v)

sec(u,v) =

nie zalezy od wyboru bazy u,v € a.

Zadanie 1.22. Dla sfery S" ! C R™ wyprowadzi¢ nastepujacy wzér na krzywizne Riemanna:
Rm,(a,b,c,d) = (a,d) (b,c) — {a,c) (b,d) dlaa,b,c,d € T,S" ",

a nastepnie wyznaczy¢ dla S*~! krzywizne Ricciego Ric,(a, b), krzywizne skalarng S, i krzywizne
sekeyjna sec, ().

Zadanie 1.23. Niech M C R" bedzie gtadky zwarta podrozmaitoscia, m: V' — M rzutem na
najblizszy punkt (okreslonym na pewnym otoczeniu M C V C R"), a f: U C R¥ — M funkcja
gtadka. Uzasadni¢, ze:

() V@) (0if(2)) = 0 f();

(b) V27 s (0if (), 05 (2)) jest rzutem ortogonalnym 0;; f(x) na T, M.

Wskazowka. Zrozniczkowaé dwukrotnie tozsamosé wo f = f.

Zadanie 1.24. (czesS¢ theorema egregium Gaussa) Zaldézmy, ze f: U — M jest izometrycz-
ng parametryzacja fragmentu pewnej gladkiej zwartej powierzchni M C R3, czyli D, f jest
wlozeniem izometrycznym dla kazdego x € U. Dla i, j, k,[ = 1,2 wyprowadzi¢ tozsamosci

O f - Okf =0,  O0yf - Ouf=—0if - Ojuf
Wywnioskowad, ze krzywizna Gaussa K, jest zerowa dla wszystkich p € M.

Uwaga. Wynika stad w szczegdlnosci, ze nie istnieja izometryczne odwzorowania kartograficzne

Ziemi.
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Rozdziat 2

Rozmaitosci Riemannowskie:
minimalistyczne wprowadzenie

2.1 Rozmaitosci gtadkie

Bardzo przyjazne wprowadzenie do tematu rozmaitosci gtadkich mozna znalezé¢ np. w ksigzce
Lee [Leel3]. Definicja ponizej jest nieznacznie mniej standardowa, mozna ja znalezé w ksiazce
Sternberga [Ste64]. Zaczniemy od definicji rozmaitosci topologiczne;.

Definicja 2.1. Przestrzen topologiczng M nazwiemy n-wymiarowa rozmaitoscig topologiczna,
jesli spetnia warunek Hausdorffa, posiada przeliczalng baze oraz jest lokalnie homeomorficzna z
R™. Ostatni warunek oznacza, ze kazdy punkt p € M posiada otwarte otoczenie homeomorficzne
z pewnym otwartym podzbiorem R™.

Tak wigc rozmaitos$¢ topologiczna to zbior z dodatkowa struktura, konkretnie topologia, kto-
ra lokalnie wyglada jak przestrzen euklidesowa (pozostate dwa warunki maja charakter bardziej
techniczny). Homeomorfizmy miedzy podzbiorami M a podzbiorami R™ nazywamy mapami.
Przeniesiemy te definicje na grunt rozmaitosci gtadkich. W tym przypadku nie jest jasne, jaka
struktura na M ma odpowiada¢ za gtadkosé¢ — przyjmiemy, ze ta struktura jest informacja,
ktore funkcje f: M — R sa gladkie, a ktére nie.

Definicja 2.2. Rozmaitosécia gtadka M nazwiemy rozmaito$¢ topologiczna wyposazona do-
datkowo w kolekcje funkcji C*°(U) (funkcji gltadkich na U) dla kazdego podzbioru otwartego
U C M, spethiajaca nastepujace warunki:

(a) Jesli f jest gtadka na U oraz V' C U, to f|y jest gtadka na V.

(b) Jesli f jest okreslona na U = |, U, i gtadka w obcieciu do kazdego z U,, to jest gtadka
na U.

(c) Kolekcja C*(U,R) jest lokalnie euklidesowa.

Ostatni warunek oznacza, ze dla kazdego punktu p € M istnieje cigglta mapa h: U — V C R”
(na pewnym otoczeniu p) o tej wlasnosci, ze f jest gladka na U wtedy i tylko wtedy, gdy foh™?
jest gtadka (w standardowym sensie) na V.
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Analogiczna definicjg mozna sformutowaé dla rozmaitosci klasy C* lub analitycznej — wow-
czas zmienia sie jedynie regularno$é¢ rozwazanych funkcji na M. Mape h jak w warunku 3
nazywamy gtadka mapa (albo po prostu mapa).

Pierwsze dwa warunki sg dosy¢ intuicyjnymi aksjomatami — méwia, ze funkcje gtadkie moz-
na obcinac i skleja¢, a ich gtadkos¢ na tym nie cierpi. Trzeci warunek to kompatybilnos¢ o
odpowiednig struktura na R”, podobnie jak warunek lokalnej homeomorficznosci w definicji
rozmaitodci topologicznej. Najczesciej spotykana definicja rozmaitosci gtadkiej w centrum uwa-
gi stawia same gladkie mapy — za chwile sie przekonamy, ze to na jedno wychodzi.

Definicja 2.3. Funkcje F': M — N miedzy dwiema rozmaitosciami gtadkimi nazywamy gtad-
ka, gdy gtadka jest funkcja f o F': M — R dla kazdej gtadkiej f: N — R.

SprawdziliSmy juz, ze taka definicja jest kompatybilna ze zwyczajng definicjg dla podrozma-
itosci M C R" (zadanie 1.4). W mys$l tej definicji kazda z gtadkich map faktycznie jest gladka,
ztozenie dwoch przeksztalcen gltadkich jest gladkie, a ponadto gtadkos¢ mozna weryfikowaé
poprzez mapy (zadanie 2.1).

Nastepnym krokiem jest zdefiniowanie przestrzeni stycznej bez odwolywania sie do zanurze-
nia w R”. Podamy dwie rownowazne definicje — nazwy algebraiczna i geometryczna sa przyjete
ad hoc, bo i tak w zadaniu 2.2 pokazemy, ze obie definiuja przestrzen liniowg wymiaru n i ta-
two wskaza¢ miedzy nimi izomorfizm. Odtad bedziemy wiec oznaczaé przestrzen styczna przez
T,M.

Definicja 2.4. Niech p € M bedzie punktem na n-wymiarowej rozmaitosci gtadkiej.

(a) Algebraiczna przestrzen styczna to zbiér wszystkich przeksztaltcen liniowych D: C*°(M) — R
speiajacych warunek Leibniza: D(f-g) = g(p)D(f)+f(p)D(g) dla wszystkich f, g € C*>°(M)
(tzw. rézniczkowan);

(b) Geometryczna przestrzeri styczna to zbior klas réwnowaznosci gtadkich krzywych y: (—¢,e) — M
spelniajacych v(0) = p. Przyjmujemy przy tym, ze vy, ~ 72, gdy dla kazdej gtadkiej funkcji
f: M — R zachodzi 0;(f o 71)(0) = 0¢(f o 72)(0).

W definicji algebraicznej w miejsce C*°(M) mozna przyjaé¢ C*°(U) dla dowolnego otoczenia
U punktu p, albo tez przestrzen C;° kietkow funkcji gtadkich w p — jest to przestrzen ilora-
zowa par (f,U) (gdzie p € U, f € C*(U)) z relacja rownowaznoscia (f,U) ~ (g,V) zadana
przez warunek fluny = glunv. Ze wzgledu na istnienie funkcji wycinajacych daje to ten sam
wynik. Natomiast w definicji geometrycznej zamiast testowaé wszystkimi funkcjami gtadkimi
f, rbwnowaznie wystarczy testowaé jedng mapa.

Wypada odnotowad, ze algebraiczna definicja przestrzeni stycznej zawodzi catkowicie w przypadku
rozmaitosci klasy C* z k < oo (zob. zadanie 1.6). Jest za to pozyteczna w przypadku rozmaitoéci
algebraicznych.

Dla przeksztalcenia gladkiego F': M — N mozemy zdefiniowaé¢ jego pochodna (inaczej
rozniczke) jako przeksztatcenie liniowe DF(p): T,M — Tp@pyN. W zwigzku z powyzszym mamy
dwa réwnowazne warianty definicji, cho¢ oczywiscie izomorfizm z zadania 2.2 zapewnia ich
rownowaznosc:

Definicja 2.5. Niech F': M — N bedzie gtadka oraz p € M. Pochodna F' w p definiujemy
jako przeksztatcenie liniowe DF),: T,M — Tp, N dane wzorem:
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(a) (DEw)(f) :==v(f o F) dla rézniczkowania v € T,M i funkeji f € C®(N);
(b) DF,[v] := [F o~] dla klasy krzywej [y] € T,,M.

Jako oznaczenie pochodnej DF' spotyka sie rowniez Fl.

Tak jak w przypadku podrozmaitosci w R”, mozna zdefiniowa¢ wiazke styczng T'M jako
zbior wszystkich par (p, V'), gdzie p € M i1V € T,M, i na tej zbiorze okresli¢ strukture gtadka.
Polem stycznym nazwiemy gladka funkcje V': M — T'M spetniajaca V(p) € T,M (czyli cigcie
wigzki T M), a wiec w kazdym punkcie wybierajaca pewien wektor styczny. Zbiér wszystkich pél
stycznych oznaczymy przez I'(T'M), i podobnego oznaczenia uzyjemy po6zniej dla cigé innych
wigzek.

Poniewaz stowo wigzka bedzie sie pojawiaé czesto, wypada przytoczy¢ definicje (i w zadaniu
2.3 sprawdzi¢, ze dotychczas poznane wiazki ja spelniaja):

Definicja 2.6. Przez k-wymiarowa wigzke wektorowa nazywamy pare rozmaitosci gladkich
E, M wraz z gtadkim surjektywnym przeksztatceniem 7: £ — M oraz struktura k-wymiarowej
przestrzeni wektorowej na kazdym witoknie 7—!(p). Wymagamy przy tym nastepujacego wa-
runku lokalnej trywialnosci: kazdy punkt p € M posiada trywializacje ¢: n=4(U) — U x R¥
(dyfeomorfizm na przeciwobrazie pewnego otoczenia U C M), dla ktérej diagram

1 (U) ¢ U x R¥

komutuje, a ponadto ¢ jest izomorfizmem liniowym 71(¢) — {q} x R* w obcigciu do kazdego
wtokna.

Powyzsza definicje mozna przeformutowaé nastepujaco, bardziej w duchu poprzednich definicji.
W kategorii przeksztalcen m: E — M (ze struktura liniowa na wldknach) definiujemy morfizmy
poprzez przemienno$¢ diagramu wyzej i wymaganiu liniowoéci na widknach. Obiekt w tej katego-
rii nazwiemy k-wymiarowa wiazka wektorowa, jesli jest lokalnie izomorficzny z wiazka trywialng
U x R¥ 25 U: izomorfizm w tej kategorii to wlasnie trywializacja zdefiniowana wyzej.

2.2 Metryka Riemanna

Bardzo godnymi polecenia zrodtem sa ksiazki Lee [Lee97] oraz Petersena [Pet06] — obie dobrze
nadajg sie do samodzielnej lektury. Zaczniemy od definicji:

Definicja 2.7. Metryka Riemanna na rozmaitoéci gtadkiej M nazywamy gtadki wybor iloczynu
skalarnego g, : T, M xT,M — R na kazdej przestrzeni stycznej. Gladkos¢ oznacza tu, ze funkcja
p— gp(X(p),Y(p)) jest gladka dla dowolnych gladkich pél stycznych X,Y na M. Pare (M, g)

nazywamy wtedy rozmaitoscig Riemannowskq.

Odtad bedziemy pisa¢ ¢g(X,Y) z pominieciem punktu p. Gdy metryka ¢ jest ustalona,
bedziemy pisa¢ nawet (X,Y).
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Te samg definicje mozemy sformulowaé bardziej abstrakcyjnie, definiujac wiazke tensorowa
T*M & T*M, ktorej widknami sa (po odpowiednim utozsamieniu) przestrzenie form dwuliniowych
na przestrzeniach stycznych. Wtedy ¢ jest po prostu gtadkim cieciem tej wiazki, przy czym wyma-
gamy dodatkowo symetrii i dodatniej okreslonosci w kazdym punkcie. Z tej perspektywy bedziemy
zreszta korzystaé pozniej.

Jesli na V. C M mamy dane pola ey, ..., e, tworzace w kazdym punkcie baze przestrzeni
stycznej, to gtadkos$é g wystarczy sprawdzac na parach g(e;, e;) (zadanie 2.4). W szczegdlnosci,
gdy p: U C R" — V jest parametryzacja, gtadko$¢ g sprowadza sie do gtadkosci funkcji
gi; = g(Dg(e;), Do(ej)). Mozna patrze¢ na (g;;) jako na gladka funkcje (gi;): U — Sym,,
(o wartosciach w dodatnio okreslonych macierzach symetrycznych n x n).

Odnotujmy tez, ze metryke mozna przeciggad, to znaczy metryka g na N wraz z immersja
F: M — N pozwalaja zdefiniowa¢ metryke F*g na M:

(F"9)(X,Y) := g(DF(X), DF(Y)).

Gdy na M jest juz jakas metryka i akurat zgadza sie z F*g (co oznacza, ze DF,: T,M — Tpq, N
jest zawsze izometrig liniowa), to F' nazywamy izometria. Inaczej, izometriag nazwiemy dyfe-
omorfizm F': (M, gy) — (N, gn) spetniajace F*gy = gp. Podobnie definiujemy izometryczna
immersje i izometryczne zanurzenie. Izometryczng submersje definiujemy, wymagajac by DFE,
bylo izometria w obcigciu do (ker DF)* — T'N (lub réwnowaznie, by (DF,)* bylo izometrycz-
nym wiozeniem).

Przyklad 2.8. Przeksztalcenie v: R — R” jest izometryczng immersja doktadnie wtedy, gdy
ma stala predkosé, czyli || = const.

2.3 Przyklady

Zacznijmy od najprostszych konstrukcji.

Przyklad 2.9. Rozmaitosciami Riemannowskimi sa:

a) przestrzen euklidesowa (R", g.) ze standardowym iloczynem skalarnym g. (utozsamienie
g y y ym g
T,R™ = R™ pozwala przenie$¢ ten iloczyn na przestrzenie styczne);

(b) przestrzen euklidesowa R™ z dowolnym iloczynem skalarnym (daje to rozmaito$é¢ izome-
tryczng z (R", ge));

(c¢) podrozmaitosé M C R™ z metryka dziedziczona z (R", g.) (tzn. otrzymana przez obciecie
z TR™ do TM);

+
nxn

(d) zbiér otwarty U C R™ z metryka zadang przez funkcje gtadks (g;;): U — Sym
(e) produkt rozmaitosci Riemannowskich (M x N, gy + gn), gdzie metryka gy + gy s na pro-
dukcie dana jest wzorem ((uy, v1), (U2, V2)) 1y v = (U1, U2) 3,4+ (v1, V2) 5 (Przy utozsamieniu

Tipq)(M x N) = T,M @ T;N).
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Przyktad 2.10 (sfera). Kanoniczna metryke Riemanna na sferze S"(r) o promieniu r definiu-
jemy poprzez zanurzenie
S*(r) ={x e R"": 2| =7}

i metryke dziedziczong z R™*!. Odnotujmy, ze dla dowolnych dwéch punktéw p, g € S™ istnieje
izometria F': S" — S" posytajaca p na ¢, ponadto mozemy zazadac, by DF), posylalo wybrany
wektor styczny na wybrany wektor styczny (tej samej dlugosci). Izometrie taka uzyskujemy,
obcinajac odpowiednig izometrie liniowg R" ™! — R (z zadania ?? mozna wywnioskowaé, ze
innych izometrii nie ma).

Przyklad 2.11 (przestrzen hiperboliczna). W przestrzeni R"™! rozwazmy podrozmaitosé
H"(r) = {(w0,2') € R™™ 1 22 — |2/ =12, 29 > r}.

Metryka Minkowskiego, czyli forma dwuliniowa m(z,y) = —zoyo+(z’, y'), w obcieciu do TH"(r)
okazuje sie by¢ dodatnio okreslona, wiec zadaje metryke Riemanna na H"(r).

Przyklad 2.12 (przestrzen hiperboliczna raz jeszcze — model Poincarégo). Rozwazmy pot-
ptaszczyzne H = {x € R" : x, > 0} z metryka g(z) = ;—;ge. Da sie podaé explicite izo-
metrie miedzy rozmaitosciami (H,g) i H"(r) (zadanie 2.8). W modelu Poincarégo tatwiej sig
przekonaé, ze jest to rozmaito$é jednorodna. W przypadku n = 2 po utozsamieniu R? = C
izometriami sa wszystkie homografie h(z) = %ﬁl zadane przez macierze SL(2,R). Dodajmy
jeszcze, ze rozmaitosé (H,g) pojawia sie w naturalnie w kontekscie geometrii przestrzeni kul
B,(z) C R"! (wiecej mozna przeczyta¢ w moim artykule Hiperboliczna geometria przestrzeni

kot, Delta 7/2024).

Naturalna rodzing przyktadéw sa powierzchnie obrotowe w R3. Otrzymujemy je, wybierajac
krzywa v w R? i obracajac ja wokét jednej z osi. Ponizszy przyklad jest wyzej wymiarowym
odpowiednikiem powierzchni obrotowe;j.

Przyktad 2.13 (powierzchnia obrotowa). Niech v = (z,7): (0,T) — R? bedzie gladka para-
metryzacjg krzywej, przy czym & > 0 oraz r > 0 dla wszystkich t. Okreslmy przeksztatcenie

p:(0,T) xS 1 = R™ . o(t,y) = (x(t), 7(t)y).
Wowezas obrazem ¢ jest n-wymiarowa podrozmaito$é M C R™™ ktorej metryka po przecig-
gnieciu ma postac
¢ gu = (&% +7%)gr + 17 ggn-1.
W szczegdlnosdci, gdy v ma predkoéé jednostkows, otrzymujemy ©*gy = gr + r2gsn—1.

Gdy mamy do czynienia z zamknieta powierzchnig obrotowa (to znaczy r(t) 120, 0), ostatni
ze wzorow daje wewnetrzng interpretacje opisanej konstrukeji: punkty w odlegtosci ¢ od punktu
0 € M tworza sfere o promieniu r(t) (promien ma sens wewnetrzny, gdyz da sie go odczytaé
z miary tej sfery). Ta interpretacja jest podstawa ogdlniejszej konstrukeji produktu skreconego

(polecam popularne omoéwienie w moim artykule Do powierzchni obrotowych i jeszcze dalej,
Delta 2/2025).

Przyktad 2.14 (produkt skrecony). Niech h: (0,7) — (0, 00) bedzie gtadka funkcja. Na roz-
maitosci M = (0,T) x S przyjmijmy metryke

g = gr + h’gsn.

Cdy h jest gladka w otoczeniu 0, h(0) = 0, 2(0) = 1 oraz h®¥)(0) = 0 (dla k € N), to metryke
te mozemy przedtuzy¢ do metryki na [0,1) x S*7!/{0} x S"7!, czyli na kuli.
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2.4 Zadania

Zadanie 2.1. Niech M, N, K beda trzema rozmaito$ciami gtadkimi; na podzbiorach R"™ przyj-

mujemy standardowa strukture gtadka. Sprawdzi¢ podstawowe wtasnosci przeksztatcen gtad-
kich (wg Definicji 2.3):

(a) Funkcja f: U — R (na otwartym podzbiorze U C M) jest przeksztalceniem gladkim
wtedy i tylko wtedy, f € C(U).

(b) Jedli h: U — V jest gladka mapa (w sensie Definicji 2.2) na otwartym podzbiorze U C M,
to h oraz h™! sg gladkie.

(c) Zlozenie dwéch gladkich przeksztatcen F': M — N, G: N — K jest gtadkie.
(d) Kazde gladkie przeksztatcenie F': M — N jest ciagte.

(e) Jesli g: Uy — Vi, h: Uy — Vy sa gladkimi mapami na podzbiorach M i N, to
funkcja F': Uy — U Jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej funkcja
F: Vi — Vy (dana przez F = ho F o g7 ') jest gtadka w standardowym sensie.

Zadanie 2.2. Wykaza¢ rownowazno$c¢ algebraicznej i geometrycznej definicji przestrzeni stycz-
nej (Definicja 2.4). Mianowicie pokazaé, ze jesli v: (—¢,¢) — M jest gladka krzywa spetniajaca
v(0) = p, to przeksztalcenie

D,: C(M) =R, Dy(f) = (f o7)(0)

jest rézniczkowaniem, a ponadto D, = D,, wtedy i tylko wtedy, gdy 71 ~ 72.

Zadanie 2.3. Sprawdzié¢, ze wigzka styczna TM oraz wigzka normalna T+ M podrozmaitosci
gtadkiej M C R" sa wigzkami wektorowymi w sensie Definicji 2.6.

Zadanie 2.4. Wykazac, ze jesli ey, ..., e, jest gtadka baza przestrzeni stycznej oraz funkcje
g(e;, e;) sa gladkie, to funkcja g(X,Y") jest gladka dla dowolnej pary pdl stycznych X, Y (por.
Definicja 2.7).

Zadanie 2.5. Uzasadnic, ze jesli produkt skrecony z metryka g := gr + h2ggn—1 pochodzi od
konstrukcji powierzchni obrotowej, to |h| < 1. Skonstruowaé¢ papierowe modele dla metryki
odpowiadajacej funkcji h(t) = at, w zaleznosci od parametru a > 0.

Zadanie 2.6. W zaleznosci od k € R rozwigzaé¢ réwnanie zwyczajne
Z(t)+k-x(t) =0,
z(0) =0,
%(0) = 0.

Rozwigzanie to oznaczamy przez sny(t). Przekonad sig, ze metryke produktu skreconego gr+snz(t)gsn—1
mozna przedtuzyé do metryki na sferze (gdy k& > 0) lub na przestrzeni R" (gdy k < 0).

Uwaga. Otrzymang tu rozmaito$¢ (M, gg + sni(t)gse—1) bedziemy nazywaé przestrzenigq mode-
lowg o krzywiznie k i oznaczaé przez Si.
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Zadanie 2.7. Przekona¢ sig, ze przestrzenie modelowe S}’ odpowiadaja znanym nam rozma-
itosciom: sferze, przestrzeni euklidesowej i przestrzeni hiperbolicznej. Wykazaé¢ mianowicie, ze
nastepujace przeksztalcenia sg izometriami:

(a) F': SY)2 — S™(r), F(t,y) = r(cos(t),sin(t) - y);
(b) F: Sy — R" F(t,y) = ty;

(c) F: 8" ). — H"(r), F(t,y) = r(cosh(?),sinh(?) - y).

Zadanie 2.8 (model Poincarégo). Rozwazmy poélprzestrzen M = {x € R" : z,, > 0} z metryka
g = -5 ge. Znalez¢ izometri¢ miedzy (M, g) a przestrzenig hiperboliczng H™(1).

Wskazowka. Izometrie takg mozna uzyskaé¢ poprzez zlozenie dwoch izometrii skonstruowanych
w [Lee97, Prop. 3.5]
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Rozdziat 3

Twierdzenia o zanurzeniu

3.1 Szkic problematyki

Kazda podrozmaitos¢ w R™ jest przyktadem rozmaitosci abstrakcyjnej, a jesli wyposazyé¢ ja
w metryke dziedziczona z R", to réwniez przykladem rozmaitosci Riemanna. W przeciwna
strone, abstrakcyjne rozmaitosci mozna réznie realizowac jako podrozmaitosci R™.

Definicja 3.1. Powiemy, ze gtadkie przeksztatcenie miedzy dwiema rozmaitosciami

(a) F: M — N jest immersja, jesli pochodna DF,: T,M — T,N jest wlozeniem liniowym
dla kazdego p € M (czyli ma rzad réwny wymiarowi M );

(b) F': M — N jest zanurzeniem, jesli jest immersja oraz homeomorfizmem na swéj obraz;
(c) F: (M,gp) — (N,gn) jest zanurzeniem izometrycznym, jesli jest zanurzeniem oraz

DF,: T,M — T,N jest izometrig liniowa dla kazdego p € M (czyli F' jest homeomorfi-
zmem na obraz oraz F*gn = ga).

Od teraz niech M bedzie zwarta n-wymiarowa rozmaito$cia Riemannowska (bez brzegu).
Odpowiemy na nastepujace pytania:

o Czy istnieje immersja M — R%?
e (Czy istnieje zanurzenie M — R%?

e Czy istnieje zanurzenie izometryczne M — R??

Na kazde z nich odpowiedz jest twierdzaca; w pierwszych dwoch przypadkach méwi o tym twier-
dzenie Whitneya (Twierdzenie 3.3, [Bre93, Th. 10.7], [Leel3, Ch. 6]), a w trzecim przypadku
twierdzenie Nasha:

Twierdzenie 3.2 (Nasha o zanurzeniu izometrycznym). Dla kaZdej zwartej n-wymiarowej roz-
maitosci Riemanna (M, g) istnieje zanurzenie izometryczne w przestrzen euklidesowq (R%, g,)
dla odpowiednio duzego d € N.
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Utatwimy sobie prace, zakladajac zwartosé M (jak wyzej), podczas gdy twierdzenia te
pozostaja prawdziwe dla rozmaito$ci zupelnych. Nie bedziemy tez dbali o to, jak duzy jest
uzyskany wymiar d, a nawet, czy da sie go dobra¢ w sposéb zalezny jedynie od n.

Istnieje immersja M — R**~! (gdy n > 1) oraz zanurzenie M — R?*". Oba te wyniki sa opty-
malne, jak mozna sie przekonaé¢ na przykladzie butelki Kleina czy plaszczyzny rzutowej, ktére
maja immersje w R3 i zanurzenie w R?, ale nie nizej. Zanurzenie izometryczne jest mozliwe dla
d =max(n(n+5)/2,n(n+ 3)/2+5) i nie jest w ogdlnosci mozliwe dla d < n(n 4 1)/2, ale miedzy
znanymi wynikami pozytywnymi i negatywnymi jest luka.

Gdyby zadaé jedynie zanurzenia izometrycznego klasy C* (zamiast C™), to dzieje sie rzecz dziw-

na. Twierdzenie NashaKuipera (Twiedzenie 3.17) méwi, ze kazde zanurzenie M — R? skracajace
odleglosci daje sie zaburzyé (w normie L>°) do zanurzenia izometrycznego, o ile d > n + 1.

Dzigki takiemu podejsciu dowdd bedzie mogt sie skupi¢ na istocie problemu zanurzenia
izometrycznego. Przedstawiony dowod w gtownej czesci bedzie sie opierat gtdwnie na notatkach
Terence’a Tao [Taol6], ktére sa napisane wlasnie w takim duchu. Pozyteczne szczegdly mozna
znalez¢ w artykule Yanga [Yan98]. Strategia konstrukeji zanurzenia izometrycznego F': M — R4
odpowiada nazwom nastepnych sekcji, a wiec opiera sie na nastepujacych krokach:

1) Znajdujemy zanurzenie F': M — R (jest to twierdzenie Whitneya o zanurzeniu).
2) Sprowadzamy problem do przypadku torusa M = T" = (R/Z)" = (S')" z dowolng
metryka.

3) Znajdujemy zanurzenie F': T™ — R? prawie izometryczne, przez co redukujemy zagadnie-
nie do problemu lokalnego: majac dana mata (w sensie C°°) forme h, znalez¢ zaburzenie
F spetiajace F*g. = h + F*g..

4) Rozwiazujemy problem lokalny, sprowadzajac go do rozwiazania pewnego réwnania elip-
tycznego (trik Gunthera).

5) Na koniec pochylimy sie nad dowodem odpowiedniego twierdzenia o regularnosci dla
rownan eliptycznych.

3.2 Twierdzenie Whitneya o zanurzeniu

Twierdzenie 3.3 (Whitneya o zanurzeniu). Dla kazdej n-wymiarowej zwartej rozmaitosci M
istnieje zanurzenie gtadkie M — R? dla pewnego d € N.

Oczywiste jest, ze kazda rozmaitos¢ da si¢ zanurzy¢ kawatkami w R"™ — taka mozliwosé
daja po prostu mapy na rozmaitosci. Potrzebujemy jednak jednego przeksztalcenia. W tym
kontekscie pozyteczna jest konstrukcja parowania: dwie funkcje uy: M — R%, uy: M — R%
mozna polaczyé w jedna (uy,up): M — ROT% ktéra dziedziczy dobre whasnoéci obu g, uy.
Strategii wielokrotnego parowania uzyjemy ponizej (szczegdty podane za [Bre93, Th. 10.7]), jak
i w dalszych krokach dowodu.
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Dowadd. Dla kazdego punktu p € M istnieje otoczenie U i mapa h: U — R". Wybierzmy
mniejsze otoczenie V zawarte w U wraz z domknieciem, oraz funkcje wycinajaca:

AeC®(M), A=1naV, X=0pozal.

Konstruujemy ja, wykorzystujac mape h do otrzymania funkcji A € C°(U), ktéra nastep-
nie przedhuzamy zerem poza U. Funkcja f := X - h réwniez przedtuza sie do gltadkiej funkcji
f: M — R"

Dzieki zwartosci mozemy pokryé M skonczona liczba takich otoczen Vi, ..., Vy (wraz z ma-
pami h;: U; — R" oraz funkcjami \;, f; = A\;h;). Rozwazmy przeksztalcenie:

F: M — R xRF, F(x) = (fi(z),..., ful@), \(2),..., \(2)).

Odnotujmy, ze roézniczka DF' jest parowaniem odpowiednich rézniczek, z czego wynika, ze F'
jest immersja. Istotnie, jesli wybierzemy jakis punkt p € M, to lezy on w pewnym ze zbioréw
V;. Na tym zbiorze zachodzi f; = h;, a wiec juz ta sktadowa daje pelny rzad rézniczki.

Przeksztatcenie F' jest tez roznowartosciowe. Faktycznie, zat6zmy, ze F'(p) = F'(q). Ponownie
dobierzmy i tak, by p € Vi, a wtedy A\;(q) = \i(p) = 1. To oznacza, ze ¢ réwniez lezy w U;, a
ponadto

hz(Q) = fi(Q) = fi(p) = hi(p)'

7, roznowarto$ciowosci h; w U wynika réwno$é p = g. W ten sposob wykazalismy, ze F' jest
ciagta bijekcja z przestrzeni zwartej M, wiec w konsekwencji jest homeomorfizmem na swdj
obraz. To konczy dowdd. [

3.3 Redukcja do przypadku torusa

Stwierdzenie 3.4. Dowolna zwarta rozmaitosé Riemanna (M, gyr) posiada zanurzenie izome-
tryczne w torus (T%, gr), jesli odpowiednio dobierze sie wymiar d oraz metryke gr.

Stwierdzenie to sprowadza caty problem do do przypadku torusa, gdyz dowolne zanurzenie
izometryczne (T¢, gr) bedzie pociagato za soba réwniez zanurzenie izometryczne (M, gas).

Dowéd. Twierdzenie Whitneya daje nam zanurzenie F: M — RY. Uzywajac odpowiedniego
przesuniecia i skalowania, mozemy przyjaé, ze obraz (M) lezy w kostce otwartej (0, 1)¢. Prze-
chodzac do ilorazu T? := R?/Z% otrzymujemy zanurzenie F': M — T W miejsce metryki
euklidesowej na T¢ skonstruujemy teraz taks metryke g7, by F' bylo zanurzeniem izometrycz-
nym (M, g) — (T gr).

Dla uproszczenia oznaczen przyjmijmy utozsamienie M = F(M). Na produkcie M x R?
przyjmijmy metryke produktowa gn; X g., w ten sposob otrzymujac tez metryke gr1,, na wiaz-
ce normalnej T+-M C M x R?. Rozwazmy na tyle maly wartoéé € > 0, by otoczenie tubularne
M. nadal bylo zawarte w (0,1)¢, a jednoczesnie spetniato warunek z Twierdzenia 1.5. Wéw-
czas mamy dyfeomorfizm ®: M, — U, na otwarty podzbiér U, C T+ M. Przez przeciggniecie
O* g1y otrzymujemy metryke na M., dla ktérej wlozenie (M, g) C (M., ®*griyr) jest izome-
tryczne. Pozostaje przedtuzyé¢ te metryke na caty torus.
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W tym celu dobierzmy funkcje wycinajaca 1o € C2°(R?) spelniajaca no(y) = 1 dla |y| < 3¢
ino(y) =0 dla |y| > 2e. Wowezas n(x) := no(P¥(x)) daje funkcje wycinajaca na R? i mozemy
zdefiniowaé

gr(x) = n(x)®"groa + (1 — n(z))ge.

Metryka ta jest dobrze okre$lona, gdyz czton zdefiniowany jedynie na M, zostaje przedtuzony
zerem, a ponadto spetnia:

agr = 9grim na Ma/37
gr = g. poza M.,
gr(z) € Symj, 4 dla x € R%.

dzieki czemu wlozenie (M, g) — (RY, gr) jest izometryczne. Poniewaz zaburzyliémy metryke
euklidesows jedynie na zwartym podzbiorze (0, 1)¢, okredliliémy w ten sposéb metryke réwniez
na torusie T O

3.4 Redukcja do problemu lokalnego

Dzieki Stwierdzeniu 3.4 do rozwazenia mamy jedynie przypadek zanurzenie torusa (T",g)
w pewng przestrzen euklidesowa (RY, g.). Ponownie uzyteczna bedzie konstrukcja parowania
(u1,us) dwoch przeksztatcen. Zwroémy uwage, jak metryka zachowuje sie przy parowaniu:

(uh u2)*ge - U'){.ge + U;Qe- (31)

Istotnie, D(uy,us) = (Duy, Dusy), wigc iloczyn skalarny na R% %92 dziata osobno na obie skta-
dowe. Konsekwencja (3.1) jest, ze modyfikacja zanurzenia F' w kierunku ,powiekszenia” F*g,
jest tatwiejsza niz modyfikacja w przeciwng strone. Z tego powodu bedziemy pracowaé z zanu-
rzeniami krotkimai:

Definicja 3.5. Przeksztalcenie F': T" — R? jest krétkie, jedli zachodzi nieréwnoéé F*g, < g
na T". Innymi stowy, jesli |DF, - v|,, < |v|, dla wszystkich z € R 10 # v € T, M.

Na potrzeby rozwazan w przypadku lokalnym (w nastepnej sekcji) bedzie uzyteczne, by
otrzymane zanurzenie byto wolne w sensie ponizszej definicji.

Definicja 3.6. Przeksztalcenie F': T — R? jest wolne, jesli pochodne czastkowe 0;F (dla
i =1,...,n) oraz 0;;F (dla 1 < i < j < n) stanowily liniowo niezalezny uktad n + n(nt1)

)
wektoréow w R? dla kazdego punktu o € T™.

Warto odnotowaé, ze jesli przeksztatcenie F': T" — R jest wolne, to d > n+ ”(”2“) = n(n;?’),

co czesciowo wyjasnia, skad pochodza ograniczenia na wymiar w najlepszych znanych warian-
tach twierdzenia Nasha. Zauwazmy tez, ze warunek liniowej niezalezno$ci mozna sformutowaé
nastepujaco: jesli zeruje si¢ pewna kombinacja liniowa »; a;0;F' + 32, bi;0i F' z symetrycznymi
wspotezynnikami b;; (tj. b;; = bji), to jest to kombinacja trywialna.

Lemat 3.7. Dla dowolnej metryki g na torusie T™ dla pewnego d istnieje krotkie wolne zanu-
rzenie (T", g) — (R%, g.).
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Dowdd. Jak si¢ okaze, spelnimy teze dla d = n(2n + 3). Zacznijmy od zanurzenia F: T" — R?*"?
otrzymanego przez utozsamienie S' z podzbiorem R?. Nastepnie ztézmy je z zanurzeniem Ve-
ronese (dla m = 2n)

(mt1)
V:R™ - R (1, ) = ((76)1<icm, (TiT5)1<i<j<m)-

Jest jasne, ze V jest wolne. Z tego oraz immersyjnosci F' mozna wywnioskowaé, ze ztozenie
G =V o F tez jest wolne. Dowéd sprowadza sie do algebry liniowej (oraz wzoru na pochodna
ztozenia oraz). Obliczamy:

G =Y OV -9, F",
k

0;G =D OV - 05 F* + > 0yV - 0,F"0; F".
k k¢

Jesli pewna kombinacja liniowa ze wspétezynnikami a; oraz b;; (z warunkiem symetrii b;; = b;;)
jest zerowa, to mamy
i irj

=SV (D adFt + 3 b0, ) + Y 0uv - (Z bij@FkajFZ).
k % i, k,l

i?j

Q= Bre:=

Otrzymalismy zerowa kombinacje liniowa 0V oraz 0V ze wspotczynnikami oy, By (z symetria
Bre = Pu). Z wolnoséci V' wynika teraz, ze wszystkie te wspOlczynniki sg zerowe. Z warunku
bre dla ustalonego k odezytujemy, ze wektor o wspotrzednych X7 = 3, b,;0; F* jest prostopa-
dly do wektoréw VE1! ... VF™. Skoro jednak rézniczka F' jest pelnego rzedu, to gradienty te
rozpinaja przestrzen R", a wiec X jest wektorem zerowym. To oznacza réwnosé 32, by;0;FF = 0
(dla wszystkich j, k), z ktérej ponownie mozemy wywnioskowaé b;; = 0 dla wszystkich i. Mo-
zemy teraz wroci¢ do rownosci oy, = 0 — skoro wspoétezynniki b;; s zerowe, to wspotezynniki a;
rowniez muszg by¢. To konczy dowdd wolnoéci G =V o F.

Otrzymane wolne przeksztatcenie G jest oczywiscie nadal zanurzeniem. Zeby byto krétkie,
wystarczy je odpowiednio przeskalowa¢ — rozwazmy

H.:T" —R% H.(z):=eG(x).

Oczywiscie H, jest wolnym zanurzeniem niezaleznie od € > 0, a dla odpowiednio matej wartosci
otrzymujemy H*g. < g na T". Zeby si¢ o tym przekonaé, odnotujmy, ze funkcja f(z,v) := |DG,v|
jest dodatnia na T'T" poza przypadkiem v = 0, wiec na zwartym zbiorze

G*ge — 1}

przyjmuje swoje minimum — wystarczy wzia¢ € > 0 mniejsze od tego minimum. 0

{(x,v) eTT": |v

W dalszej czesci tej sekcji uzyskamy rozwiazanie przyblizone (czyli spelniajace F*g. =~ g)
poprzez parowanie powyzszego krotkiego wolnego zanurzenia. Uzyskane w ten sposob prze-
ksztalcenie na pewno bedzie wiec zanurzeniem (nawet wolnym).

Stwierdzenie 3.8 (rozwiazanie przyblizone). Dana jest jest metryka g na torusie T"™. Wowczas
istnieje gtadka funkcja h: T™ — Sym,, ., o tej wlasnosci, ze dla kaZdego € > 0 istnieje zanurzenie
F: T" — RY spetniajgce F*g. = g + £2h.
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Dowéd. Przyjmijmy krétkie zanurzenie Fy: T — R z Lematu 3.7. Idea konstrukcji opiera sie
na parowaniu Fy z ciasnymi spiralami. Ot6z dla ustalonego wektora v € R™ oraz wartosci € > 0
mozemy rozwazy¢ funkcje
v on 9 v T-v\ . /xT-v
f2R" — R fi(x) = (cos(—g ),sm(—8 ))

i obliczy¢, ze (f¥)*g. = v ® v. Kazda macierz dodatnio okreslona mozna przedstawi¢ jako sume

? v ®v; (czyli zdiagonalizowad) dla n odpowiednio dobranych wektoréw, a wiec przez paro-
wanie F' z n odpowiednimi funkcjami postaci f! jestesmy w stanie uzyska¢ réwnos¢ F*g. = ¢
w jednym wybranym punkcie.

By uzyskaé¢ przyblizong réwnosé wszedzie, nalezy dokona¢ diagonalizacji w sposob ciggly

i zastosowa¢ odpowiednie funkcje wycinajace. Obliczmy wiec, jaki efekt daje domnozenie f
przez funkcje skalarng »:

0i(nf?) = 77%‘( — sin (xg—v), Ccos (xe—v)) + 88i77(COS (Z%U),sin (%)),
(nf2)"g9e)iy = ( i(nf2), 0;(nf2))
= n*v; + 20mdn.

Otrzymalismy zatem (nf°)*g. = n*v @ v + 2Vn ® V7. Odnotujmy, ze aby iloczyn nf? byl
dobrze okreslony na torusie T™ (a nie tylko na R™), potrzeba, by funkcja n miata maty nosnik,
to znaczy nosnik niezawierajacy dwoch punktéw réznigcych sie o element Z7.

Lemat 3.9 pozwala nam przedstawi¢ metryke ¢’ := g — F*g. w postaci

N
(2) = 3 ()0, @
j=1

dla pewnego ciggu wektoréw v; € S"! oraz funkcji n; € C°(T™) o mafym nosniku. Oznaczajac
przez F sparowanie Fy oraz N funkcji n; f<?, otrzymujemy

N
F*g. = Fyge + Z n;if) g

N
= Fyge + anvj ® v; + 52V77j ® Vn;
j=1

N
=Fige+d +2Y Vn; @ V.

=1

Biorac pod uwage definicje ¢', wystarczy teraz przyjaé h := Zé\f:l Vn; ® Vn;, by spemic¢ teze
Stwierdzenia. [

Dowdd powyzszego Stwierdzenia 3.8 zawiera juz gléwna idee dowodu Twierdzenia Nasha—Kuipera
(Twierdzenie 3.17). Sprowadza sie ona do dodawania ciasnych spirali, ale w wiekszej liczbie i w bar-
dziej uwazny sposéb.

Sekcje te uzupelimy dowodem technicznego lematu pozwalajacego na diagonalizacje w spo-
s6b ciagly. Przypomnijmy, ze zbior A C R™ jest maly, jesli przeksztatcenie ilorazowe R" — R" /Z"
jest réznowartosciowe w obcieciu do A.
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Fn: Wowczas istnieje cigg wektordw v; € S*t
oraz funkcji n; € C°(T™) o matym nosniku, dla ktorych

Lemat 3.9. Dana jest funkcja ¢': T" — Sym;

N
= Z n?(x)vj ® v;.
=1

Dowéd. 7 twierdzenia o diagonalizacji wiemy, ze kazdy element Sym, daje si¢ roztozy¢ (by¢é
moze niejednoznacznie) jako suma n sktadnikéw > i1 v ® vj. Wystarezy wige skonstruowac
cigg macierzy hy, € Sym_, = oraz funkcji 8, € C>°(T") (o malych no$nikach) speiajacy

N
k=1

Wowezas za n sposrod funkeji n; mozna przyja¢ odpowiednie 6 (domnozone przez |v;|?).

Zbiér Sym?,  ~jest otwartym podzbiorem Sym, ., = R™ (dla m = n("H ). Dla kazdego
punktu z € T" mozna wigc tak wybra¢ macierze hy, . .., h,, € Sym; . by g ( ) znajdowalo sie
we wnetrzu A ich otoczki wypuklej. Podobnie ¢'(y) € A dla y z pewnego otwartego otoczenia
U — mozemy przy tym przyjaé, ze U ma $rednice mniejsza od 1 (jest wiec malym zbiorem).
Funkcja

Rm+1 S5t +— Zt]’h]’ S Sym
=0

nxn

jest afiniczna bijekcja miedzy standardowym m-sympleksem w R™*! a sympleksem A C Sym.’, .,
wiec po wzieciu odwrotnoscei (oraz pierwiastka kwadratowego) otrzymujemy gtadkie funkcje
6;: A — (0,1) spetniajace

—3"0,(h)*h; dlah € A.
=0

Ich zlozenie z ¢’ daje rozktad ¢'(y) = 3°;0,(¢'(y))?h; dla y € U. Pozostaje nam odpowiednio
sklei¢ otrzymane funkcje. Poniewaz zbiory otwarte U jak wyzej tworza pokrycie T", mozemy wy-
bra¢ podpokrycie skoniczone Uy, oraz wpisany w nie rozklad jedynki Ay — zadamy A\, € C2°(Uy)
oraz 3, A = 1. Wowcezas

() =33 (@)% (¢ ()20 dlaz e T
k j=0

Zgodnie z wczesniejsza obserwacja, diagonalizacja kazdej z macierzy h§k) daje nam zadany
rozktad ¢'. ]

3.5 Problem lokalny oraz dowdéd twierdzenia Nasha

Dotychczasowe rozwazania redukuja problem zanurzenia izometrycznego do problemu lokalne-
go, to znaczy do znalezienia niewielkiego zaburzenia juz skonstruowanego zanurzenia.

Stwierdzenie 3.10 (rozwiazanie lokalne). Dane jest wolne przeksztatcenie F: T" — R oraz
gtadka funkcja h: T" — Sym,,..,,. Wowczas istnieje € > 0 o tej wlasnosci, Ze dla kazdego |t| < €
mozna znaleZé przeksztatcenie G: T* — RY spetniajgce G*g. = F*g. + th.
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Przekonajmy sie, ze rzeczywiscie powyzsze Stwierdzenie pozwala zakonczy¢ dowod twier-
dzenia Nasha:

Przed wlasciwym dowodem warto rozwazy¢ nastepujaca naiwna idee. Dzieki Stwierdzeniu 3.8 dla

kazdego ¢ > 0 jesteémy w stanie znalezé wolne zanurzenie F spetniajace F*g. = g + €2h (dla
pewnego h). Nastepnie dla odpowiednio malego € > 0 Stwierdzenie 3.10 pozwala nam znalezé
zaburzenie G spehiajace G*g. = F*g. — €2h, a wiecc G*g. = g, jak zadaliémy. Gdzie jest blad w
tym rozumowaniu?

Dowod Twierdzenia 3.2. Zgodnie z Lematem 3.4 wystarczy dowies¢ twierdzenia w przypad-
ku torusa (T",g). Rozwazmy krétkie wolne zanurzenie F: T" — R? skonstruowane w ra-
mach Lematu 3.7. Oznaczmy metryke Riemanna ¢ := g — F*g. i dobierzmy do niej funkcje
h: T" — Sym,,,,, zgodnie ze Stwierdzeniem 3.8 — dla kazdego € > 0 istnieje wtedy zanurzenie
H spetiajace H*g. = ¢’ + €2h. Ze Stwierdzenia 3.10 otrzymujemy istnienie przeksztalcenia
G: T" — RY dajacego G*g. = F*g. — €2h, jedli tylko € > 0 jest odpowiednio maty. Dla ta-
kiego ¢ dobieramy H jak wyzej i wreszcie definiujemy przeksztatcenie (G, H). Skoro H jest
zanurzeniem, to sparowanie réwniez, a jednoczesnie

(G, H)"ge = G"ge + H'ge = (F*ge — *h) + (9 — F*g. +°h) = g,
jak zadalismy. [

Pozostaje dowie$¢ Stwierdzenia 3.10. Zacznijmy od wyjasnienia, w jaki sposob wykorzysta-
my warunek, ze F' jest przeksztatceniem wolnym.

Lemat 3.11. Niech F': T" — RY bedzie przeksztatceniem wolnym. Wéwczas dla kazdego punktu
x € T™ i wektora (¢;, ¢i;) € R+ istnieje doktadnie jedno rozwigzanie v € span(F;(z), Fj(x))
uktadu réownan

Fi(z)-v=g¢ dlai=1,...,n,
Fijx)- v=¢; dlal<i<j<n.

Przyporzqdkowanie (q;, q;j) — v jest liniowe, a ponadto gladko zalezne od x, to znaczy jest
zadane przez gltadkq funkcje

n(n+1)

M:T" — L(R" =2 | R%).

Dowdd. Dla kazdego = € R™ oznaczmy przestrzen V, := span(F;(z), Fi;(z)). Zgodnie z zatoze-

n(n+1

niem ma ona wymiar n' :=n + . Rozwazmy teraz zalezne od x przeksztatcenia

By: R" =V, By(gi, i) : Zqz i(@) + > i Fij()
i<j
Co: Vo = RY, Cu(v) := (Fy(z) - v, Fy;(x) - v),
D,:R" - R", D,(q) := C,B.(q).
Poniewaz B, i C, sa wyrazone gltadkimi wzorami, D jest gtadkim przeksztalceniem z T"
w L(R™,R™), a B jest gladkie jako przeksztatcenie w L(R™,R%). Przy tym oba przeksztatce-
nia B,, C, sa liniowymi izomorfizmami (w przypadku C, warto zwroci¢ uwage na trywialnosé

jadra), wiec D przyjmuje wartosci w GL(R™). Sktadajac je z gladkim operatorem odwracania
GL(R™) — GL(R™), ponownie otrzymujemy gtadkie przeksztatcenie. Wystarczy wiec zadaé

M, = B,D;' = C; .
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Dowdéd Stwierdzenia 3.10 (konstrukcja rozwigzania lokalnego). Dla uproszczenia zapisu przyj-
mijmy, ze mamy do rozwigzania réownanie G*g. = h + F*g., pamietajac, ze h jest malg wielo-
krotnoscig zadanej funkcji hg. Przyjmijmy ponadto oznaczenie G = F'+wv, gdzie v jest szukanym
zaburzeniem. Dla skrétu pochodne czastkowe funkcji F' bedziemy zapisywac jako F; zamiast
0,F. Réwnanie mozemy wtedy (po zredukowaniu cztonu F; - Fj) przepisa¢ w formie

E-ajv—i-F}-@iv—i—ai%@jv:hij dlai,jzl,...,n.

Chcac wykorzysta¢ wolno$¢ F', chcielibysmy wyrazi¢ réwnanie w terminach F; - v oraz Fj; - v,
zastosujmy wiec ,catkowanie przez czesci” (czyli regule Leibniza):

81(FJ . U) + @(Fz : U) - 2E] -V + aﬂl : E)jv = hz] (32)
WprowadZzmy oznaczenie na operatory pojawiajace si¢ wyzej:

(Lv)i; = Fi - 00 + Fj - O = 0i(Fj - v) + 0;(F; - v) = 2Fj; - v
Q(U, U)ij = aﬂ] : ajU,

tak ze (3.2) przyjmuje postaé
Lv + Q(v,v) = h. (3.3)

Operatory L i Q sa pierwszego rzedu (tzn. s funkcjami L, Q: C**1 — C*), przy czym L jest
liniowy, a ) kwadratowy. Dzieki wolnosci F' mozemy skonstruowaé prawostronng odwrotnosé L,
mianowicie w oparciu o funkcje M z Lematu 3.11 definiujemy operator My(f;;) := —3M (0, f;;),
otrzymujac réwnosé
(LMof)ij = 0,(0) +9;(0) = 2 (=3 fij) = i

dla dowolnej funkcji f o wartosciach w Sym,, . ,,. Odwrotno$¢ ta jest jednak rzedu zero (tzn. jest
funkcja My: C* — C*), a nie —1. Zwigzany z tym problem straty pochodnych (o ktérym nizej)
motywuje nas do modyfikacji tego podejscia.

Naturalnym nastepnym krokiem jest szukanie rozwiazania postaci v = Mow. Podstawiajac takie
rozwiazanie do (3.3), otrzymujemy réwnanie na w:

w = h — Q(Myw, Myw).

Jako ze dla maltych w kwadratowy wyraz Q(Mow, Mow) jest jeszcze mniejszy, wydaje sig, ze prze-
ksztalcenie w — h—Q(Mow, Myw) powinno by¢ kontrakcja (w odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej).
To pociggaloby za sobg istnienie punktu stalego, a wiec rozwiazanie réwnania. Niestety tak nie jest,
gdyz operator Q(Mow, Mow) jest rzedu 1 i rozwazane przeksztalcenie traci jedng pochodng przy
kazdej iteracji.

Zamiast metody punktu statego Nash stosowal metode Newtona, ktora jest szybciej zbiezna,
ale w opisanej wyzej naiwnej formie réwniez zawodzi. Jesli jednak po kazdym kroku metody New-
tona zastosowaé odpowiedni operator wygladzania (z kazda iteracja blizszy identycznosci), metoda
okazuje sie zbiezna. Wymyslona przez Nasha metoda okazala sie pozyteczna w innych problemach
zawierajacych podobna trudnosé i przeszita do historii jako metoda iteracji Nasha—Mosera.

Opisang trudno$é¢ ominiemy w oparciu o trik wymyslony przez Giinthera [G91]. Polega
on na znalezieniu rozktadu Q = LQ, gdzie Q jest operatorem kwadratowym rzedu zerowego.
Wowcezas (3.3) ma posta¢ L(v + Q(v)) = h, co mozemy sprowadzi¢ do v + Q(v) = Mh. Ten
ostatni problem mozna juz rozwiaza¢ metoda punktu stalego, bez problemu straty pochodnych.
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By znalezé rozklad Q = LQ, rozwazmy operator eliptyczny rzedu 2
A=-A+1, czyli Af= —Zau‘f+f,
i=1

i przyt6zmy go do Q(v,v):

A(aﬂ} : 8j1}) = (&AU) . 8jv + 81‘1) : (@Av) - 2V8{U : Vﬁjv
= 0;(Av - 0;v) + 0;(0;v - Av) — 2Av - 0;;v — 2V Qv - VO,v.

W powyzszym rachunku uporzadkowalismy wynik, korzystajac ze wzoru na laplasjan iloczynu
A(fg) =Af-g+ f-Ag+2Vf-Vgiizolujac ostatni z tych cztonéw. Nastepnie zastosowali$my
,caltkowanie przez czesci”, jak poprzednio. Jak sie przekonamy w nastepnej sekcji, operator A
posiada dobrze zdefiniowang odwrotno$é A~! (rzedu —2), ktéra ponadto komutuje z 9; (jest
to formalna konsekwencja przemiennosci A z ;) Przyktadajac A=! do obu stron otrzymanego
wzoru, dostajemy wiec

aﬂ) ’ ajv - ai@j(va U) + 8]'Qi(va U) + Qi]’(’l), "U),
srie  Qulv,0) = A7 (Au- 3),
Qij(vv ’U) = —2A7" (AU : aijv + V@,v . Vc%v).

Dzieki temu rozktadowi mozemy zapisaé¢ (3.2) jako
(Fy v+ Q;(v,v)) + 0;(F - v+ Qi(v,v)) — 2Fy; - v + Qi5(v, v) = hyj.

Co kluczowe, operatory kwadratowe @); oraz (Q;; sa rzedu 0 — ich definicja uwzglednia najpierw
rézniczkowania najwyzej dwa razy, a nastepnie operator A~! przywracajacy wyzsza regularnosé.

Mozemy teraz zdefiniowaé operator () przez zastosowanie liniowego operatora M:

Q(v,v) = M(Q;(v,v),Qsj(v,v)).

Jako ze — zgodnie z definicja M — Q; = F;-Q oraz Q;; = F}; - Q, réwnanie (3.2) przyjmuje nowa
postac

Oi(Fj - (v+ Q(v,0))) + 95(Fi - (v + Q(v,v))) = 2Fy; - (v + Q(v,v)) = hyy,

czyli w skrocie: L(v + Q(v,v)) = h. Ponownie stosujac operator My(h) = M(0,h) bedacy
jednostronng odwrotnoscia h, otrzymujemy, ze do spetnienia (3.2) wystarczy

v+ Q(v,v) = Myh. (3.4)

Zakonczymy te sekcje nie do konca scistym opisem konstrukeji rozwigzania powyzszego réwna-
nia (3.4). Pozwoli on zidentyfikowaé, jakiego typu oszacowania sg nam potrzebne. W nastepnych
dwdéch sekcjach wyprowadzimy odpowiednie oszacowania w oparciu o szeregi Fouriera, a na-
stepnie uzupetnimy luki w ponizszym rozumowaniu.

I UWAGA! Argument ponizej zawiera falszywe elementy.

Réwnanie (3.4) ma posta¢ v = T'(v) dla operatora T'(v) := Myh — Q(v,v), wigc rozwiazanie
uzyskamy w oparciu o twierdzenie Banacha o punkcie statym. W tym celu trzeba ustali¢, na
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jakiej przestrzeni funkcyjnej dziala T'. Na potrzeby niniejszego szkicu rozwazymy przestrze-
nie C*(T",R?) (k = 0,1,...) z norma [[v[jor := Yocjcr [|[V/0||o0. Przesledzmy krok po kroku
dziatanie T’ na funkcji v € C*:

|Av|[gr-2, [|050]|cr—2, |0i5v]| cr-2, [[ VO || cn—2 S 0| ox,
v - wller S vllex|lwllcx,
||A_1U||Ck < |v|lgr-2, (tu jest problem)
[Mol|ce S [Jv]len-

W definicji Q;(v,v) oraz Q;;(v,v) widzimy najpierw operatory wymagajace dwoch (lub mniej
pochodnych), co obniza regularnosé¢ o 2. Nastepujace po tym mnozenie nie zmienia regularnosci,
wreszcie zastosowanie odwrotnoéci A~ przywraca wyzsza o 2 regularno$é. W rezultacie mamy
1Qi(v,v) ||, |Qi(v,v)||or < [|v]|Zx. Na koniec stosujemy operator liniowy M, ktéry ponownie
nie zmienia regularnosci, co prowadzi nas do oszacowania [|Q(v, v)||cr < C||v]|Z. Jesli ustalimy
R :=2||Myh||cx i dobierzemy e > 0 na tyle mate, by 8CR < 1, to

IT@)ller < [[Mohllor + Cllvllén < 3R+ C(2R)* < R dla |[vfler < R.
Innymi stowy, T" przeprowadza kule o promieniu R w siebie. Analogicznie uzasadniamy, ze

1Q(v, v) = Qw, w)llor < N1Q(v,v —w)llor + |Q(v — w,w)lcx

S Rlv —wllen dla [[oflcs, [[w]ler < R.

To oznacza, ze po dobraniu odpowiednio matego € > 0 przeksztalcenie v — Q(v,v), a wiec
iv— T(v), jest kontrakcja. Na mocy twierdzenia Banacha wnioskujemy teraz, ze dla |t| < (k)
istnieje jednoznaczne rozwigzanie v € C* réwnania (3.4).

To dowodzi istnienia zanurzenia izometrycznego w kazdej z klas C*, ale niekoniecznie w kla-
sie O, gdyz warto$¢ e(k) moze by¢ (i raczej jest) zbiezna do zera przy k — oo. Jednym
z winowajcow tego stanu rzeczy jest to, ze stala w nieréwnosci ||v - w]|cr < ||v||or||w||cr Tos$nie
nieskoniczenie wraz ze wzrostem k — cho¢by dlatego, ze wzér Leibniza dla pochodnej 0, (vw)
rzedu |a| = k zawiera bardzo wiele wyrazéw. Odnotujmy jednak, ze prawdziwa jest nastepujaca
wersja tej nieréwnosci:

[o-wller < lollerllwllco + lvllool[wllex + Cn, d; F)Jvllor-[lwller-r.

Wynika ona z obserwacji, ze we wzorze Leibniza na 0,(vw) jedynie dwa skrajne wyrazy wy-
magaja normy C*, w pozostalych wystepuja jedynie pochodne rzedu < k — 1. W oparciu o te
nierownos¢ mozna wyprowadzi¢ oszacowanie

1Q(v, v)llex < C(n,d, F)l[vllcellvlicz + C(n, d, F, k) [vl[Ex-1.

Pozwala ono wykaza¢ indukcyjnie, ze jedli zastosujemy twierdzenie Banacha w przestrzeni C?,
to ciag wystepujacych w tym twierdzeniu iteracji v; jest ograniczony nie tylko w C?, ale réwniez
w kazdej innej normie C*. W konsekwencji granica v € C? jest tak naprawde gtadka. Szczegoty
tego rozumowania uzupetnimy pozniej. O

3.6 Oszacowania eliptyczne poprzez szeregi Fouriera

Zacznijmy od wskazania fatalnego btedu w rozumowaniu z poprzedniej sekcji. Ot6z odwrot-
no$¢ A~! operatora A = —A + 1 nie spelnia kluczowego oszacowania || A ullcere S [Juf|cx.
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Prawdziwe sg natomiast tak zwane oszacowania Schaudera
| A" || crsza < |Juljere dla k=N, a € (0,1),

gdzie norma C*® uwzglednia wszystkie pochodne do rzedu k oraz dodatkowo norme Holdera
pochodnych najwyzszego rzedu. Podobne nieréwnosci zachodzg nie tylko na torusie T, ale tez
na podzbiorach R"; klasyczny dow6éd mozna znalezé w [GTO1, Ch. 6], a bardziej nowoczesny
dow6d w [Has21]. W oparciu o te nieréwnosci rzeczywiscie mozna dokonezyé dowdd, tak jak
w [Taol6], [Yan98|.

Poniewaz w naszym przypadku dziedzing jest torus, siegniemy po alternatywna droge roz-
wigzania w oparciu o szeregi Fouriera. Przypomnijmy, ze funkcje ei(z) := 2% (k € Z), zapi-
sywane tez w postaci ey(t) = e stanowia baze ortonormalng zespolonej przestrzeni L2(S')
(z unormowang miara powierzchniowa). W konsekwencji iloczyny tych funkcji stanowia baze
ortonormalng L%(T%); dla k € Z% i z € T¢ przyjmiemy oznaczenie

k k1

er(z) =2 =2

ikt
n :

inaczej ex(t) = e
Pozwala to rozwingé¢ dowolng funkcje w tej przestrzeni jako szereg Fouriera

u(z) = > n2",

nezd
gdzie  Un = (u,en) = (27)"1//1 u(z)z™™.
T
Ze wzgledu na ortonormalnosé¢ bazy zachodzi tozsamosé Plancherela |ul|r2ray = [|@]]e2(z4)-
Calkujac przez czesci, tatwo przekonujemy sie, ze Oju, = —in;iy,. W zwigzku z tym réwniez

norme L? pochodnych latwo wyrazi¢ w terminach .

Wprowadzamy wiec norme Sobolewa H*(T9), zdefiniowang jako

qus(qrd) = |in*(1+ [nf?)*.

nczd

ul

Dzieki dotychczasowym obserwacjom, w przypadku s € N norma ta jest réwnowazna sumie
norm L? wszystkich pochodnych do rzedu s. Norma ta jest szyta na miarg operatora A = —A+1,
gdyz Aen = (1 + [n|*)en. W konsekwencji zachodzi réwnoéé Auy, = in(1 + [n|?) dla u € C?, a
dla dowolnego u € H?® przyjmujemy te réwnos¢ jako definicje A. Zachodzi wiec tozsamosé

[Aul[rs = [lull s+,

ktora jest odpowiednikiem oszacowan Schaudera w naszym przypadku.

Skupimy sie teraz na wyprowadzeniu pozostatych oszacowan dla H® zamiast C*. Jednym
z pierwszych krokow jest przekonanie sie, ze nalezenie do H® pocigga za sobg regularnosé¢ w
klasycznym sensie.

Lemat 3.12. Jesli s > d/2, to zachodzi oszacowanie

ullze < e Ssa llullas,

w szczegblnosci kazda funkcja z H*(T?) ma cigglego reprezentanta.
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Dowdd. Kluczowa jest prawa z nieréwnosci. Stosujac nierownosé Cauchy’ego—Schwarza, otrzy-
mujemy

il = 37 |1+ [0[*)*2(1 + [nf*)/

neZzZd
1/2 1/2
< (Z || *(1 + !IIIQ)S) (Z (1+ \H\Z)S)
nezd nezd
Ssa llull s,

poniewaz dla s > d/2 szereg >(1 + |n|?)™% jest zbiezny — zeby si¢ o tym przekona¢, mozna
podzieli¢ Z¢ na ciag pierécieni diadycznych 28 < |n| < 2F! i oszacowaé zgrubnie wklad na
kazdym z nich.

Skoro ciag wspotczynnikéw w, jest sumowalny, szereg Fouriera ) u,2" jest zbiezny bez-
wzglednie i jednostajnie, a wigc ma granice ciagta i ograniczona przez |||, . Oczywiscie granica
ta musi si¢ pokrywaé z u jako elementem L2(T?). ]

Whiosek 3.13. Jesli u € H® dla pewnego s > d/2 + k, to u posiada reprezentanta klasy C¥,
ponadto

luller Sea llulls-

W konsekwencji kazda funkcja u € Nyso H® dla wszystkich s posiada gladkiego reprezentanta.

Dowdd. Wiemy juz, ze szereg Fouriera funkcji u jest zbiezny bezwzglednie, wige sama funkcja u
jest ciggta. Na mocy wzoru Oju = —in;iy, widzimy, Ze szereg Fouriera odpowiadajacy dowolnej
pochodnej d,u rzedu |a| < k réwniez jest zbiezny bezwglednie, co dowodzi, ze u jest klasy C*.
Oszacowanie normy jest konsekwencjg poprzedniego lematu. O]

Jako ze operatory @);, Q;; sa dwuliniowe, bedziemy ponownie potrzebowaé¢ oszacowan ilo-
czynow funkcji.

Lemat 3.14. Jesli s > d/2, to przestrzen H*(T?) jest zamknicta na mnoZenie, ponadto
Hs

Hs Hs-

lwvllzs Sea llullas10lle + [[allelollas Ssa llullas ]

Dowaod. Odnotujmy, ze uv jest splotem 4 * 0, do oszacowania mamy wiec norme

A ooA 2\s/2
(% D01+ )],

> bi(1+ [nf?)?
k+1l=n

vl e = |

2(z4)

Aby otrzymadé ograniczenie przez normy ||u| s, ||v| s, chcieliby$my zastapi¢ wyraz (14 |n|?)%/2
przez (1 + |[k[?)¥/2 lub tez (1 + [1]2)*/2. Jest to mozliwe dzieki nastepujacej nieréwnosci:

(L+ )7 <, L+ kD2 + 1+ 1H)? dlan=k+]1, (3.5)
ktéra tatwo sprawdzié, przyjmujac bez straty ogélnosci |n| < 2|k|. Zastosowanie tej nier6wnosci
daje

(% 0)n(1+ [02)72] S (|a](1+ [k[2)*2 5 [0])n + (@] * [9](1+ 1)),
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Oszacowanie normy ¢? powyzszych splotéw wymaga zastosowania nieréwnoéci Younga z Lema-
tu 3.15 ponizej. Po zastosowaniu tej nierownosci wraz z oszacowaniem z Lematu 3.12 otrzymu-
jemy:

luvllzre s Wal(1+ K1) ellolle + l[alle 1011+ 17)72]le

ae [0l + [[a]|e]|v]| &

SS,d ||u|
S llul

Hs ’U”Hs.

Lemat 3.15 (szczegdlny przypadek nieréwnoéci Younga). Jesli a € (*(Z%) oraz b € (2(Z4), to
ax*be *(Z%), a ponadto
laxblle < flafle o]l

Dowdd. WprowadZzmy oznaczenie 7, na oznaczenie przeksztalcenia przesuwajacego indeks: (7a)n

jest to izometria na £2. Wéwcezas splot a * b mozemy zapisaé¢ jako

a*b Zakbnk—Zak ka

czyli axb= Z axTkh.
k

Zwroémy uwage, ze powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny w (2(Z%) dzieki zalozeniu o su-
mowalnosci a. Z nieréwnosci trojkata mamy teraz

lasblle < 3 lal - mblle =D lax| - [blle = llalla bl
k k

]

Przydatna bedzie tez nastepujaca wersja Lematu 3.14. Jest bardziej skomplikowana, ale w
jednym aspekcie silniejsza. Otrzymana w dowodzie Lematu 3.14 stata jest rzedu 2° i nie da sie
uzyskaé stalej niezaleznej od s. Ponizej stala przy cztonie ||u||gs||0||o + ||@||e ||v]| g jest zalezna
jedynie od wymiaru d, kosztem statej przy ||u||gs—1||v|

HS

Hs—1 .

Lemat 3.16. Jesli s > sg > d+2 , to zachodzi oszacowanie

me < C(80,d)(||ul

1s) + C(s, 50, d)||u|

[[uv] #s [Vl so + [|ul[ oo [[0] o [[oll s

Dowéd. Dowdd przebiega analogicznie jak w Lemacie 3.14. Jedyna réznica lezy w zastapieniu
(3.5) nastepujacym ograniczeniem na (1 + |n|?)*/%:

SO

(1+]n?)*? < A-(L+ K[>+ 1+ 12+ B-(1+ k) = (1+1%) =" dlan =k+1, (3.6)

w ktérym mozna przyjaé A = e oraz B = (s + 1)° — jak widaé, tylko druga ze stalych jest
zalezna od s. Wyprowadzenie rozbijemy na kilka przypadkow:

Przypadek 1. Gdy |k| > |n|, nieréwnos¢ (3.6) jest trywialnie spetniona z A =1, B = 0.

: 1'12 n
Przypadek 2. Gdy 3;|n| < k| < [n|, mamy natomiast iﬂkig < |‘k}2, skad

(14 n|*)¥% _ |nJ* (s + 1>3
< < < e.
(1+ kP22 S [k s ) 5°
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To oznacza, ze otrzymujemy (3.6) z A =e, B =0.

Przypadek 3. Ze wzgledu na symetri¢ pozostaje przypadek [k|,[l] < 5[n[. Skoro jed-
nak n| = |k + 1| < |k| + [1], to wéwczas mamy réwniez nieréwnosci w przeciwna strone:
k[, [1] > —5n|. Ze wzgledu na nieréwnosé s < 2s — so wnioskujemy stad:

(1 + |1f1|2)5/2 < (1 + |1f1|2)5_$0
(14 k[2) = 1+ [1]2) 1+ kP2) = (1 + 1) ="
ol :
5 S+ < (s+1)%
k| = (1=

W ten sposéb mamy (3.6) z A =0, B = (s+1)%, co konczy dowdd tej pomocniczej nieréwnosci.

Powtérzymy teraz rozumowanie z Lematu 3.14. Pierwszy czton po prawej stronie (3.6) daje
nam ||ul|gs||v]| gso + ||| gso ||v]| g5 tak jak poprzednio, tylko tym razem uzyskana stalta nie zalezy
od s. Podobne rozumowanie daje oszacowanie dla drugiego cztonu po prawej stronie. Zaczynamy
od nieréwnosci Younga z Lematu 3.15

a1+ [K[*) 72" 311+ [17) 7= e < (118l (1 + (K1) =" [leell]o](1 + [1%) 2

Pierwszy czynnik daje ||u||gs-s0, cO szacuje sie przez ||ul/gs—1. Drugi czynnik szacujemy jak
w Lemacie 3.12, stosujac nieréwnos$¢ Cauchy’ego—Schwarza:

SSO

ler

~ S— 5'0
oI+ 125 o = 3 al(1+ %)= (1 + 12)
lezd
1/2 1/2
< (Z [onf*(1 + |1!2)S) (Z(l + \1!2)1_50)
lezd lezd
Seod lullms-1,
na mocy zalozenia sy — 1 > d/2. O

3.7 Uzupelnienie dowodu istnienia rozwigzania

Dla dopetnienia dowodu twierdzenia Nasha (Twierdzenie 3.2) wystarczy wykazaé¢ uzupetnié
dowdd Stwierdzenia 3.10, pojazujac istnienie gtadkiego rozwiazania réwnania (3.4). Poniewaz
dowdd przebiega tak samo jak przedstawiony wczesniej (btedny) dowdd, a wymaga jedynie
zmiany klasy C* na H*®, rozumowanie nizej jest szkicowe.

Dowod Stwierdzenia 3.10. Tak jak poprzednio, zastosujemy twierdzenie Banacha o punkcie sta-
lym dla operatora T'(v) := Myh — Q(v,v), tym razem na przestrzeni H*(T" R%). Od tej pory
wartos¢ s > dJ2r2 bedzie ustalona; bedziemy $ledzi¢ zalezno$¢ statych od s, ale juz nie od wy-
miaréw n i d oraz od przeksztatcenia F'. Uzyskany punkt staty bedzie szukanym rozwiazaniem
réwnania (3.4) — p6Zniej pokazemy, ze jest to funkcja gladka. Przesledzmy teraz dzialanie T na

funkcji v € H®:

[Av[| o2, [|03v]| -2, [|030] =2, [[VOv | a2 < 0]l 125,
[o-wllgs s |vllme
||14_1 Hs — ||U| Hs—2

Mol Ss vl

wHHS>
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Warto zwrocié uwage, ze powyzsze oszacowanie na || A~ || s jest wrecz réwnoscig dzieki normie
przyjetej na H®. Oszacowania na v-w i Mv wynikaja tym razem z Lematu 3.14. Wnioskujemy jak
poprzednio, ze | Q(v, v)| gs < C(s)||v||%.. Jesli ustalimy R := 2||Myh||zs i tak dobierzemy & > 0,
by 8C(s)R < 1, to ponownie otrzymujemy, ze T przeksztalca kule B C H*® w siebie. Podobnie
tez uzasadniamy, ze T jest kontrakcja na Bp, dla dostatecznie matego ¢ > 0. Ostatecznie dla
[t| < e(s) otrzymujemy jednoznaczne rozwiazanie v € H® réwnania (3.4) (od teraz wybrana
wezesniej] wartos$¢ s oznaczymy przez So).

Przejdziemy do dowodu gltadkosci v. Przyjmijmy, ze funkcja ta zostata otrzymana jako wynik

iteracji
H*0
vo =0, vjy =T (v;), v; — .

Wybierzmy teraz dowolne s > so. Wykazemy, ze ciag v; jest ograniczony w H®. Dotychczasowe
oszacowanie ||Q(v,v) | gs < C(s)||v]|%. nie jest w tym celu wystarczajace, gdyz stata C'(s) moze
by¢ zbyt duza. Zaleznos¢ od s pochodzi jednak jedynie z oszacowan na v - w i Mv — jesli do
ograniczenia tych iloczynéw wykorzystamy Lemat 3.16, to otrzymamy oszacowanie

1Q(v, v)lla

w ktérym jedynie Cy(s) zalezy od s. To pozwala na przeprowadzenie dowodu indukcyjnego.
Zatozmy, ze ||v;|| gs—1 <V dla wszystkich j, i ponadto oznaczmy Hj := || Myh||g=. Dobierajac
mate e, mozemy zatozy¢, ze C1Vy, < % Wowcezas mamy

vl + Cals) vl

Hs—1)

< Ch|jv|| g

vj1llzs < | Moh|lgs + |Qv,v)|| &
< Hy + GV ||vj |l s + Cz( W2,
1

< 5 il

N}

Ze wzgledu na vy = 0 ta nieréwnos$¢ dowodzi indukcyjnie, ze ||vj||gs < 2(Hs 4+ Ca(s)VE,),
jak zadaliSmy (otrzymujemy przy tym Jgi1 = 2(Hs 4+ Cs(s)VE;). W konsekwencji ciag v; jest
ograniczony w kazdej z norm H®. Wniosek 3.13 zapewnia nas, ze jest rowniez ograniczony w
kazdej z norm C*, co na mocy twierdzenia Arzeli-Ascolego daje nam gtadkosé v. ]

3.8 Informacja o twierdzeniu Nasha—Kuipera

Twierdzenie 3.17 (Nash-Kuiper). Niech F: (M", g) — (R%, g.) (d > n+1) bedzie krétkim za-
nurzeniem. Woéwczas dla dowolnego € > 0 istnieje izometryczne zanurzenie F' € C* spelniajgce
|F' = Flle < <.

Od razu odnotujmy paradoksalny charakter tego twierdzenia. Dla przyktadu wezmy stan-
dardowe zanurzenie izometryczne Fy: S* — R3. Dla dowolnego ¢ > 0 zanurzenie F(z) = ex
jest krotkie, a z Twierdzenia 3.17 otrzymujemy zanurzenie izometryczne F” sfery S* w kule
B,. C R2. Intuicja podpowiada, ze nie powinno byé¢ to mozliwe, i rzeczywiscie, niemozliwe jest
otrzymanie takiego zanurzenia F’ w klasie funkcji gladkich, a nawet C? (zadanie ?7).

Dowdd twierdzenia Nasha—Kuipera mozna znalezé w notatkach Székelyhidiego [Szé12, Th. 3.1].
Na ¢wiczeniach zobaczymy dowdd stabszej wersji [Szé12, Th. 3.2], w ktérej dla uproszezenia

d > n+ 2, M jest otwartym podzbiorem R", a zamiast zanurzenia szukamy immersji. Dowdd
tego twierdzenia sprowadza sie do idei dodawania ciasnych spirali jak w Stwierdzeniu 3.8, ale w
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bardziej uwazny sposoéb. Po pierwsze, zamiast powicksza¢ wymiar d przy kazdej nowej spirali,
modyfikujemy zanurzenie w te samg przestrzen R? (co jest Zrédtem dodatkowego btedu). Po
drugie, zamiast konstruowaé¢ zanurzenie spetniajace F*g, = g + 2h > g, staramy sie zachowaé
warunek krétkosci F*g. < g, by umozliwi¢ nieskoniczong iteracje. Po trzecie, kazda ze spirali f?
ma matg norme C? (rzedu €), zauwazalng norme C! (rzedu 1) oraz duza norme C? (rzedu 1/¢).
7 tego powodu dodawanie kolejnych spirali z coraz mniejszg wartoscig € > 0 z koniecznosci
uniemozliwia zbieznosé¢ w C2.

W ramach uzupelnienia notatek Székelyhidiego przytoczmy jedynie alternatywny dowod
lematu o diagonalizacji [Sz¢12, Lem. 3.3]. Jest to bardziej uniwersalna wersja wczesniejszego
Lematu 3.9.

Lemat 3.18. Istnieje cigg punktéw v; € S"™! oraz funkcji n; € C(Symy,,) o tej wlasnodci,

ze dla kazdej macierzy dodatnio okreslonej h € Sym.' ... zachodzi réwnosé

h=> n(h)v; ®v;.
j=1

Ponadto rodzina funkcji n; jest lokalnie skoticzona, to znaczy dla kazdego h istnieje otoczenie,
na ktérym tylko skoriczenie wiele z funkcji n; jest réznych od zera.

Dowéd. 7 twierdzenia o diagonalizacji wiemy, ze kazdy element Sym = daje si¢ roztozy¢ (by¢é
moze niejednoznacznie) jako suma n sktadnikéw 377, v; ® v;. Wystarczy wige skonstruowac
ciag hy € Sym, . oraz funkcji 0, € C>°(Sym spelniajacy

nxn an)

h="Y 62(h)hy,
k=1

z dodatkowym wymaganiem lokalnej skoniczonosci rodziny 8. Woéwczas za n sposrod funkeji n;
mozna przyja¢ odpowiednie ), (domnozone przez |v;]?).

Zauwazmy, ze Sym,' jest otwartym podzbiorem skoficzenie wymiarowej przestrzeni Sym
n n+1) (

nxn’
ktora od tej pory utozsamimy z przestrzenig euklidesowg RY, d = przez wybranie bazy).

Punkt h w kostce Q = (0, 1)? tatwo przedstawié¢ jako kombinacje hmowad niektorych wierzchot-

kow: po prostu jest to suma >, h;e;. Wspotezynniki h; sa dodatnimi gtadkimi funkcjami h, wiec

funkcje /h; réwniez sg gtadkie. Podobnie dla kazdej kostki @ C Sym_, . mamy 2¢ wierzchotkéw

hQ oraz odpowiednich funkcji GQ Pokryjemy wiec zbiér Sym? = kostkami.

nxXn

Postuzy do tego rozktad Whitneya. Kostke diadyczng Q C R? (czyli powstata z [0, 1)? przez
przesuniecie z Z? i przeskalowanie razy 27% k = 0,1,2,...) nazwiemy dobrg, jesli trzykrotnie
ngksza kostka 3Q (o tym samym $rodku) jest zawarta w Sym., . Jest jasne, ze kazdy punkt
Sym, lezy w jakiejé dobrej kostce. Rodzina @, dobrych kostek maksymalnych ze wzgledu na

zawieranie stanowi wiec roztaczne pokrycie Sym, .

Gdybysmy wykorzystali (), do konstrukeji 9?"‘, mielibySmy problem zwigzany z wymaga-
niem nieujemnosci G?k — sg one gladkie jedynie we wnetrzu tej kostki, a potrzebujemy funkcji
klasy C2°. W zwiazku z tym rozwazamy kostki otwarte K} := int 2@, ktore stanowia otwarte
pokrycie Sym, . Dobieramy rozklad jedynki A\, € C%(K}), czyli lokalnie skoficzong rodzine
funkcji spetniajacych 35, A\f = 1, i otrzymujemy rozktad:

h=>Y M(h)h= ZAQ h)(07%)2 (h) R,
k
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ktory w poltaczeniu z wezesniejszg uwaga o rozktadzie kazdego hZQ’“ z osobna daje zadany rozktad.
Nalezy jedynie upewni¢ sig, ze pokrycie kostkami K} = int 2Q); jest lokalnie skonczone — jest
to zapewnione przez lemat ponizej. O]

Lemat 3.19. Dany jest zbiér otwarty U C R?. Kostke diadyczng @Q nazwijmy dobra, jesli
3Q C U. Wowczas jesli Qq1, Qs dwiema maksymalnymi dobrymi kostkami oraz kostki 2Q1,2Q2
sie przecinajq, to ich rozmiary nie rozniq sie wiecej niz 8-krotnie. W konsekwencyi dla kazdego
punktu x € U istnieje najwyzej 24¢ maksymalnych dobrych kostek Q spetniajgcych x € 2Q).

Dowdéd. Oznaczmy srodki s1, so i promienie 7, 75 tych kostek — w tym sensie, ze @); jest rowne
kuli B, (s;) w metryce (>, z dokladnoscia do brzegu. Oznaczmy tez srodek s3 bezposredniego
diadycznego przodka Q§ kostki Q2. Z zalozenia wiemy, ze kostki Q1,2 sie przecinaja, co
oznacza nieréwnosé |s; — so| < 2(ry +12) (w metryce £°°). Ponadto |ss — s3| = re. Gdyby whrew
tezie zachodzita nieréwnosé¢ r1 > 167y, to wowcezas dla wszystkich x € 3Q)5 mielibysSmy

’$—81| < |ZE—83|+|S3—82|+|52—81| <67’2+7’2+2(7’1+T2)<3T1,

a wiec zawieranie 3§ C 3¢Q); C U. To oznacza, ze kostka Q) jest dobra, co prowadzi do
sprzecznosci z zatozeniem o maksymalnosci (Qo. Wnioskujemy wiec, ze m < 8ry i analogicznie
T2 < 87“1.

Wezmy teraz punkt x € U i przyjmijmy, ze nalezy do N kostek postaci 2Q); (gdzie Q1, ..., Qn
sa maksymalne dobre). Ich promienie r; sa w pewnym przedziale [rg, 8rg]. Wnioskujemy stad,
ze QQ; C Boyy, (). Istotnie, dla y € B, (s;) ~ Q; mamy

ly — x| < |y — si| + |si — x| < ry+ 2r; = 4r; < 241,

Poréwnanie objetosci odpowiednich kostek daje teraz

(2 . 24T0)d = VOI(BQ4TO<ZL')) 2 Vol <U Qz) = ZVOI(QZ) = 2(27“1)61 2 Z(QTo)d =N- (2T0)d.

7 7

Podzielenie stronami przez (2r9)? daje N < 24%, czego nalezalo dowiesé. O

3.9 Zadania

Zadanie 3.1. Niech P: R? — R bedzie jednorodnym wielomianem harmonicznym stopnia 2,
np. P(z,y) = 2% — y?. Ustalmy tez funkcje wycinajaca:

ne€C®R?*), n=1nabB;, n=0rpoza By,

ciag t; = 2% oraz rozbiezny szereg 3. ¢, = oo o wyrazach ¢, \, 0, np. ¢ = % Zdefiniujmy
funkcje

flz) = i ckA(nP)(tyx).

k=0

Wykazaé, ze funkcja f jest ciggla, ale réwnanie Au = f nie posiada rozwigzania klasy C? na
otoczeniu zera.

Wskazowka. Zaczaé¢ od sprawdzenia jednego narzucajacego sie kandydata na rozwiazanie.
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Zadanie 3.2. Dane sg parametry 1 < o < 3 oraz zbiér otwarty U C R?. Kostke diadyczna @
uznamy za dobrg, jesli 5Q) C U. Wykazaé, ze jesli ()1, Q)2 sa dwiema maksymalnymi dobrymi

kostkami oraz a@)q,aQ)s si¢ przecinaja, to ich rozmiary sa w stosunku nie przekraczajacym

1+a+23
B—a
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