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Zadanie 2. Wykazaé, ze miara powierzchniowa wykresu funkcji
F:(0,1)x (0,1) = R*,  Fla,y) = (¢ + 22,y — 4y)

jest nie wigksza niz 15.

Rozwigzanie. Wykresem funkcji F' jest zbiér par postaci (z, F(z)) € R? x R? dla wszystkich
z € (0,1) x (0,1), a wigc przy standardowym utozsamieniu jest to zbior

I ={(z,y,2” + 22,9 —4y) 2,y € (0,1)} C R
Jest jasne, ze ' jest 2-wymiarowa rozmaitoscia parametryzowana przez gtadka funkcje
G: (0,1 =R, G(z,y) = (z,y,2° + 22,y* — dy).

W celu wyznaczenia miary powierzchniowej I' obliczymy najpierw wyznacznik Grama:

1 0
0 1
DG =
<x7y) 2$+ 2 0 ’
0 2y — 4
. 14 (22 + 2)? 0
DG(z,y)" DG(x,y) = 0 1+ (2y — 4)2 ’

det (DG(ZL‘, y) ' DG(x, y)) = (1 + (22 + 2)2> (1 + (2y — 4)2>.

Zgodnie z definicja, miara powierzchniowa I' jest rowna

o9(l) = /(0 . \/det (DG(x, )T DGz, y)) dX\a(z,y)

- /(0 1)2 \/(1 + (22 4+ 2)?)(1 + (2y — 4)?) dra(z, ).



Korzystajac z twierdzenia Fubiniego, uzyskujemy

JQ(F)Z/O /0 VO (22 +2)2)(1+ (2y — 4)2) de dy

- ([ Ve ([ i e,

Obie caltki mozna szacowa¢ w ten sam sposob. Tak naprawde maja one te sama wartosc,
o czym latwo sie przekonaé, stosujac naturalne podstawienia (za 2x + 2 w pierwszej i za
2y — 4 w drugiej z nich), lub tez bezposrednie podstawienie « + y = 1. Skupimy sie wiec na
ograniczeniu z gory calki fol \/ 1+ (22 4 2)2dz. Wskaze kilka réznych sposobéw rézniacych

sie poziomem naturalnosci (lub tez wymaganej pomystowosci) oraz potrzebnym naktadem

pracy.

Uwaga. Kuszaca wydaje sie mozliwo$¢ wyznaczenia tej catki bezposrednio, np. przez jedno

z tzw. podstawien Eulera. Prowadzi to do wyniku

2
4+ V17
(ﬁ— Ws+1im (M)) ~ 10,035 < 15.

Jednak otrzymanie przyblizonej wartosci otrzymanego wyrazenia (bez uzycia kalkulatora)
nie wydaje si¢ tatwiejsze od wyjsciowego zadania przyblizenia catki.

SPosOB 1. Skorzystamy z nieréwnosci Jensena dla funkcji wypuktej ¢ — ¢ (Iub tez nie-
réwnosci Cauchy’ego-Schwarza, ktéra w tym przypadku daje to samo):

(Almdx>2</ol< 1+(2x+2)2>2d$
:/01(1+(2x+2)2)dx

=123 < 15. O

SPosOB I1. Oszacujmy 1+ (2z + 2)? z gory przez kwadrat pewnego wyrazenia liniowego.
Latwo si¢ przekonaé, ze dla z € (0,1) zachodzi nier6wnosé¢ 1+ (22 +2)? < (22 + 3)?, co daje

1 1
/\/1+(2x—|—2)2dx</(2x+3)dx:4.
0 0

Niestety 42 = 16 > 15, wiec potrzeba lepszego oszacowania. Zauwazmy wiec, ze zachodzi
rowniez 1+ (22 + 2)* < (2z + 2)?, w konsekwencji

1 1
/ \/1+(2x+2)2dx</(2x+g)dx:;
0 0

2



W kwadracie otrzymujemy teraz oszacowanie przez % = 12% < 15. [
Uwaga. Wéréd oszacowan tego typu optymalnym jest 1 4+ (22 + 2)? < (22 4+ v/5)2, co

prowadzi do ostatecznego oszacowania przez liczbe (1 + v/5)? ~ 10,47.

SPoSOB II1. Oszacujmy 1+ (22 +2)% = 422 +8x+5 z gbry przez pewne wyrazenie liniowe.
Poniewaz na przedziale (0,1) mamy 2% < x, otrzymujemy 1 + (2x + 2)% < 122 + 5, co daje

1 1
/ \/1+(2x+2)2dx</ V12x + 5dx
0 0

= L(120 +5)%?|
173/2 _ 53/2
18

1
0

Pozostaje porownac otrzymane oszacowanie z tym z zadania. Zrobimy to bezposrednio, prze-

ksztalcajac rownowaznie teze:

173/2 _ 53/2 2
() <15

18
178 —2.173/2.5%2 1 53 < 15 . 182
89 < 1732 . 5%/2
892 < 853
7921 < 614 125.

Prawdziwos¢ ostatniej nieréwnosci potwierdza, ze otrzymane ograniczenie pocigga za soba
teze zadania. O

2
Uwaga. Metoda wyzej daje oszacowanie przez liczbe (W) ~ 10,71.



