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Zadanie 2. Kazdy punkt elipsy
E = {(:U,y,z) eER? 224y =1, 2+2= 1}

zostal potaczony odcinkiem z punktem (0,0, 0). Rozmaitosé M jest suma tych odcinkéw (bez

koncow). Obliczy¢ catke powierzchniowa / VvV + 3zdoy(z,y, 2).
M

Rozwigzanie. Rozwiazanie sktada si¢ z trzech gtownych krokéw:
1. znalezienie parametryzacji ¢ powierzchni M (3p);
2. obliczenie wyznacznika Grama dla ¢ (4p);
3. wyznaczenie zadanej catki powierzchniowej (3p).

W nawiasie zaznaczytem, ile punktow przyznawano za kazdy z nich.

Krok 1. Do parametryzacji F mozna wykorzysta¢ standardowa parametryzacje okregu
jednostkowego a — (cos a, sin ) poprzez wyznaczenie z = 1 — x:

(@) := (cosa,sina, 1 — cos ).

Dla ustalonego punktu p € E odcinek taczacy p z 0 mozemy parametryzowaé funkcja t —
(1—1¢)-0+t-p, cow polaczeniu z powyzszym daje

o(t,a) =t-y(a) = (tcosa, tsina, t(1 — cosa)).

Jesli za dziedzine ¢ przyjmiemy (0, 1) x (0, 27), to w obrazie znajdzie sie cata powierzchnia M
z wylaczeniem odcinka taczacego (1,0,0) z (0,0,0) — jest to jednak zbiér zerowej miary po-

wierzchniowej, wiec mozemy go pominaé¢ przy obliczaniu catki. Pozostaje przekonac sie, ze ¢
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jest parametryzacja. Latwo przekonad sie, ze jest to bijekcja klasy C*! oraz Dy ma pelny rzad
(co zreszta wynika z obliczen z punktu 2), wiec trzeba tylko uzasadni¢ homeomorficznosé.

SPosOB I. Wskazemy odwrotno$é . Poniewaz warto$¢ ¢ mozna wyliczy¢ ze wzoru ¢ =
x + z, wiec (cosa,sin«) otrzymujemy jako (z,y)/t. Znanym faktem jest, ze standardowa
parametryzacja okregu jednostkowego posiada odwrotnosé (nazwijmy ja a na czesé funkeji
arcus (co-)tangens). Po polaczeniu tych obserwacji otrzymujemy funkcje klasy C*

(2,9, 2) (:;; +za <§f+yi>>

i nie jest trudno sie przekonac, ze istotnie jest to odwrotnosé . O]

SPosOB II. Funkcje ¢ mozemy przedtuzyé tym samym wzorem do cigglej funkcji na
zwartym zbiorze [0, 1] x [0, 27]. To przedtuzenie ¥ nie jest juz co prawda bijekcja, ale spelnia
warunek

P(t1, 1) = P(ta, ar) = (t1, 1) = (t2, ) lub t1,to = 0 lub ay, an € {0, 27}.

Standardowy lemat topologiczny (zob. zadanie 6.6 wéréd zadan na mojej stronie) moéwi nam,

ze w takim razie P jest homeomorfizmem na swoj obraz, wigc ¢ tym bardzie;j.
Krok 2. Obliczamy macierz rézniczki (:

cos v —tsina
Dp(t,a) =] sina tcosa
1 —cosa tsina
Nastepnie strategie obliczeniowe sg co najmniej dwie:
SPosOB 1. Obliczamy wprost:
tsin a1 — cos ) t?sin? a + t% cos? a + t2sin® o

DDy — (0082 o+ sin? a + (1 — cos a)? tsin (1l — cos ) )

B ( 1+ (1—cosa)? tsina(l— cosa))
~ \tsina(l —cosa)  t3(1 +sina),
det(Dyp" Dy) = (1 + (1 — cosa)?) - t*(1 + sin® a) — t*sin® a(1 — cos a)?
=t*(1 +sin*a + (1 — cosa)?)
=t*(1 +sin®a +cos’ a — 2cosa + 1)

=1*(3 — 2cos ).


https://www.mimuw.edu.pl/~mis/AM2.2-2025/AM2.2-2025.pdf

SpPosOB II. Skorzystamy ze wzoru Cauchy’ego-Bineta:

cosa —tsina cos v —tsina
det(Dyp’ D) = det? | . + det ? .
sina  tcosa 1l —cosa tsina
4 et ? sina  tcosa
1l —cosa tsina
= (tcos® a + tsin® a)? + (tsinacosa + tsin a(l — cos a))
2
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+ (tsin® a — tcos a1l — cos )
=t* + *sin” a + t*(1 — cos a)?
=t*(1 +sin®a +cos’a — 2cosa + 1)
=1*(3 — 2cos ).

Krok 3. Po podstawieniu (x,y, z) = ¢(t,«) w miejsce v/ + 3z otrzymujemy

\/tcosoH— 3t(l —cosar) = \/t(?) —2cosa),

co dziwnym trafem pozwala na znaczace uproszczenie badanej catki. Pomijajac zbiér mia-
ry zero (odcinek wspomniany wezesniej) i wykorzystujac twierdzenie Fubiniego (mamy do

czynienia z dodatnimi funkcjami ciagtymi), otrzymujemy:

/ Va+3zdoy(z,y, 2 / Va + 3zdoy(z,y, 2)
M\odcinek

= / \/ t(3 — 2cos ) \/det(DgoTDgo) dAa(t, @)
(0,1)x(0,27)

/ /t3/2 — 2cos o) dt da
</0 t3/2dt> (/0 (3—2cosoz)doz>
2

5

12
(3-2r—2.0) = 5



