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Operon: Jacob & Monod (1960)

gen regulatorowy miejsca kontrolne geny struktury

T T

o geny struktury - geny kodujace biatka, ktorych ek-
spresja ma podlegac regulacji

© biatka regulatorowe (kodowane przez geny regula-
torowe) - biatka rozpoznajgce sekwencje kontrolne;
aktywatory stymulujg transkrypcje gendw, a represory
blokujg zapoczagtkowanie transkrypcji gendw;

o sekwencje kontrolne - miejsca wigzace polimeraze
RNA (promotory) czy represory (operatory)



Operon laktozowy (lac)

represor lac
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Operon tryptofanowy (trp)
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Regulacja transkrypcji

¢ negatywna - biatko regulatorowe jest represorem,
taczy sie z DNA i blokuje transkrypcje;

o pozytywna - biatko regulatorowe dziata jako aktywa-
tor, taczac sie z DNA stymuluje transkrypcje;

& operon indukowany - transkrypcja jest wytaczona i
musi zosta€ witgczona;

o operon hamowany - transkrypcja jest wtgczona i musi
zostaé wytgczona.

Operon lac jest przyktadem operonu indukowanego z
negatywng regulacjg, a operon trp przyktadem operonu
hamowanego z negatywnga regulacja.



Bez regulacji

Najprostszy operon sktada sie z jednego genu struk-
tury i z jednego promotora; gen podlega ekspresji caty
czas

B Y™

SG > M >
dM
— = SG — M,
b it B Ym
dP
9 BoM — ypP
bo_r ot Bp Yp P,

gdzie M oraz P oznaczajg stezenie mRNA oraz bia-
tka. Wszystkie rozwigzania nieujemne sg zbiezne do
rozwigzan stacjonarnych

mr=P¥sg  pr_Pr
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Rownania kinetyczne

o Goodwin: (1965) Adv. Enz. Regul. 3, 425
o Griffith: (1968) J Theor. Biol. 20, 202
o Tyson & Othmer: (1978) Prog. Biophy. 5, 1

dM

0 = bm X E - Mv
dt a (P( ) Ym
dE

— =BeM —eE,

7 Be Ye

bmax - Maksymalny poziom transkrypcji, ¢(E) - tempo
transkrypcji DNA, przy wartosci efektora E



Negatywna regulacja

Reg O SG
| % % % i Operon
R+E —— RE L’ M
[ |
R - represor, O - operator, E - efektor, M - mRNA
1 + K]_En K1 Ko
E)=p,—————, R+nE=RE, O+RE,=ORE,
w(E)=¢ T KE" +n +

n - liczba czasteczek efektora, K = K1(1 4+ KaRiot),
Riot = R+ KiR-E"+ KO - RE, = R(1 + K1 E"),
®m -maksymalne tempo transkrypcji DNA



Rownania

Zmieniamy zmienne (M, E) na (xi, x2) tak aby

Xm

—— = Y (kaf O) — 1),
dt Y (Kd (x) Xl)
dX2

E = ’YX2(X1 - Xz).

gdzie vy, Vx,, kg > 0 oraz

1 n
Fx)= — % A>1
1+ Axn

Istnieje tylko jedno rozwigzanie stacjonarne, jest global-
nie stabilne i jest dodatnim rozwigzaniem uktadu

Xo =Xx1, X1 = Kgf(x).



Graficzne badanie rozwigzan stacjonarnych
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Transkrypcyjny/translacyjny bursting

Eksperymentalnie zaobserwowano, ze

o w pewnych organizmach DNA/mRNA jest transkry-
bowane w sposdb nieciggty,
Golding, Paulsson, Zawilski, Cox: (2005) Cell;
Cai, Friedman, Xie: (2006) Nature;

o amplituda produkcji molekut poprzez bursting ma
rozktad wyktadniczy z gestoscia

1
h = —e_y/b,
W)=

gdzie b jest Srednig wielkoScig 'burstow’;

& czestotliwosc burstingu ¢ zalezy od stezenia molekuf.



Dynamika z burstingiem

Transkrypcja odbywa sie w losowych czasach 0 < t; <

t; <..., a pomigdzy, proces przebiega zgodnie z réwna-
niami
dX1 dX2
_dt = _’YX1X11 _dt = fYXQ(Xl _ X2)-
T : Pr(91 > :L‘) = e_x/b
I
I
! t
) 09, Pr(tl > t) =@ fo p(z2(s))ds
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011 1
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t1 to 4



Dynamika z burstingiem

¢ Gdy obecny jest bursting, zastepujemy uktad

Xm dX2
X1 f - 7 — Tx - 1
at =7 (K'd (x2) Xl) P Yoo (X1 — X2)
uktadem stochastycznym
dX1 _ dX2
T = —vx1 + =(h, o(x2)), ra = Yo (X1 — x2),

o =(h, ) jest skokowym procesem Markowa, w ktorym
skoki pojawiaja sie w tempie ¢ = vy, Kkpf i ich wielkoSC
ma rozktad zgodny z gestoscia h.

o Istnieje jedyny rozktad stacjonarny (xi,x»), ale nie
potrafimy znalez€ wzoru na ten rozktad.



Model zredukownay

Na ogdt tempo degradacji mMRNA jest duzo wieksze niz
efektora x; = kqf(x2). Wtedy dwa réwnania determi-
nistyczne redukujemy do jednego

dx 1+ x"
— = f —x), f = —
= V(Raf 00 = x). F) =
W obecnosci burstingu otrzymujemy
dx

57 = W H=(he(x),  e(x) = yhef(X).

Rozktad stacjonarny ma gestosS¢ postaci

P.(x) = Ce¥/bx% 1(1 + Ax")?, 6= :—2(1 —A) <0,



Rozktad stacjonarny

15

n=2 A=3,b=3, Kk, roSnie od lewej do prawej



Przetacznik dwustanowy fag X\

Fag X jest wirusem infekujacym bakterie E. coli.
Dwa alternatywne cykle: lityczny oraz lizogenny.

@
#
[4

Copyright © Elsevier Ltd. Current Biology 17 (2007), no. 9, R305-R312



Stan lizogenii
Lysogeny

cl Monomer cl Dimer

S

mRNA

fag integruje sie z genomem;

wyciszenie ekspresji gendw faga;

represor cl - biatko odpowiedzialne za utrzymanie stanu
lizogenii



Stan lizy

Lysis

cro Dimer cro Monomer

ekspresja gendw faga; replikacja;
biatko cro - blokuje ekspresje represora cI
przetgczenie z lizogenii w lize - sygnat uszkodzen genomu



Przetacznik syntetyczny

Gardner, Cantor & Collins Nature (2000) 403:339
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Model przetacznika genetycznego

Regy
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Rownania dla przetacznika

Wprowadzamy zmienne bezwymiarowe (xi, x2, y1, y») tak
aby
Xm

77 = Yalkaxf(y2) —xil, (1)
S ) 2)
D g a0 — il (3)
2 1= 22), (4)
) = =2 oraz f) = 2 (5)

14+ Ay 14+ Ayxy”



Rozwigzania stacjonarne

Rozwigzania stacjonarne uktadu (1)-(4) sa postaci x; =
X5 = x*,yf = y5 = y* gdzie (x*,y*) jest rozwigzaniem
uktadu
X2 = Kaxf(y2) (6)
¥2 = Kdyf(x). (7)
Dla kazdego rozwiazania (x*, y*) uktadu (6)-(7)istnieje
rozwigzanie stacjonarne W* w modelu, a parametry

(I{/d’x, I’{/d’y, Ax, Ay, nx, ny)

okreSlajg, czy W* jest jedynym rozwigzaniem stacjonarnym,
czy nie.



Graficzne badanie rozwigzan stacjonarnych

WYKresy yo = kg, fy(x2) Oraz xo = kg xfx(y2) Przy rosnacym kg x



Graficzne badanie rozwigzan stacjonarnych

X

mozliwe rozwigzania stacjonarne x = kg xfx(Kd,yf,(x))



Graficzne badanie rozwigzan stacjonarnych
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Model zredukowany z burstingiem

Dwie powolne zmienne - jedna w kazdym genie

Cztery rownania redukujemy do

dx

— — “Yx XfX - y

il [Kaxf(y) — X]

dy

ar = YylKkayfy(x) — yl.

Stochastyczne réwnania sg postaci

dx _
Pt s =(h, 01(y)) z  @i1(y) = Wkoxfi(y),
dy

= WY+ (R 0a(x) 2 @a(x) =Wk, (x).



Jedna zmienna

Jedli istnieje pojedyncza dominujgca zmienna najwolniej
zmieniajgca sie (zatézmy, ze jest w genie X) w stosunku
do pozostatych trzech zmiennych, to uktad redukuje sie
do réwnania
dx
=7 = MRaxhlkay (x)) = A1,
gdzie <y jest najmniejsza statg tempa degradacji. Row-
nanie stochastyczne jest postaci
dx _
- = Tt =(h,o(x)) z @(x)="vksxF(x),
1+ (Kpyfy(x))™

14 Ax(kpy f (x))™

F(x) = flkpy (X)) =



Monomeryczna represja jednego z genow

Dla n, =1, F ma prostszg postac

_ (14 Kby) + (Ay + Kpy)X™
A + Txny '

gdzie A = 1+Akpy >0, [ =A,+AKkp, > 0.

F(x)

GestoSE rozktadu stacjonarnego jest postaci
P.(x) = Ce ™/’ x L[\ 4 Ix™]°

z

K:b,x(l + K,b,y) > O, 9 — K,bny,b'y(AX — 1)(Ay — 1) >
A n, Al

0.

A=
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