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Model geometryczny Fisher’'a
Model nieskonczony ze stresem

Rozwiazanie w klasie rozktadéw Gaussa
Model w terminach miar probablistycznych

Model geometryczny Fisher'a (R.A. Fisher, 1930) to matematyczny
model opisujacy adaptatyng ewolucje, pozwalajacy na modelowanie
stresu Srodowiskowego.

@ Podstawa modelu jest fenotyp przypisany kazdemu
organizmowi - wektor z R”.
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Model geometryczny Fisher'a (R.A. Fisher, 1930) to matematyczny
model opisujacy adaptatyng ewolucje, pozwalajacy na modelowanie
stresu Srodowiskowego.
@ Podstawa modelu jest fenotyp przypisany kazdemu
organizmowi - wektor z R”.
o Ponadto istnieje jeden fenotyp optymalny do ktérego fenotypy
organizméw s3 poréwnywane.
@ Funkcja przystosowania organizmu jest zalezna od odlegtosci
fenotypu organizmu od fenotypu optymalnego.
@ Naturalna selekcja preferuje organizmy o wysokiej funkgji
przystosowania.
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Nasza wersja modelu:

o Zakfadamy ze przestrzen fenotypowa jest jednowymiarowa
(uogdlnienie na R" prawdopodobnie proste)

e Mutacje pochodza z rozktadu Gaussa, o sredniej 0 (co nie
oznacza ze mutacje pozytywne i negatywne sa réwnie
prawdopodobne!)

@ Funkgcja fitness to funkcja Gaussa, o sredniej w fenotypie
optymalnym.

@ Stres srodowiskowy bierze sie z przesuwania fenotypu
optymalnego, w kazdym pokoleniu w jedna strone, kierunek nie
ma znaczenia (Matuszewski et al. 2014)

@ Rozmnazanie bezptciowe (organizmy klonalne).
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Model geometryczny Fisher'a
Model nieskoficzony ze stresem

Rozwiazanie w klasie rozktadéw Gaussa
Model w terminach miar probablistycznych

Populacja jest modelowana przy pomocy rozktadu
prawdopodobienstwa o gestosci p : R — R. Ewolucja nastepuje w
dyskretnych pokoleniach, i rozktad populacji w pokoleniu n+ 1
zalezy jedynie od rozktadu w pokoleniu n (war. Markova).

Mozna zdefiniowa¢ operator ewolucji d : (R — R) — (R — R)
ktéry przeksztatca zadana populacje w populacje po uptywie
jednego pokolenia:

(px1(0,p)) (x = n) - v(0,0)(x)
Jr (pxv(0,p)) (t —n) - v(0,0)(t) dt

@ (p)(x) =

v(a, B) - funkcja gestosci rozktadu Gaussa o $redniej a i odchyleniu standardowym (3.
p - predko$é mutacji.
7 - stres $rodowiskowy (predko$é ruchu optimum fenotypowego).

o - promien selekgji.
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Mozna tatwo sprawdzi¢ ze operator ® ma doktadnie jeden punkt
staty w klasie rozktadéw Gaussa:

a2+ 2 —1p \/Zp(\/4a2+p2—p)

2p ’ 2

v(a, B) - funkcja gestosci rozktadu Gaussa o $redniej a i odchyleniu standardowym (.
p - predko$é mutacji.
7 - stres $rodowiskowy (predko$é ruchu optimum fenotypowego).

o - promien selekgji.
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Jednakze:

o Prawdziwe populacje nie musza mie¢ rozktadu Gaussa
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Model geometryczny Fisher'a
Model nieskonczony ze stresem

Rozwiazanie w klasie rozktadéw Gaussa
Model w terminach miar probablistycznych

Nalezy wyrazi¢

d(p)(x) = (px1(0,p)) (x — ) - ¥(0,7)(x)

w teminach miar probablistycznych.

b(P)(A) = /R /R v(0.0)(y +2) - Lagaly + 2) AN(0, p)(y)AB(2)

v(a, B) - funkcja gestosci rozktadu Gaussa o $redniej o i odchyleniu standardowym (3.
N (e, B) - miara probablistyczna Gaussa o éredniej o i odchyleniu standardowym f3.

p - predko$é mutacji.

7 - stres $rodowiskowy (predko$é ruchu optimum fenotypowego).

o - promien selekgji.

A(x) - miara Lebesgue’a.
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: ®(Leb(R
: ®(CN) C
: wzér na dziatanie ® na populacji z CN'D
: Zbieznos$¢ odchylenia standardowego

Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Zbieznoé¢ do punktu statego

Strategia dowodu

Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN

Twierdzenie 2: ®(CN) C CN'D

Twierdzenie 3: Wzér na dziatanie ® na populacjach z CN'D
Twierdzenie 4: Zbieznos¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: Zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: Silna zbieznos¢ miary dla ®"(P).
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Zbieznoé¢ do punktu statego Twierdzenie 1:

Klasa CN

Twierdzenie 2:
Twierdzenie 3:
Twierdzenie 4:
Twierdzenie 5:
Twierdzenie 6:

®(Leb(R) =+ R) C CN

d(CJ (CND)

wzér na dziatanie ® na populacji z CN'D
Zbieznos$¢ odchylenia standardowego
zbieznosé Sredniej

silna zbiezno$é miary ¢"(P).

Let CN = {P: Leb(R) —

[0, 1
[0,1] pdfp(x) = [z v(y,0)(x)dS(y)}

Twierdzenie 1.

®(Leb(R) — R) C CA

0,1] | 3o € R 3S: Leb(R) —
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Twierdzenie 1: ®(Leb(]P) —R) CCN

Twierdzenie 2: CND)

Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Zbieznoé¢ do punktu statego

Szkic dowodu.

Niech P : Leb(R) — [0, 1]. Dla kazdego A € Leb(R) mamy:

o(P)(A / / ~ 9 )y — ) dP)AA(Y)

Vo2 + p?

- co oznacza ze ¢ ma funkcje gestosci:

pdfw(w)(x):/RV<Z7\/a:pr2> (x—=n) dP(z) =
= viz L X zZ) =
-/ <+n,m>()dw()
= v Zo—ip X z —
-/ (7m><)dp( "

ktéra jest odpowiedniej postaci aby ®(P) nalezato do CN. ]



Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN
Twierdzenie 2: ®(CN) C (CND)

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Niech CN'D = {IP: Leb(R) — [0,1] | 30 € R 3S: Leb(R) —
0.1] pits)

Jzv(y,0)(x)dS(y) oraz S posiada funkcje gestosci} - to jest,
podzblor CN dla ktérego dystrybucja posiada funkcje gestosci.

Alternatywnie:

CND {]P’ Leb(R) — [0,1] | Jo e R 3s : R — Ry o pdfp(x) =
Jev(y;0)(x) - s(y) dA(y)}
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Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C

Twierdzenie 2: ®(CN) C (CND)

Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 2.

®(CN) C CN'D

Dowdd. Niech P € CN. Powtarzamy kroki dowodu twierdzenia 1
dla P, uzyskujac:

pifoe)(x) = / vz, 22 ) (x) dP(z - )

R Vo2 + p2
Z definicji CN, P posiada funkcje gestosci, a zatem P(z — 1) tez, a
wiec, ®(P) € CND. O
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Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN
Twierdzenie 2: ®(CN') C (CND)
Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ® na populacji z CN'D

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej
Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Niech p quzie funkch geétoéci miary prawdopodobienstwa z CA/D.
Wtedy p(x) = [ v( ) -s(y) dy dla pewnego s i s.
Znajdzmy CD( )-

_ (y+mo® oV +p?
tb(p)(x)—...—c-/Rl/ 212 2 R ol (x)-s(y) dy
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Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN

Twierdzenie 2: ®(CN') C (CND)

Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbieznoéé odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Zbieznoé¢ do punktu statego

Szkic dowodu.

__oVyatp?
Ynt1 = 2 2 2
Vs tpito

, \/2p(v402+p2—p)
Vyo € R lim y, =
n—oo 2

N

/y24p2+02°
lipschitzowska ze stata < 1, a zatem jest odwzorowaniem
zwezajacym. Nastepnie uzywamy twierdzenia Banacha o
odwzorowaniu zwezajacym.

Michat Startek

Rozwazmy f(y) Mozna dowies¢ ze jest ona



Twierdzenie 1: X >

Twierdzenie 2: “N) C (CND)

Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ éredniej

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ¢"(P).

Zbieznoé¢ do punktu statego
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Twierdzenie 1: X >
Twierdzenie 2: “N) C (CND)
Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej
Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ®"(P).

Twierdzenie 6.
Dla kazdego P : Leb(R) — [0, 1] i dla kazdego A € Leb(R) mamy:

3. 2 A/20(~/B52 - 2 —
lim on(B)(A) = A | TVAT2 TP —np V26 02 F=p)

n— oo 2p

(A)

to znaczy, iterowanie ® na dowolnej mierze probablistycznej daje ciag silnie zbiezny do

rozktadu Gaussa z powyzszymi parametrami.
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Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN

Twierdzenie 2: ®(CN') C (CND)

Twierdzenie 3: w. na dziatanie ¢ na populacji z CN'D
Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ®"(P).

Przyktadajac ® dwa razy trafiamy do klasy CN'D (z tw. 1 2).
Zatem, wystarczy dowies¢ twierdzenia dla P nastepujacej postaci:

- / / v (F(x,)) (2) - s(x) dA(x)dA(2)
AJR

Zacznijmy:

n—oo n—oo

lim ®"(P)(A) = lim // (F™(x, y)) (2) - s(x) dA(x)dA(z) =

2p ’ 2

o2 2 _ 2 4052 2 _
_./m./AV(n 402 +p2 —np (VA2 + p2 p))(z)d)\(z)dS(x)—
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Twierdzenie 1: ®(Leb(R) — R) C CN
Twierdzenie 2: ®(CN) C (CND
Twierdzenie 3: wzér na dziatanie ¢ na populacji z CN'D

Zbieznoé¢ do punktu statego

Twierdzenie 4: Zbiezno$¢ odchylenia standardowego
Twierdzenie 5: zbieznos¢ Sredniej
Twierdzenie 6: silna zbiezno$¢ miary ®"(P).

2, s 5 (z) dX(z) dS(x) =

// nV402 +p2 —np \/2p(V402 + p? — p)
= v
JR /A

/ nV402+p% —np \/2p(/402 + p2 — p)
= [ )
A

- - (2) dA(z) - /R dS(x) =

(2) dA(z) =

7/’] nV402 +p2 —np \/2p(V402 + p% — p)
A

2p ’ 2

_ | 1VAGR 4P e V20(VAGE 4 0% — p) )
N 2p ’ 2
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Analiza stanu réwnowagi

Wszystkie populacje daza w wyniku ewolucji do jednej
populacji réwnowagowej

Populacja réwnowagowa jest stabilna

... ma rozktad Gaussa

Wariancja genetyczna populacji réwnowagowej nie jest zalezna
od stresu srodowiskowego (!)

Mozna wyliczy¢ zamkniete formuty na $rednie przystosowanie,
straty w wyniku selekcji, lag fenotypowy...
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Analiza stanu réwnowagi

o Wszystkie populacje daza w wyniku ewolucji do jednej
populacji réwnowagowej

@ Populacja réwnowagowa jest stabilna

@ ...i ma rozktad Gaussa

@ Wariancja genetyczna populacji réwnowagowej nie jest zalezna
od stresu srodowiskowego (!)

@ Mozna wyliczyé zamkniete formuty na srednie przystosowanie,
straty w wyniku selekcji, lag fenotypowy...

...ale dla biologéw dowody nie s3 zadnym dowodem

Michat Startek
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Skonczone populacje Przezywalno$é

variance

variance

10° 102 107 10° 10t
eta

- - theoretical
e—e 100
e—e 500
e—e 1000
e—e 5000
o—e 15000
25000
50000

Michat Startek



Skonczone populacje Przezywalno$é

35 mean

30F

251

15+

mean

5 i
10t 10° 10*

theoretical
100
500

Michat Startek



Skonczone populacje Przezywalno$é

variance
14

12+
10

0.8

variance

0.6

0.4+

0.2 s

theoretical
100
500

Michat Startek



Skonczone populacje Przezywalno$é

mean

20

mean

i
10t 10° 10*
sigma

theoretical
100
500

Michat Startek



Skonczone populacje Przezywalno$é

variance

10

variance

theoretical
100
500
1000
5000
15000
25000
50000
Michat Startek



Skonczone populacje Przezywalnoéé

Funkcja przezywalnosci wyglada nastepujaco:
[ B () -

= /R(V(M*J*)W(O,p))(x— 1) - v(0,0)(x)dA(x) =

2

_n_
e 2p2\/z
™

+/PP 1402
0\/p<p+ \/,02—1—402> pp#

Michat Startek



Skonczone populacje

Przezywalnoéé
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n =10 =1 p— variable

n =50 =5 p — variable

o =1p=1n - variable

n=1p =10 — variable

Figure : wykresy funkcji przezywalnosci z ustalonymi kolejnymi

parametrami.
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Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Mozna wyliczy¢ wartos¢ tempa mutacji ktéra maksymalizuje
funkcje przezywalnosci (pierwiastek pochodnej). Pochodna wyraza
sie wzorem:

,772
e \/g< P>+ 02/ p? +402>
/ 402
p3oy/p? +40\/ p—l—\/ —|—40> as p’;;a
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Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Mozna wyliczy¢ wartos¢ tempa mutacji ktéra maksymalizuje
funkcje przezywalnosci (pierwiastek pochodnej). Pochodna wyraza
sie wzorem:

772
e \/g< P>+ 02/ p? +402>
+1/P?+402
p3a+/ p? +40\/ p—i-\/p —|—40> P p’;z z

Aby znalez¢ pierwiastki wystarczy obliczy¢:

—p>+ P/ PP+ 402 =0

Michat Startek



Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Mozna wyliczy¢ wartos¢ tempa mutacji ktéra maksymalizuje
funkcje przezywalnosci (pierwiastek pochodnej). Pochodna wyraza
sie wzorem:

772
e \/g< P>+ 02/ p? +402>
+1/P?+402
p3a+/ p? +40\/ p—i-\/p —|—40> P p’;z z

Aby znalez¢ pierwiastki wystarczy obliczy¢:
—p>+ 0P/ p2+402=0

Jedynym pierwiastkiem w R jest:

4

1/3
(187740'2 + \/g\/fns (n* — 10804)) / + 4

/3
(67740'2+\ /— #+367]804)




Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Wezmy rozszerzony model:

@ Kazdy organizm wzbogacamy o jego wtasne tempo mutacji
(czyli przestrzen organizméw to przestrzen fenotypowa razy
przestrzeh predkoéci mutacji, czyli R x RY.
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Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
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Ewolucja mutowalnosci

Wezmy rozszerzony model:

@ Kazdy organizm wzbogacamy o jego wtasne tempo mutacji
(czyli przestrzen organizméw to przestrzen fenotypowa razy
przestrzeh predkoéci mutacji, czyli R x RY.

@ Mozna o tym mysle¢ ze nasz nowy model skfada sie w
,warstw" - kazda warstwa osobno zachowuje sie jak warstwa w
starym modelu.

e Chwilowo organizmy nie moga zmienia¢ swojego tempa
mutacji - tempo mutacji podlega jedynie presji selektywnej, zas
nie mutacyjnej.

Michat Startek



Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Mozna udowodnié¢ ze kazda poczatkowa populacja ktérej rozktad
predkosci mutacji ma nieujemna funkcje gestosci zbiega (zbieznos¢
staba-*) do delty Diraca scentrowanej na optymalnej predkosci
mutacji.
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Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji
Analiza bioinformatyczna

Ewolucja mutowalnosci

Populacja rozmiaru 10000
1000 pokolen
Zaczynamy od rozkfadu jednostajnego tempa mutacji U[0, 4p*|

Populacja poczatkowa jest idealnie przystosowana do
srodowiska
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Ewolucja mutowalnosci

A co sie stanie jezeli tempo mutacji tez bedzie mutowac?

@ Model przestaje sie nadawa¢ do analitycznej analizy
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. o Analiza bioinformatyczna
Ewolucja mutowalnosci

A co sie stanie jezeli tempo mutacji tez bedzie mutowac?

@ Model przestaje sie nadawa¢ do analitycznej analizy
o By¢ moze istnieje jakas uproszczona wersja

@ Pozostaje model obliczeniowy
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Podpopulacje ze zréznicowanym tempem mutacji

. o Analiza bioinformatyczna
Ewolucja mutowalnosci

A co sie stanie jezeli tempo mutacji tez bedzie mutowac?

@ Model przestaje sie nadawa¢ do analitycznej analizy
o By¢ moze istnieje jakas uproszczona wersja
@ Pozostaje model obliczeniowy

@ Wzér na optymalna predkosé mutacji powinien dalej
obowiazywaé (prawie)

Michat Startek
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. o Analiza bioinformatyczna
Ewolucja mutowalnosci
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Wyniki

Transpozony jako czynnik zmieniajacy tempo mutacji

@ Wiadomo ze czynniki epigenetyczne biorg udziat w regulacji
transpozondéw

@ ...ale czy jest mozliwe aby kontrolowa¢ namnazanie
transpozonéw w organizmach nawet przy braku czynnikéw
epigenetycznych?

@ Transpozony sa przeciez czynnikiem powodujacym mutacje...

Model analityczny jest oczywiscie poza zasiegiem, ale...
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Wstep

Wyniki

Transpozony jako czynnik zmieniajacy tempo mutacji
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Whioski i przysztosé

@ Tempo mutacji jest istotnym czynnikiem wptywajacym na
mechanizm ewolucji, jednakze samo tez podlega
mechanizmom ewolucji
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@ Tempo mutacji jest istotnym czynnikiem wptywajacym na
mechanizm ewolucji, jednakze samo tez podlega
mechanizmom ewolucji

@ W przypadku zmiennego $rodowiska istnieje optymalne tempo
mutacji, w kierunku ktérego organizmy ewoluuja (a
niekoniecznie reguluja je czynnikami epigenetycznymi)

@ Mozna udowodni¢ wystepowanie takiego zjawiska

@ Tranzpozony, jak i inne czynniki zmieniajace tempo mutacji
gospodarza podlegaja prawom ewolucji (i mamy modele ktére
pozwalaja bada¢ JAK)

o W szczegdlnosci, transpozony w pewnych warunkach moga by¢
symbiontem dla gospodarza (pomagaja przystosowac sie do
nowego $Srodowiska)
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Whioski i przysztosé

A co dalej?

@ Co z organizmami ptciowymi? Wstepne wyniki méwig ze to
samo, pod warunkiem ze nie pozwalamy na dziedziczenie
transpozonu osobno od jego efektu fenotyowego

@ Model przestrzenny, umozliwiajacy studoiwanie zjawisk takich
jak migracja lub kolonizacja nowego obszaru

e Kontynuacja walki o wyniki analityczne
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Whioski i przysztosé

Dziekuje za uwage!
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