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Wirus Zachodniego Nilu
w Ameryce Pothocne;

zachorowalnosc

| Smiertelnosc¢
Ptaki (0-100%)
Konie (~40%)
Ludzie (<0.1%)
Komary - zero




Wirus Zachodniego Nilu

Gospodarze wtorni

Ptak (rezerwuar) Komar (wektor)

http://www.47custer.com/

cykl zyciowy wirusa
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Wirus Zachodniego Nilu - Model
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~ Vectors: mosquitoes

* Ly - larval
(larwy)

* Sy - susceptible
(podatne)

* By - exposed
(zainfekowane)

Iy - Infectious
(zarazone)

Compartments (klasy)



Compartments (klasy)

Vectors: mosquitoes Reservoirs: birds

* Ly - larval
(larwy) * Sk - susceptible
* Sy - susceptible (podatne)
(podatne) « Ip - infectious
o By - exposed (zara'zone)
(Z&iﬂf@kOW&ﬂE) ° Rp - recovered
« Iy - infectious (wyleczone)
(zarazone)



Parametry

by — wspotczynnik urodzen komarow
dr, dy — wspotczynnik Smiertelnosci larw/ komarow
my — Wspotczynnik dojrzatosci komardow

ay,ar — prawdopodobienstwo transmisji wirusa
przy ukaszeniu dla komarow/ ptakow

Br —wspotczynnik ukaszen ptakoéw przez komary
* ky — Wwspotczynnik inkubacji wirusa u komarow
* vg — WspoOtczynnik zdrowienia ptakow

° nr — WSpOtczynnik utraty odpornosci ptakow
* ¢, D —wspotczynnik dyfuzji komardw/ ptakow



Model zalezny przestrzennie (P)

Vectors (komary)

ag—tv = by(Sv + Ev +1Iy) —myLy —drLy
a% — ga;f; - avﬁR]lV—isv +my Ly — dy Sy
% = 58252‘/ + avﬁR%SV — (ky +dy)Ey
%” - ga;{;/ + ky Ey — dyly



Model zalezny przestrzennie (P)

Reservoirs (ptaki)

8SR aQSR S

R
9orR _ p - 2Ry

5 5.2 aROR N,V +nrRR
Ol 0215 Sk

> 5.2 T arOR N,V T rlR
8RR 82RR
W = D D72 + ’VR]R — 77RRR



Uproszczenia

» Zainfekowane komary od razu staja sie zdolne do
zakazenia:
ry — o0 = By — 0
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Uproszczenia

» Zainfekowane komary od razu staja sie zdolne do
zakazenia:
ry — o0 = By — 0

* Ptaki po wyzdrowieniu staja sie od razu podatne
na zarazenie: np — oo = Rp — 0

Catkowita liczba ptakow:
NR(CIZ, t) = SR(CE, t) + ]R(CC, t) + RR(CIZ, t),
ONp 0’ Np

or D Ox?




Uproszczenia

» Zainfekowane komary od razu staja sie zdolne do
zakazenia:
ry — o0 = By — 0

* Ptaki po wyzdrowieniu staja sie od razu podatne
na zarazenie: np — oo = Rp — 0

Catkowita liczba ptakow:
NR(CIZ, t) — SR(CE, t) + ]R(xv t) + RR(CE, t)a

* Ng(x,0) = Np = const. = Ngr(x,t) = Ng



Uproszczenia

Catkowita liczba dorostych komarow:
Ay (x,t) = Sy (x,t) + Ey(x,t) + Iy (x, 1),



Uproszczenia

Catkowita liczba dorostych komarow:
Ay (x,t) = Sy (x,t) + Ey(x,t) + Iy (x, 1),

DAy OPAy
W = £ 52 —dvAv—I—vaV
OL1

5 = bvdv—(mv +dr)Lly



Uproszczenia

Catkowita liczba dorostych komarow:
AV(xa t) — SV(QZ', t) + EV(QZ', t) + ]V(QZ', t)a

DAy OPAy
W = £ 52 —dvAv—I—vaV
OL1

5 = bvdv—(mv +dr)Lly

* Ay(x,0) = Ay = const, Ly (x,0) = Ly = const. =
AV(xa t) — AV(t)



Uproszczenia

Catkowita liczba dorostych komarow:

AV(xa t) — SV(QZ’, t) + EV(QZ’, t) + ]V(xa t)a

0Ay 0% Ay
ot 022

OL
—8tv = byAy — (my +dg)Ly

— dy Ay + my Ly

Ay (x,0) = Ay = const, Ly (x,0) = Ly = const. =
AV(xa t) — AV(t)

dy (my +dp)
my
stacjonarnego Ay, Ly

° by = = Istnienie rozwiazania




Uproszczony uktad (S)

lech Ay | Ny beda statymi.



Uproszczony uktad (S)

lech Ay | Ny beda statymi.
Uktad (S)

oIy 0% Iy Ip

— = — (Ay — Iy) —dy 1
Olp 0%Ip N — IR

— =D Iy —yrl
5 5.2 OROR N, v rlR



Posta ¢ macierzowa

ktad (S) mozna zapisac jako

Ip
hillv,Ir) = avBry—(Av —Iv) —dvly
R
Np—Ip
fo(lv,Ir) = agrPr Ny Iy —VrIR

oraz D

|
1
=N
S o
| I |



Wiasno sci (S)

tasnosci uktadu (S), potrzebne, aby zastosowac
golne twierdzenia o falach biegnacych i tempie
ozprzestrzeniania sie infekcji.

* f1, f2 sa niemalejace w wyrazach poza przekatna.
* f nie zalezy wprost od z ani od ¢.

* Macierz D jest diagonalna, o wyrazach na
przekatnej Scisle dodatnich.



Przestrzennie niezalezny uktad (S*)

zestrzennie jednorodne rozwiazania (S) spetniaja
S*), 1). uktad ODE, :

dly Ip

i - BoAy — ) —dyd
= v Py (Av = Iv) —dvly
dlp Np— In

- arPR Ny v — YrIR

czyli



Basic reproduction number

efinicja Poziom namnazania sie wirusa (basic
eproduction number) R, jest wartoScia oczekiwana
tornych zakazen spowodowanych przez
prowadzenie pojedynczej zarazonej jednostki do
uktadu.

Wyznaczmy K.

1. Zapiszmy uktad (S*) w postaci macierzowej. nowe
zakazenia ( f ) minus pozostate wyrazy (v).

] I _
avBro— (Av = Iv)
Ir |, Np — Ip YrIR
) ORPR Ny Iy



Basic reproduction number

2. Linearyzujemy f{ i v wokot stanu rownowagi
Iy, Ig) = (0,0), gdzie wszystkie ptaki | komary sa
podatne na zarazenie.




Basic reproduction number

3. Ry Jest promieniem spektralnym (dominujaca
artoScia wkasna) dla 7y 1.

O OZVBR AV |
Fy! " Nr
CoE




Rozwiazania stacjonarne (S)

(0,0) jest rozwiazaniem stacjonarnym (S).



Rozwiazania stacjonarne (S)

(0,0) jest rozwiazaniem stacjonarnym (S).

ayapBpAv — dvyrNg

I =
v arBr(dy + ay BR)
o ayarfhAy — dvyrNR
5 =

av Br(VR + ARBRYY)



Rozwiazania stacjonarne (S)

~ (0,0) jest rozwiazaniem stacjonarnym (S).

ayapBhAy — dyyrNR

I3, =
v arBr(dy + ayBRr)
[ ayapBiAy — dyyrNR
5 =

av Br(VR + ARBRYY)
jest dodatnim rozwiazaniem stacjonarnym jesli

(*) CkakRﬁ%Av — dV’YRNR > ()

czyli Ry > 1.



Ptaszczyzna fazowa

Macierz Jacobiego w punkcie (0, 0)

A
—dy OévﬁRN—V
R
7 = DF(0) =
arfr YR

A1+ Ay = trj:—(dv—l—’yR) < 0
Av
N

My = detJ = dyvyg — ayarfr— = dyyr(l — R

Zauwazmy, ze (x) jest rownowazny warunkowi
det 7 <0< Ry > 1.



Plaszczyzna fazowa

Ry <1

Stan stacjonarny (wolny od infekcji-disease free) (0, 0)
jest liniowo stabilny (wezet).
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Plaszczyzna fazowa

Ry <1

Stan stacjonarny (wolny od infekcji-disease free) (0, 0)
jest liniowo stabilny (wezet).

Ro > 1

Stan stacjonarny (0, 0) jest liniowo niestabilny (siodto)
oraz istnieje endemiczny stan stacjonarny (I3, I5,) -
stabilny wezet.

Stwierdzenie[Globalna stabilnoSc endemicznego
stanu stacjonarnego] Jesli Ry > 1 oraz

Iy (0) + IR(0) > 0, to endemiczny stan stacjonarny
(I}, I) Jest globalnie asymptotycznie stabilny w

. pierwszej Cwiartce.



Portret fazowy Iy, Ir(Rg > 1)

_ Yr IgNg
- GRBRNR—lR

I ly Ay ly




Fale biegnace

efinicja Fala biegnaca z predkoscia c dla uktadu (S)
azywamy rozwiazanie u = (Iy, Ir), ktére ma postac
(x — ct) 11aczy stany stacjonarne, a przy tym

(—o0) =u* = (I}, I};) oraz u(oo) = 0 = (0,0).

C

u(x—ct)




Fale biegnace

wierdzenie Istnieje minimalna predkosc fal
legnacych ¢ taka, ze dla kazdego ¢ > ¢y nieliniowy
ktad (S) ma nierosnace rozwiazanie postaci fali
legnacej (Iy (z — ct), Ir(x — ct)) 0 predkosci c takie, ze

(IV(_OO)a ]R(_OO)) — (I‘*/a ];j?,)
oraz
(]V(OO)J ]R(OO)) — (07 O)
Jesli ¢ < ¢y, nie istnieje fala biegnaca o te] postaci.

Korzystamy z og0lniejszego twierdzenia (Li, Weinberger, Lewis,
Volpert).



Predko SC rozprzestrzeniania sie
iInfekcji | fale biegnace

efinicja PredkoScia rozprzestrzeniania sie infekcji dla
leliniowego ukiadu

U = Duxm -+ f(u)7

Z macierza dyfuzji D, gdzie f(0) = 0, f(u*) = 0 oraz
u* > 0, z niezerowymi warunkami poczatkowymi na
zwartym zbiorze, nazywamy liczbe ¢* taka, ze dla
matych ¢ > 0

lim{ sup Hu(t,az)H}:lim{ sup Hu(t,x)—u*H}:O
t—00 z|>(c*+e)t t—00 x| <(c*—e)t



Predko S¢ fali vs ¢

lerdzenie Minimalna predkosc fali ¢y dla uktadu (S)
jlest rowna c¢*, czyli predkosci rozprzestrzeniania sie
Infekcji dla tego uktadu.



Predko S¢ fali vs ¢

wierdzenie Minimalna predkosc fali ¢y dla uktadu (S)
jlest rowna c¢*, czyli predkosci rozprzestrzeniania sie
Infekcji dla tego uktadu.

Predkosc fali trudno znalezc, ale wielkoS¢ ¢* mozna
wyznaczyC badajac zlinearyzowany ukitad;
zastosujemy rezultat Weinbergera, Lewisa, LlI.



Zlinearyzowany uktad (L)

Iy Iy Iy
- +J
[fRL [fR]m [fR]
i Ao -
—dy OévﬁRN—V
J = Df(0) = i
arfr YR

0
oraz D = [5 ]



nkcja f
filly,Ir) = ayvBr—(Av —Iy) —dyly

follv,Ir) = agrfBr

spetnia warunek podstycznosci, czylidla p > 0

(o] 1)) o | | =n7 | ]



Liniowa odpowiednio SC

wierdzenie (i) PredkoSc rozprzestrzeniania sie infekcji
* nieliniowego uktadu (S) oraz predkosSc ¢ dla
linearyzowanego uktadu (L) istnieja oraz ¢* = .

i) PredkoSc¢ rozprzestrzenienia sie ¢ dla uktadu (L)
jest dana wzorem

N
¢=info1(M)

gdzie o1()) jest najwieksza wartoscia wkasna macierzy

_J+ND
A

B



Predko SC rozprzestrzeniania sie¢ ¢

lelomian charakterystyczny dla B,

trJ + (D + g)\? +detj
A A2

(o3 N, €) = o°—0 —Ddy—eyr+eD)



Predko SC rozprzestrzeniania sie¢ ¢

lelomian charakterystyczny dla B,

trJ + (D +¢e))\? detJ

3 + 2 — Ddy —eyp+eD)?

(o3 N, €) = o°—0

i

(0;X) = X*p(o; A, 0)



Predko SC rozprzestrzeniania sie ¢

lelomian charakterystyczny dla B,

trg + (D +¢e)X\? detJ

———+—5—Ddy—eyg+eDX’

(o; N, €) = 0*—0

P(o;\) = Ap(o; A, 0)
Q - rugownik (resultant) wielomianu P i pochodnej ¢



Predko SC rozprzestrzeniania sie ¢

lelomian charakterystyczny dla B,

s,  trJ + (D +e)\* detJ

p(o; N\, e) =0c“—0 X + 12 —Ddy —eyp+eD)\?

P(a;A) = Xp(o; A, 0)
Q - rugownik (resultant) wielomianu P i pochodnej ¢

Twierdzenie Przy ¢ — 0, predkoScC rozprzestrzeniania
sie ¢* = ¢ dla nieliniowego uktadu (S) zbiega do
pierwiastka z najwiekszej wartosci witasnej wielomianu

Q(z).



Wielomian Q

Q(c*) = ¥ + * D(—46° 4 12dyj — 2dy6? + 1865)
+c? DX(—180dy j — 12dyj + dipf — 27j%) + 4D’ dy,j

gdzie
7 =detJ, 6O=trJ

oraz D jest wspotczynnikiem dyfuzji ptakow.



Oszacowania numeryczne
dac-=cze=0

c* ([22]) jako funkcja dyfuzji D. Dla Ay /Ng = 20, 8r = 0.3,7g =
0.01,dy = 0.029, ay = 0.16, ag = 0.88/dzien, obserwowana predkosc
rozprzestrzeniania sie 2.74km /dzien odpowiada wspotczynnikowi

I dyfuzji D rzedu 5.94km? /dzien.




* Uktad
(P)

0Ly
ot
0Sv
ot
OFEy
ot
oly
ot
OSRr
ot
0lr
ot
ORR
ot

= D

bv(SV + By + Iv) —myLy —dp Ly

58;5; _ avﬁR%SV +my Ly — dvSy
83;52‘/ + OéVﬁR]{f—};SV — (kv +dv)Ey
ea;izv + kv By — dyly

Dﬁsff — aRﬁRJi—iI\/ + nrRR

Da;{f + aRﬁRf]—iI\/ —YrlR

0°Rp
ox?

+YrIr — MrRER



* Uktad
(P)

* Uktad oI o921 I
(S) 8—;/ = € 6:1:;/ +Oév5RN—1;(Av—fv)—dva
6IR 6213 NR_IR
— = Iy — Rl
5 D> + arfr N, v rlR




* Uktad
(P)
- Uktad
(S)

» Uktad
(S%)

dly
dt

dlr
dt




* Uktad
(P)

* Uktad oI 02T I
(S) 6—;/ = ¢ 8:1:;/ +Oév5RAVN—RR—dVIV
2
° kJSk:f)ad aaif = Daa;§+OZR5RIV_7RIR
* Uktad
(L)



Podsumowanie

Uktad (P)
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Podsumowanie

Uktad (P)

Uktad uproszczony (S)

fale biegnace

Uktad jednorodny (S*)

(rozwiazania stacjonarne)



Podsumowanie

Uktad (P)

Uktad uproszczony (S)

predkoSc¢ rozprzestrzenienia, fale biegnace




Podsumowanie

Uktad (P)

Uktad uproszczony (S)

predkoSc rozprzestrzenienia, fale bieghace

Uktad zlinearyzowany (L)
(liniowa predkoSc¢ rozprzestrzeniania)



Podsumowanie

Uktad (P)

Uktad uproszczony (S)

predkoSc¢ rozprzestrzenienj
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Uktad jednorodny (S*)

(rozwiazania stacjonarne)
Uktad zlinearyzowany (L)
(liniowa predkoSc¢ rozprzestrzeniania)



Podsumowanie

Uktad (P)

twierdzenie porownawcze

Uktad uproszczony (S)

predkoSc¢ rozprzestrzenienj

, fale biegnace

liniowa odpowiednioSc

Uktad jednorodny (S*)

(rozwiazania stacjonarne)
Uktad zlinearyzowany (L)
(liniowa predkoSc¢ rozprzestrzeniania)



Uktad uproszczony (S) przy Ay, Np.

o1 0°1 I (~
- g v + OzvﬁRN—R (AV — IV) — dy 1y

ot Ox? Np

Ol %I p Np — I

— =D — Iy — vrl
5 52 + arPR N v —VRIR

gdzie Ay, Ny sa stalymi.



Twierdzenia porownawcze

wierdzenie Zatdzmy, ze Ng(z,0) = N,
__dy(my+dr)
V="
v(x,0) = Lyg = const., Ay (x,0) = Ayg = const.
tedy sktadowe (Iy, I R) rozwiazania uktadu (P) sa
ograniczone z goéry przez rozwiazania (I, Ig)

uproszczonego uktadu (S) jesli

dy Ay — my Ly ~
Ao, Ayg — <A
maX( Vo Vo s +dy +d;, ) =Y

oraz
(Iy(0) + Ev(0),1r(0)) < (Iv(0), Ir(0)).



Twierdzenia porownawcze

wierdzenie Zatézmy, ze zatozenia poprzedniego
wierdzenia sa spetnione oraz

dy Ay
dyv YR (1 + —> < avOzRﬁé,\,—
Ry NR

Jesli predkoSc¢ rozprzestrzeniania sie infekcji dla
uktadu (P) istnieje i jest rowna c},, to ¢}, < ¢*, gdzie ¢*
jest predkoScia rozprzestrzeniania sie dla
uproszczonego uktadu (S).



Twierdzenia porownawcze

jest rownowazny nierOwnosci

2N
oy o Ay k
730_\/ vaRrBpAyky o1,

dyyrNg(ky + dy)

gdzie Ry jest poziomem namnazania sie wirusa (basic
reproduction number) dla uktadu ODE odpowiadajacego
uktadowi (P).



