SKROCONY OPIS PROJEKTU

1. Cel naukowy projektu

Jednym z fundamentalnych probleméw fizyki jest zrozumienie dlaczego w odpowiednio niskich temperatu-
rach ciata makroskopowe przyjmuja postaé krysztaléw [1-3]. Dlaczego atomy i molekuty ukladaja si¢ w
przestrzennie-okresowe konfiguracje? Fundamentalne prawo fizyki statystycznej méwi nam, ze rdwnowago-
we zachowanie si¢ uktadu wielu oddziatujacych czastek jest wynikiem rywalizacji pomigdzy energia a entro-
pia uktadu prowadzacej do minimalizacji energii swobodnej. W odpowiednio niskich temperaturach mozemy
zazwyczaj pominaé wktad entropii do energii swobodnej, rozktad prawdopodobiefistwa potozen czasteczek
jest skoncentrowany wtedy na konfiguracjach minimalizujacych energi¢ uktadu. Problem istnienia krysztaléw
sprowadza si¢ wtedy do pytania: dlaczego konfiguracje przestrzenne czasteczek minimalizujace energi¢ od-
dziatywan sa okresowe?

Odkrycie kwazikrysztatéw przez Dana Schechtmana w 1982 roku pokazato, ze wbrew temu co przez lata
twierdzili fizycy, minimalizacja energii niekoniecznie musi prowadzi¢ do struktur okresowych [4]. Klasyczny
problem krysztalu ma w zwiazku z tym nowe sformutowanie: jak wyprowadzi¢ daleko-zasiggowy porzadek
(krystaliczny albo kwazikrystaliczny) z translacyjnie-niezmienniczych oddziatywan migdzy czasteczkami?

W niniejszym projekcie badawczym bedziemy rozwazaé klasyczne gazy sieciowe. W takich modelach, w
kazdym wezZle nieskoniiczonej regularnej kraty kwadratowej lub szedciennej znajduje si¢ jedna czastka okre-
Slonego typu. Zwré¢my uwage, ze krata jest okresowa, natomiast nieokresowe moga by¢ konfiguracje czastek
czyli przypisanie typow czastek do weztow kraty. Czastki oddziatywuja ze soba translacyjnie-niezmienniczymi
potencjatami skoriczonego lub nieskoriczonym zasiggu. Bedziemy konstruowac i bada¢ przyktady oddziatywar,
dla ktérych wszystkie konfiguracje minimalizujace energi¢ czyli tak-zwane konfiguracje stanu podstawowego
sa nieokresowe, natomiast istnieje jedyna translacyjnie-niezmiennicza miara majaca nicokresowe konfigura-
cje stanu podstawowego w swoim no$niku. Miar¢ taka, ergodyczng ze wzgledu na przesunigcia, bedziemy
nazywac nieokresowa miara stanu podstawowego. Bedziemy chcieli wykazac, ze nieokresowe stany podstawo-
we s stabilne ze wzgledu na male zaburzenia oddziatywan (zero-temperaturowa stabilnos¢) oraz ze wzglgdu
na ruchy cieplne (niskotemperaturowa stabilno$¢). Badanie stabilnosci struktur nieokresowych jest motywem
przewodnim naszego projektu. W niezerowej temperaturze minimalizacja energii swobodnej jest osiagana przez
stan uktadu opisywany przez tak-zwane miary Gibbsa, ktére w granicy zerowej temperatury staja si¢ stanami
podstawowymi. Mozemy teraz precyzyjnie postawi¢ giéwny problem - zadanie badawcze naszego projektu.

Gléwny problem otwarty: Czy istnieje klasyczny gas sieciowy z translacyjnie-niezmienniczym oddziatywa-
niem skoriczonego zasiggu, z nieokresowym stanem podstawowym oraz z niskotemperaturowa nieokresowa
miarg Gibbsa?

OdpowiedZ na to pytanie moze zaleze¢ od wymiaru uktadu. Wiele lat temu postawiona hipoteza méwi, ze
dwuwymiarowe gazy sieciowe ze skonczenie-zasiggowymi oddziatywaniami posiadaja co najwyzej skornczo-
ng liczbe extremalnych miar Gibbsa, co wyklucza nieokresowe miary, ktérych bytoby nieprzeliczalnie wiele.
Wspomnieé nalezy tutaj prace Gacsa, w ktorej twierdzi, ze skonstruowat jednowymiarowy probabilistyczny
automat komérkowy z nieskoriczona liczba miar stacjonarnych [5]. Miarom takim odpowiadatyby miary Gib-
bsa na dwuwymiarowej czasoprzestrzeni [6]. W ramach niniejszego projektu przestudiujemy koncepcje Gacsa
w kontekscie istnienia nieokresowych miar Gibbsa.

Skoniczenie-zasiggowe modele gazéw sieciowych bez okresowych stanéw podstawowych konstruowane sa
przy pomocy nieokresowych parkietazy. Problem istnienia nieokresowych parkietazy pojawit si¢ w jednym
z probleméw Hilberta z 1900 roku. Druga cz¢$¢ 18-tego problemu moze by¢ sformulowana w nastgpujacy
sposob: czy istnieje wielobok, taki ze majac do dyspozycji nieskoniczenie wiele jego kopii mozemy pokry¢
nieskoniczong ptaszczyzng ale tylko w sposéb nieokresowy?

Zmodyfikowana wersja problemu Hilberta zostata zaprezentowana przez Wanga w 1961 roku w kontekscie
problemu roztrzygalno$ci w logice. Dachéwki Wanga (zwane takze dominami) to kwadraty z wypustkami
i wcigciami, ktére musza by¢é dopasowane do siebie dla sasiednich dachéwek. Wang postawit hipoteze, ze
jezeli mozna pokry¢ ptaszczyzng takimi dachdwkami, to mozna ja pokryé w sposéb okresowy. Zauwazmy,
ze w kazdym takim pokryciu, §rodki dachéwek tworza sie¢ kwadratowa. Pierwszy kontrprzyktad wymagajacy
ponad 20 tysiecy typéw dachéwek zostat skonstruowany przez Bergera w 1966 roku [7]. W ostatniej konstrukcji
wystepuje 11 typow dachéwek [8].

Z kazdym nieokresowym parkietazem zwigzany jest model gazu sieciowego na sieci kwadratowej z od-
dziatywaniem najblizszych (i ewentualnie nastgpnych) sasiadow: dachéwkom odpowiadaja czastki, jezeli dwie
dachéwki nie sa do siebie dopasowane, to energia oddzialywania odpowiadajacych im czastek jest dodatnia.



Mozna tatwo pokazac, ze taki gaz sieciowy posiada tylko nieokresowe konfiguracje stanu podstawowego (o
zerowej energii) odpowiadajace nieokresowym parkietazom. Dla tak skonstruowanych gazéw sieciowych be-
dziemy chcieli wykazac istnienie niskotemperaturowych nieokresowych miar Gibbsa, ktére bylyby matymi
zaburzeniami nieokresowych konfiguracji stanéw podstawowych. Wymagac to bedzie modyfikacji isniejacych
juz uktadéw dachéwkowych w celu uzyskania okre§lonych wtasnosci przydatnych przy konstrukcji extremal-
nych miar Gibbsa. Mamy tu zwlaszcza na uwadze szybka zbiezno$¢ czestosci wystgpowania lokalnych konfi-
guracji [9, 10]. Ostatnie konstrukcje nieokresowych parkietazy [11] daja nadziej¢ na wymagane modyfikacje.

Druga klasa nieokresowych struktur, ktére bedziemy badad, to tak-zwane ergodyczne uktady podstawie-
niowe, na przyktad typu Thue-Morse’a [12]. W odréznieniu od uktadéw dachéwkowych nie sa to uktady
skoficzonego typu. Naszym zadaniem jest tutaj znalezienie minimalnej liczby zabronionych lokalnych kon-
figuracji, ktére jednoznacznie charakteryzuja dang miarg¢ ergodyczna. Pozwoli to na konstrukcje wzglednie
prostych Hamiltonianéw - oddziatywan, dla ktérych dane nieokresowe miary ergodyczne sa jedynymi stanami
podstawowymi [13]. Skonstruowane przez nas jednowymiarowe oddziatywania zostana nastgpnie rozszerzone
do modelu tr6jwymiarowego poprzez dodanie ferromagnetycznych oddziatywan typu Isinga w dwéch dodat-
kowych kierunkach przestrzennych. Korzystajac z tego, ze dwuwymiarowy ferromagnetyczny model Isinga
posiada dwie extremalne miary Gibbsa ponizej temperatury krytycznej Curie, bedziemy chcieli wykazaé, ze
ponizej odpowiedniej temperatury, istnieje miara Gibbsa, ktdra jest matym zaburzeniem danej nieokresowej
miary ergodycznej.

Nasz projekt ma charakter interdyscyplinarny. Zadania badawcze sg inspirowane problemami z fizyki sta-
tystycznej, teorii ergodycznej, uktadéw dynamicznych i teoretycznej informatyki. Fundamentalnym celem jest
zrozumienie przyczyn wystepowania porzadku w fizycznych uktadach i matematycznych strukturach. Chcemy
odpowiedzeé na pytanie jakie sa wystarczajace i konieczne warunki stabilnosci nieokresowych struktur, w
szczegOblnosci niekresowych stanéw podstawowych.

2. Znaczenie projektu

Matematyczne badania struktur nieokresowych byty powadzone od wielu lat. Odkrycie kwazikrysztaléw w
1982 roku [4] zintensyfikowalo t¢ dziatalno$¢. R6zne konstrukcje struktur nieokresowych przestaty by¢ abs-
trakcyjnymi modelami, stato si¢ jasne, ze ich matematyczna analiza moze dostarczy¢ nowych idei w fizyce
kwazikrysztaléw. Jednoczesnie motywacje fizyczne mialy decydujacy wptyw na rozwdj teorii ergodycznej,
topologii, geometrii, teorii liczb i wielu innych dziedzin matematyki.

Pierwszy klasyczny gaz sieciowy bez okresowych stanéw podstawowych skonstruowany zostat przez Ra-
dina w [14]. Nastgpnie w serii prac Radina i autora niniejszego projektu analizowano stabilno$¢ takich modeli.
Udowodniono, ze generycznie (w sensie kategorii Baira) klasyczne gazy sieciowe z oddziatywaniami nieskon-
czonego zasiggu posiadaja nieokresowe ergodyczne stany podstawowe, ktére sa niemieszajace, a wigc w pewien
spos6b uporzadkowane [15, 16]. Jezeli chodzi o stabilnos$¢ niskotemperaturowa, to najlepszym wynikiem jest
model z ciagiem temperatur krytycznych, w ktérych nastgpuje podwojenie okresu miary Gibbsa; niestety ciag
ten zbiega do zera, a wigc w dodatnich temperaturach miary Gibbsa sa okresowe [17], patrz tez [18].

W jednowymiarowych gazach sieciowych z oddziatywaniami daleko-zasiggowymi [19] i w tréjwymia-
rowych modelach z oddziatywaniami zanikajacymi wyktadniczo [20], udowodniono istnienie nieokresowych
miar Gibbsa. W modelach tych konfiguracjami stanéw podstawowych sa ciagi Thue-Morse’a. Korzystajac z
z charakteryzacji ciagéw Thue-Morse’a za pomoca minimalnego zbioru zabronionych lokalnych konfiguracji
skonstruowano odpowiedni jednowymiarowy Hamiltonian przypisujacy zabronionym konfiguracjom dodat-
nig energi¢ [13]. Znalezienie minimalnych zbioréw zabronionych lokalnych konfiguracji dla innych uktadéw
podstawieniowych umozliwi nam konstrukcje nowych modeli gazéw sieciowych z nieokresowymi stanami
podstawowymi, dla ktérych mozliwe bedzie skonstruowanie nieokresowych miar Gibbsa dla oryginalnego Ha-
miltonianu, a nie jego niekonstruktywnych zaburzen jak to miato miejsce w [19,20].

W naszym projekcie badawczym zajmiemy si¢ hipotezami zwiazanymi ze strukturami nieokresowymi.
Bedziemy chcieli odpowiedzie¢ na fundamentalne pytanie: w jaki spos6b globalny nieokresowy porzadek jest
wynikiem implementacji lokalnych translacyjnie-niezmienniczych regut?

3. Koncepcja i plan badan

Nasz projekt jest poSwigcony fundamentalnemu problemowi istnienia nieokresowych miar Gibbsa w klasycz-
nych gazach sieciowych z oddziatywaniami blisko-zasiggowymi.

Rozpoczniemy od obliczania miar spektralnych operatora przesunigcia i rozktadu pokrywania si¢ konfi-
guracji dla dynamicznych uktadéw podstawieniowych i dachéwkowych [21-24]. Zbadamy relacje pomig¢dzy
tymi dwoma pojeciami charakteryzujacymi porzadek w strukturach nieokresowych (na przyktad w ukladzie



"sktadania papieru" [22] oba rozktady sq jednakowe). Specjalng uwage poswigcimy konfiguracjom najbardziej
jednorodnym [25].

W przypadku struktur jednowymiarowych pierwszym etapem badan begdzie znajdywanie minimalnego
zbioru zabronionych lokalnych konfiguracji, ktéry jednoznacznie charakteryzuje dang miare ergodyczna, w
nosniku ktérej znajduja si¢ rozwazane konfiguracje nieokresowe. Pozwoli to nam na konstrukcje zanikajacych
wyktadniczo jednowymiarowych oddziatywan, ktérych jedynym stanem podstawowym jest dana miara ergo-
dyczna. Wyniki tego typu uzyskano dla ciagéw Thue-Morse’a w [13]. W niniejszym projekcie chcielibySmy
uzyskaé podobne wyniki dla innych uktadéw podstawieniowych oraz konfiguracji najbardziej jednorodnych.
Skonstruowane przez nas jednowymiarowe Hamiltoniany, uzupetnione o ferromagnetyczne oddziatywania typu
Isinga w dwdéch dodatkowych kierunkach przestrzennych, posiadajg konfiguracje stanéw podstawowych, ktére
w kazdej ptaszczyznie ferromagnetycznej sa jednorodne. Bedziemy chcieli udowodnié, przy pewnych dodat-
kowych warunkach, istnienie nieokresowych miar Gibbsa dla takich oddzialywan tréjwymiarowych, wstepne
wyniki uzyskano w [20], patrz tez [19].

Prace nad modelami skoniczenie zasiggowych rozpoczniemy od analizy i ewentualnej modyfikacji ostatnio
skonstruowanych nieokresowych parkietazy [11]. Parkietaze te wykazuja pewna odporno$¢ na zaburzenia sto-
chastyczne. Sprawdzimy czy wlasnosci te sa wystarczajace do konstrukcji nieokresowych miar Gibbsa, a kon-
kretnie jak wtasnos$ci nowych parkietazy koresponduja z warunkiem szybkiej zbieznosci czestosci lokalnych
konfiguracji. Warunek ten zostat zaproponowany w [9], patrz tez [10], jako hipotetyczny warunek wystarczaja-
cy i1 konieczny niskotemperaturowe;j stabilnosci struktur nieokresowych. Bedziemy weryfikowali ta hipoteze w
ramach naszego projektu.

Autorzy pracy [11] zwracaja uwage, ze idee ich konstrukcji sa podobne do idei Gacsa uzytych w konstrukcji
jednowymiarowych nieergodycznych automatéw komérkowych [S]. W ramach naszego projektu zbadamy w
jaki spos6b automaty Gacsa moga by¢ pomocne w konstrukcji nieokresowych miar Gibbsa. Czy dynamiczny
charakter automatéw komdrkowych moze utatwi¢ stabilizacj¢ nieokresowych konfiguracji?

Zadania badawcze:

1. Miary spektralne operatora przesunigcia i rozklady pokrywania si¢ konfiguracji

Obliczanie miar spektralnych operatora przesunigcia i rozktadéw prawdopodobieristwa pokrywania si¢ kon-
figuracji w jednowymiarowych uktadach podstawieniowych, uktadach najbardziej jednorodnych oraz dwu-
wymiarowych uktadach dachéwkowych.

Generyczne uktady dynamiczne sa stabo mieszajace ale nie mieszajace. Generyczne operatory maja ciagle
widmo. Sprawdzimy czy zachodzi to réwniez generycznie dla miar stanéw podstawowych.

Sprawdzimy czy jesli widmo dyfrakcyjne nie zawiera sktadnika asbolutnie ciagtego, to czy to samo zachodzi
dla widma operatora przesunigcia.

Charakterystyka uktadéw, dla ktérych miara spektralna operatora przesunigcia i rozktad pokrywania sig
konfiguracji sa takie same.

2. Warstwowe miary Gibbsa dla szybko-zanikajacych oddzialywan

Konstrukcja wyktadniczo zanikajacych oddziatywan majacych jako stany podstawowe jednowymiarowe
struktury scharakteryzowane jednoznacznie przez minimalny zbiér niedozwolonych lokalnych konfiguracji.
Konstrukcja miar Gibbsa dla uktadéw tréjwymiarowych z powyzszymi oddziatywaniami w jednym kie-
runku i ferromagnetycznymi oddzialywaniami typu Isinga w dwdch pozostatych kierunkach. Wyznaczenie
warunkéw koniecznych i wystarczajacych dla istnienia nieokresowych miar Gibbsa w takich gazach siecio-
wych.

3. Nieokresowe miary Gibbsa dla oddzialywan skonczenie zasiegowych

Konstrukcja miar Gibbsa dla skoiczenie-zasiggowych oddziatywan w oparciu o ostatnie przyktady nieokre-
sowych parkietazy. Przeprowadzenie dowodu istnienia nieokresowych miar Gibbsa dla abstrakcyjnego gazu
sieciowego spetniajacego warunek szybkiej zbieznosci czgstotliwosci wystgpowania lokalnych konfiguracji.
Konstrukcja nieokresowego parkietazu o tej wtasnosci.

4. Miary Gibbsa w probabilistycznych automatach komérkowych

Zbadamy mozliwos¢ skonstruowania dla danego nieokresowego parkietazu deterministycznego automatu
komoérkowego z wlasnoscig erozji skoficzonych zbioréw btedéw - niedopasowanych dachéwek. Wtedy ko-
rzystajac z techniki Gacsa pokazaliby$my, ze startujac z parkietazu z malg ggstoscia niezaleznych btgdow,



automat komérkowy zbiegtby do nieskoniczonego parkietazu. Chcieliby§Smy rozszerzy¢ to rozumowanie na
dowolny rodzaj bledéw. Pozwolitoby to nam skonstruowac trjwymiarowa nieokresowa miarg Gibbsa.

Sprawdzimy przydatnos$¢ konstrukcji Gacsa dla wykazania istnienia 2-wymiarowych nieokresowych miar
Gibbsa.

4. Metodyka badan

Wszystkie nasze zadania badawcze dotycza modeli dyskretnych, a w szczegdlnosci klasycznych gazéw siecio-
wych. Bedziemy analizowaé wilasnoSci nieokresowych uktadéw symboli lub czastek na regularnych kratach.
Bedziemy konstruowa¢ Hamiltoniany, dla ktérych dane struktury nieokresowe sa konfiguracjami stanéw pod-
stawowych, ktére minimalizuja energi¢ oddziatujacych czastek.

W gazach sieciowych w kazdym wezle kraty Z¢, d > 1 znajduje si¢ jedna czastka okreslonego typu. Mamy
n typow czastek.

Q={l, ...,n}Zd jest zbiorem konfiguracji czastek, zbiorem zwartym w topologii produktowe;j.

Jednym z podstawowych pojec fizyki statystycznej jest konfiguracja stanu podstawowego.

X € Q jest konfiguracja stanu podstawowego Hamiltonianu H
jesli dla kazdego lokalnego wzbudzenia, Y, konfiguracji ktéra rézni si¢ od X na skoficzonej liczbie weziéw
sieci, H(Y|X) > 0, gdzie H(Y|X) jest roznica energii konfiguracji ¥ i X.

W ramach naszego projektu bedziemy badaé uktady bez okresowych konfiguracji stanéw podstawowych
ale z jedna translacyjnie niezmiennicza ergodyczna miarg stanu podstawowego, w nos$niku ktérej znajduja si¢
wszystkie konfiguracje stanu podstawowego. Miarg taka bedziemy nazywaé nieokresowa miarg stanu podsta-
wowego. Zbidr konfiguracji stanéw podstawowych wraz z ergodyczng miarg stanu podstawowego i naturalnie
dzialajacym na przestrzeni konfiguracji operatorem przesunigcia jest symbolicznym uktadem dynamicznym.
Bedziemy rozwazaé uktady dynamiczne odpowiadajace nieokresowym parkietazom, uktadom podstawienio-
wym oraz innym strukturom nieokresowym. Nasze badania wychodza poza tradycyjng teori¢ ergodyczna;
wszelkie pojecia, relacje i twierdzenia z teorii ergodycznej beda rozwazane w kontek$cie istnienia Hamilto-
nianéw, dla ktérych dane miary sa miarami stanu podstawowego.

Dla powyzej zdefiniowanych uktadéw dynamicznych bedziemy bada¢ widmo operatora przesunigcia w
przestrzeni L?(pt) z dana miara ergodyczna u [21] oraz rozktad prawdopodobienstwa pokrywania si¢ konfigu-
racji zdefiniowany w nastgpujacy sposéb [24].

Dla dwustronnych ciagéw X i Y symboli {+, —} w nosniku ergodycznej miary u, ich pokrywanie sig to

N
gxy :Al,lLrLN;X(z)Y(l).

p(q) jest rozktadem gxy w mierze produktowej @ . Bedziemy poszukiwac relacji pomigdzy widmem
operatora przesunigcia a rozktadem pokrywania si¢ dla ré6znych klas miar ergodycznych.

W niezerowej temperaturze 7 minimalizacja energii swobodnej jako funkcjonatu na miarach zachodzi dla
miar Gibbsa. Niech X € Q bedzie nieokresowa konfiguracja stanu podstawowego dla Hamiltonianu H, Ay
kwadratem o boku L ze Srodkiem w poczatku uktadu wspétrzednych.

QF, ={r €QY(A)) =X(A])}

_HYX)

X __ ¢ 7

pT,AL(Y) - — H(Z|X)
T
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jest miara Gibbsa w skoficzonej objetosci.
Mozna pokaza¢ istnienie granicy termodynamicznej (ze staba z gwiazdka zbieznoSci miar) p%{ AL —L=e pX.
Chcielibysmy udowodnié, ze p5 (Y € Q,Y(0) # X(0)) > 1 —¢(T), gdzie &(T) — 0 gdy T — 0.
p¥X bylaby wtedy nieokresowa miara Gibbsa, matym zaburzeniem nieokresowej konfiguracji stanu podsta-
wowego X. Aby to udowodni¢ dla nieokresowych miar spelniajacych pewne warunki, na przyktad szybka
zbiezno$¢ do czgstoSci wystgpowania lokalnych konfiguracji, bedziemy postugiwaé si¢ rozwinigciami nisko-
temperaturowymi [26].



5. Uzasadnienie wyboru wiodacego partnera zagranicznego i celowosci wspélpracy miedzynarodowej

Wiodacym partnerem zagranicznym w projekcie jest Aernout van Enter z Uniwersytetu w Groningen w Holan-
dii. WspdtpracowaliSmy przez wiele lat badajac matematyczne modele kwazikrysztatow. Opublikowali§my 5
prac, niektére uzyskane wyniki zostaty powyzej oméwione. SpotkaliSmy si¢ ostatnio kilka razy na matematycz-
nych konferencjach kwazikrystalicznych, nakresliliSmy zadania badawcze w oparciu o obecny stan wiedzy. Van
Enter jest fizykiem matematycznym, specjalista od wtasnosci spektralnych struktur nieokresowych oraz miar
Gibbsa i przejs¢ fazowych. Udzial van Entera bedzie istotny we wszystkich zadaniach badawczych.

Z drugim partnerem zagranicznym, Markiem Biskupem z UCLA, pracowatem w przesztoSci nad konstruk-
cja nieokresowych miar Gibbsa dla skoiczenie-zasiggowych oddziatywan. Podczas mojej wizyty w UCLA
rok temu powrdciliSmy do tego projektu. Biskup jest probabilista, specjalista w matematycznej mechanice
statystycznej, w szczeg6lnosdci w rozwinigciach klastrowych bardzo przydatnych w dowodach istnienia przejs$é
fazowych. Jego obecnos¢ w projekcie jest w szczegdlny sposéb istotna w drugim i trzecim zadaniu badawczym.

W naszych pracach badawczych bedzie uczestniczyt réwniez Siamak Taati z University of British Colum-
bia w Vancouver. Jest on specjalista od automatéw komérkowych. Jego udziat w projekcie bedzie niezwykle
istotny w dwdch ostatnich zadaniach badawczych, a zwlaszcza w konstrukcji miar Gibbsa w automatach ko-
morkowych.
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