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Pewne modele strukturalne



Przykład

§ skończona ilość cząstek

§ struktura populacji

§ zegary zdarzeń i interakcji

§ dynamika
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Indywidualne modele stochastyczne

§ proces stochastyczny z czasem ciągłym kawałkami stały,

§ własność Markowa,

§ opis indywidualnych zachowań i interakcji między cząsteczkami –
opis mikroskopowy,

§ proces skokowy w zbiorze miar postaci

M “

" n
ÿ

i“1

δxi : n P N, xi P X
*



Populacje hermafrodytyczne



Hermafrodyci



Dynamika populacji

1. łączenie się w pary

2. wydawanie potomstwa i dziedziczenie cech

3. śmiertelność naturalna

4. konkurencja wewnątrz gatunkowa



Półlosowe łączenie się w pary

µ “ δx1 ` . . .` δxn – obecny stan populacji

§ ppxi q – współczynnik łączenia się w pary,

§ dobór partnera o cesze xj w/g rozkładu

ppxjq
řn
k“1 ppxkq

“
ppxjq

ş

X ppzqµpdzq
.

Współczynnik łączenia się w pary osobników xi , xj

mpxi , xj , µq “
ppxi qppxjq
ş

X ppzqdz



Preferencyjne łączenie się w pary (assortative mating)

§ osobniki o bliskich cechach częściej łączą się w pary

§ występują preferencje w doborze partnera

§ występują ograniczenia w doborze partnera



Preferencyjne łączenie się w pary (assortative mating)

§ apx , yq – funkcja pereferencji

§ np: apx , yq “ ϕp}x ´ y}q dla pewnej nieujemniej, malejącej funkcji ϕ

§ apx , yq “ 0 – brak możliwości łączenia się w pary

§ µ “ δx1 ` . . .` δxn – obecny stan populacji

mpxi , xj , µq “
apxi , xjq

2
ş

X apxi , zqµpdzq
`

apxi , xjq
2
ş

X apxj , zqµpdzq
,



Narodziny osobnika i dziedziczenie fenotypowe

§ po każdym połączeniu się w pary rodzi się potomek,

§ potomek zaraz po narodzinach może brać udział w interakcjach,

§ rozkład cech potomka K px , y , ¨q,

§ K px , y , ¨q “ K py , x , ¨q,
ż

X
z K px , y , dzq “

x ` y
2

.



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

ŕ

ŕ

ő

potomek

1
|x ´ y |

K px , y , dzq “
1
2
pδx ` δy qpdzq

1
|x ´ y |



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

ŕ

ŕ

ő

potomek

1
|x ´ y |

K px , y , dzq “ δ x`y
2
pdzq

1
|x ´ y |



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

ŕ

ŕ

ő

potomek

1
|x ´ y |

K px , y , dzq ma gęstość postaci
1
2

´

hpz ´ xq ` hpz ´ yq
¯ 1
|x ´ y |



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

ŕ

ŕ

ő

potomek

K px , y , dzq ma gęstość postaci
1

|x ´ y |
1lrx,ysYry ,xspdzq



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

ŕ

ŕ

ő

potomek

1
|x ´ y |

K px , y , dzq ma gęstość postaci h
´

z ´
x ` y

2

¯ 1
|x ´ y |



Śmiertelność

§ Dpxq – współczynnik śmiertelności naturalnej,

§ I pxq
ş

X Upx , yqµpdyq – współczynnik śmiertelności w wyniku
konkurencji.



Proces stochastyczny

M “

" n
ÿ

i“1

δxi : n P N, xi P X
*

Twierdzenie
Załóżmy, że E

`

〈ν0, 1〉
˘

ă 8 oraz funkcje p, a,D, I ,U są ograniczone i
dodatnie. Wówczas istnieje łańcuch Markowa z czasem ciągłym pνtqtě0 o
wartościach w zbiorzeM, z generatorem infinitezymalnym L danym dla
każdej mierzalnej i ograniczonej funkcji φ :MÑ R wzorem

Lφpνq“
ż

X

ż

X

ż

X

´

φpν ` δzq ´ φpνq
¯

mpx , y , νqK px , y , dzqνpdxqνpdyq

`

ż

X

´

φpν ´ δxq ´ φpνq
¯

ˆ

Dpxq ` I pxq
ż

X
Upx , yqνpdyq

˙

νpdxq.



Duże populacje małych osobników



Przykład

populacja początkowa, N “ 1
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Przykład

populacja początkowa, N “ 4



Przykład

populacja początkowa, N “ 5



Przykład

populacja początkowa, N Ñ8



Procesy przeskalowane

Zakładamy:

§ 1
N – biomasa pojedynczego osobnika (δx ÞÑ 1

N δx),

§ przestrzeń stanów

MN “
"

1
N

n
ÿ

i“1

δxi : n P N, xi P X
*

§ intensywność konkurencji jest proporcjonalna do biomasy:
I pxq ÞÑ 1

N I pxq,

§ warunki początkowe νN0 PMN , spełniają νN0 Ñ µ, gdy N Ñ8,
gdzie µ jest pewną miarą borelowską na X .

Definiujemy:
proces stochastyczny pνNt qtě0 tak, że proces pN νNt qtě0 ma generator L,
przy czym funkcję I pxq zastępujemy przez 1N I pxq.



Prawo wielkich liczb

MpX q – rodzina nieujemnych, skończonych miar borelowskich na X ,
Dpr0,T s,E q – przestrzeń Skorochoda funkcji cadlag f : r0,T s Ñ E .

Twierdzenie
Załóżmy, że funkcje p, a, I ,U,D są ciągłe i ograniczone oraz pνN0 qNPN
zbiega słabo do pewnej miary ν0 PMpX q. Wówczas ciąg procesów
pνNqNPN zbiega według rozkładu w przestrzeni Dpr0,T s,MpX qq do
jedynej deterministycznej funkcji ν, która spełnia

〈νt , f 〉“〈ν0, f 〉`
ż t

0

ż

X

ż

X

ż

X
f pzqmpx , y , νsqK px , y , dzqνspdxqνspdyqds

´

ż t

0

ż

X
f pxq

´

Dpxq ` I pxq
ż

X
Upx , yq νspdyq

¯

νspdxq ds, (1)

dla dowolnej funkcji mierzalnej i ograniczonej f : X Ñ R.



Uwagi o CTG

σNt :“
?

N
´

νNt ´ νt

¯

Zakładamy:

§ X specjalnej postaci

§ losowe łączenie się w pary

§ dodatkowe założenia na operator dziedziczenia cech

§ σt = proces stochastyczny o wartości w pewnych przestrzeniach
dystrybucji



Uwagi o CTG

Twierdzenie
Istnieją takie H – przestrzeń Hilberta, C – przestrzeń Banacha (C ãÑ H),
że proces fluktuacji σN zbiega w/g rozkładu w Dpr0,T s,H1q do pewnego
ciągłego procesu gaussowskiego σt , który jest jedynym według rozkładu
rozwiązaniem w C1 równania stochastycznego

σt “ σ0 `

ż t

0
J ˚s σsds ` Zt , (2)



Uwagi o CTG

gdzie J ˚s jest operatorem sprzężonym do

pJsφqpwq “ 2p
ż

X

ż

X
φpzqK px ,w , dzq

νspdxq
νspX q

´p
ż

X

ż

X

ż

X
φpzqK px , y , dzq

νspdxq
νspX q

νspdyq
νspX q

´φpwq
ˆ

Dpwq`
ż

X
Upw , yqνspdyq

˙

´

ż

X
φpxqUpx ,wqνspdxq,



Uwagi o CTG

a pZtqtě0 jest scentrowanym procesem gaussowskim o wartościach w
przestrzeni C1 z kowariacją kwadratową daną wzorem

rZ¨pϕq,Z¨pψqst “

p
ż t

0

ż

X

ż

X

ż

X
ϕpzqψpzqK px , y , dzq

νspdxq
νspX q

νspdyqds

`

ż t

0

ż

X
ϕpxqψpxq

ˆ

Dpxq `
ż

X
Upx , yqνspdyq

˙

νspdxqds. (3)



Uwagi o CTG

Wnioski z CTG:

§ narzędzia statystyki: przedziały ufności, zgodność i asymptotyczna
normalność estymatorów największej wiarygodności dla parametrów
modelu,

§ tempo zbieżności w FPWL



Uwagi o CTG

Przykład. W przypadku gdy X Ă Rd jest zbiorem zwartym o
odpowiednio gładkim brzegu mamy

H “ H3DpX q oraz C “ C3DpX q,

gdzie

§ D “ td{2u` 1,

§ C3DpX q jest przestrzenią funkcji ciągłych z ciągłymi pochodnymi do
rzędu 3D z normą

}φ}C3DpXq “
ÿ

|α|ď3D

sup
xPX

|Bαφpxq|,

§ H3DpX q jest przestrzenią Sobolewa funkcji mających słabe
pochodne w L2 do rzędu 3D, z normą

}φ}H3DpXq “
ÿ

|α|ď3D

ż

X
|Bαφpxq|2dx .



Uwagi o CTG

Przykład. W przypadku gdy X “ Rd

H “ W 3D,D`1
0 pRdq oraz C “ C3D,1pRdq,

gdzie

§ C3D,1pRdq jest przestrzenią takich funkcji ciągłych z ciągłymi
pochodnymi do rzędu 3D, że lim|x|Ñ8 |Bαφpxq|{p1` |x |q “ 0 dla
|α| ď 3D, z normą

}φ}C3DpRd q “
ÿ

|α|ď3D

sup
xPRd

|Bαφpxq|
1` |x |

,

§ W 3D,D`1
0 pRdq jest domknięciem przestrzeni C8c w L2 względem

normy

}φ}2
W 3D,D`1
0 pRd q “

ÿ

|α|ď3D

ż

Rd

|Bαφpxq|2

1` |x |2D`2
dx .



Asymptotyka dla dużych czasów



Istnienie i jednoznaczność

Twierdzenie
Zakładamy, że funkcje a, p,D, I ,U są mierzalne, ograniczone z góry,
odgraniczone od zera oraz µ0 PMpX q. Istnieje wówczas jednoznaczne
rozwiązanie µt PMpX q, t ě 0 równania

d
dt
µtpdzq “

ż

X

ż

X
mpx , y , µtqK px , y , dzqµtpdxqµtpdyq

´

ˆ

Dpzq ` I pzq
ż

X
Upz , yqµtpdyq

˙

µtpdzq,
(4)

z warunkiem początkowym µ0. Funkcja r0,8q Q t ÞÑ µt PMpX q jest
ciągła i ograniczona w normie wahania całkowitego.



Własności rozwiązań

lim
tÑ8

µtpX q “ 0 lim inf
tÑ8

µtpX q ą 0

losowe parowanie inf
z

Dpzq ě sup
z

ppzq inf
z

Dpzq ă sup
z

ppzq

preferencyjne parowanie inf
z

Dpzq ě 1 inf
z

Dpzq ă 1



Globalny atraktor

Zakładamy:

§ p,D, I ,U – stałe dodatnie

§ warunek przetrwania: p ą D (losowe) lub D ă 1 (preferencyjne)

Lemat
Dowolne rozwiązanie µt jest postaci

µt “ αptqµ̄t ,

gdzie α : r0,8q Ñ r0,8q jest taką funkcją, że αptq Ñ p´D
IU , gdy t Ñ8,

oraz µ̄t jest miarą probabilistyczną dla każdego t ą 0.



Równanie na atraktorze

Lemat
Równanie na rozkłady probabilistyczne mają postać

§ losowe łączenie w pary

d
dt
µtpdzq ` µtpdzq “

ż

X

ż

X

K px , y , dzqµtpdxqµtpdyq,

§ preferencyjne łączenie w pary

d
dt
µtpdzq ` µtpdzq “

ż

X

ż

X

ψpx , y , µtqK px , y , dzqµtpdxqµtpdyq,

gdzie ψpx , y , µq “ apx,yq
2
ş

X apx,rqµpdrq
`

apx,yq
2
ş

X apy ,rqµpdrq
.



Asymptotyka

W dalszej części prezentacji badamy równanie

µ1t ` µt “ Pµt, (5)

Zakładamy:

§ operator P : BpX q Ñ BpX q dany jest wzorem

pPµqpAq “
ż

X

ż

X
K px , y ,Aqµpdxqµpdyq,

§ X jest domkniętym przedziałem R,

§
ş

X |z |K px , y , dzq ď c1 ` c2|x | ` c3|y |,

§
ş

X z K px , y , dzq “ x`y2 .



Asymptotyka

Lemat
Niech µ0 będzie taką miarą borelowską, że

ş

X xµ0pdxq “ q P R. Wówczas
odpowiadajace rozwiązanie µt równania p5q ma własność

ż

X
xµtpdxq “ q dla dowlnego t ą 0.



Asymptotyka

Przykład. Zakładamy, że

§ dziedziczona cecha z “ x`y2 ` Z |x´y |
2 ,

§ Z P r´1, 1s, EZ “ 0, |Z | ı 1

Wówczas

§ d
dt Varpµtq “ ´ 12

´

1´ VarpZ q
¯

Varpµtq,

§ Var Z ă 1 ñ Varpµtq Ñ 0 ñ µt á δx̄ , gdy t Ñ8.



Asymptotyka

§ Mα – zbiór wszystkich takich probabilistycznych miar borelowskich
µ na X , że

ş

X |z |
α µpdzq ă 8, (α ě 1),

§ Mα,q – podzbiórMα zawierający takie miary, że
ş

X z µpdzq “ q.

§ Dla µ, ν PM1 definiujemy odległość Wassersteina jako

dpµ, νq “ sup
f PLip1

ż

X
f pzqpµ´ νqpdzq,

gdzie Lip1 to zbiór funkcji X Ñ R lipschitzowskich ze stałą 1.

§ Kpx , y , zq :“ K
`

x , y ,X X p´8, zs
˘

.



Asymptotyka

Załóżmy następujące warunki:

(i) dla dowolnych y , z P X funkcja Kpx , y , zq jest absolutnie ciągła
względem zmiennej x i dla dowolnych a, b, y P X

ż

X

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bx
Kpa, y , zq ´ B

Bx
Kpb, y , zq

ˇ

ˇ

ˇ
dz ă 1, (6)

(ii) istnieją takie stałe α ą 1, L ă 1 oraz C ě 0, że dla każdego
µ PMα,q prawdziwa jest nierówność

ż

X
|x |αPµpdxq ď C ` L

ż

X
|x |αµpdxq. (7)



Asymptotyka

Twierdzenie
Ustalmy q P X i załóżmy, ze warunki (i) oraz (ii) są spełnione. Wówczas
dla dowolnej miary początkowej µ0 PM1,q istnieje jedyne rozwiązanie µt ,
t ě 0, równania p5q o wartościach wM1,q. Ponadto istnieje jedyna taka
miara µ˚ PM1,q, że Pµ˚ “ µ˚ oraz dla dowolnej miary początkowej
µ0 PM1,q odpowiadające rozwiązanie µt , t ě 0, równania p5q zbiega do
µ˚ w przestrzeni pM1,q, dq.



Asymptotyka

Szkic dowodu:

§ warunek (i) implikuje, że jeżeli µ ‰ ν, to

dpPµ,Pνq ă dpµ, νq, (8)

§ z (8) oraz znanych faktów z teorii równań różniczkowych wynika
istnienie i jednoznaczność rozwiązania µt wM1,q,

§ z (8) oraz nierówności Gronwalla dostajemy ponadto, że dla t ą r

dpµt , νtq ă dpµr , νr q, (9)



Asymptotyka

Szkic dowodu (c.d.):

§ warunek (ii) implikuje warunkową zwartość orbity startującej z
dowolnej miary µ0 PMα,q,

§ z warunkowej zwartości otrzymujemy, że dla dowolnego rozwiązania
startującego z µ0 PMα,q odpowiadający zbiór ω–graniczny jest
niepusty i zwarty,

§ ze zwartości zbioru ω–granicznego oraz (9) otrzymujemy
ωpµ0q “ tµ

˚u a stąd limtÑ8 µt “ µ˚,

§ z gęstościMα,q wM1,q otrzymujemy tezę dla dowolnej miary
początkowej µ0 PM1,q.



Asymptotyka

Twierdzenie
Załóżmy, że k jest ciągłą i ograniczoną gęstością miary K i spełnione są
założenia poprzedniego twierdzenia. Wówczas miara stacjonarna µ˚ jest
absolutnie ciągła względem miary Lebesgue’a i ma ciągłą i ograniczoną
gęstość u˚pxq. Ponadto, dla każdego µ0 PM1,q odpowiadające
rozwiązanie µt równania p5q można zapisać w postaci

µt “ e´tµ0 ` νt ,

gdzie νt są miarami absolutnie ciągłymi względem miary Lebesgue’a oraz
mają ciągłe i ograniczone gęstości vtpxq, które zbiegają jednostajnie
do u˚pxq.



Asymptotyka

Przykład 1. Zakładamy, że

§ X “ R.

§ z “ x`y2 ` Z ,

§ Z – symetryczną zmienna losowa, o dodatniej gęstości h, EZ “ 0,
EZ 2 ă 8.



Asymptotyka

Wówczas

kpx , y , zq “ h
`

z ´ x`y2
˘

,
B

Bx
Kpx , y , zq “ ´1

2
h
`

z ´ x`y2
˘

Warunek (i):
ş

R |hpz ´ αq ´ hpz ´ βq| dz ă 2, dla α, β P R.

Warunek (ii):
ş

R |x |
2Pµpdxq ď EZ 2 ` q

2

2 `
1
2

ş

R |x |
2µpdxq.



Asymptotyka

Lemat
Jeżeli u˚ jest gęstością rozkładu granicznego µ˚, to u˚pxq “ f px ´ qq,
gdzie

f “ h0 ˚ h˚21 ˚ h˚42 ˚ h˚83 ˚ . . .

oraz hnpxq “ 2nhp2nxq.

W szczególności, gdy Z ma rozkład normalny Np0, σ2q, to rozkładem
granicznym jest Npq, 2σ2q.



Asymptotyka

Przykład 2. Zakładamy, że

§ F “ r0,8q

§ z “ px ` yqZ ,

§ Z P r0, 1s o takiej gęstości h dodatniej na pewnym przedziale p0, εq,
że

ż 8

0
xhpxq dx “

1
2
.



Asymptotyka

§ gęstość

kpx , y , zq “

#

1
x`y h

´

z
x`y

¯

, z P r0, x ` y s

0, w p. p.

§ dla h “ 1lr0,1s otrzymujemy równanie Tjon–Wu

§ mamy
B

Bx
Kpx , y , zq “ ´h

ˆ

z
x ` y

˙

z
px ` yq2

.



Asymptotyka

Warunek (i):
ş8

0

ˇ

ˇhp zα q
z
α2 ´ hp zβ q

z
β2

ˇ

ˇ dz ă 1 dla dowolnych α, β ą 0.

Warunek (ii):
ş8

0 z2pPµqpdzq ď 2q2EZ 2 ` L
ş8

0 y2 µpdyq, gdzie
L “ 2EZ 2 ă 1.



Asymptotyka

Uwaga

§ k nie jest ciągła, nawet jeżeli gęstość h jest ciągła,

§ jeżeli q ą 0, to µ˚pt0uq “ 0 oraz, że miara niezmiennicza µ˚ ma
gęstość u˚, ciągłą na przedziale p0,8q.

§ dowolne rozwiązanie jest postaci µt “ e´tµ0 ` vtpxq dx , gdzie vt
zbiegają jednostajnie do u˚ na przedziałach rε,8q, ε ą 0.

§ jeżeli badane równanie jest rozpatrywane w zbiorze gęstości
probabilistycznych, to dowolne rozwiązanie ut zbiega do u˚ w
L1r0,8q.



Populacje dwupłciowe



Łączenie w pary

Osobnik jest opisywany przez x “ px , sq, gdzie x to cecha ze zbioru X
oraz s to płeć tB,Du.

Dwupłciowe półlosowe łączenie w pary:

m
´

px , sq, py , rq, f ,m
¯

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pf pxq
pmpyq

ş

X pmpwqmpdwq
, s “ B, r “ D,

pmpxq
pf pyq

ş

X pf pwqf pdwq
, s “ D, r “ B,

0, w p. p.

§ pf , pm – indywidualne współczynniki łączenia się w pary,

§ f ,m – rozkłady cech u samców i samic.



Założenia

§ prawo Fishera: potomek jest samicą lub samcem z
prawdopodobieństwem 1

2 ,

§ cechy nie są związane z chromosomem płci; opisuje je miara
K px , y , dzq,

§ Df ,Dm – współczynniki śmiertelności,

§ Um,f – śmiertelność samców w konkurencji z samicami,

§ Uf ,m,Um,m,Uf ,f – analogicznie.



Układ równań transportu

W przypadku stałych współczynników

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

d
dt

mtpdzq “
1
2

ˆ

pf
Mptq

`
pm

F ptq

˙
ż

X

ż

X
K px , y , dzqftpdxqmtpdyq

´

´

Dm ` Um,mMptq ` Um,f F ptq
¯

mtpdzq,

d
dt

ftpdzq “
1
2

ˆ

pf
Mptq

`
pm

F ptq

˙
ż

X

ż

X
K px , y , dzqmtpdxqftpdyq

´

´

Df ` Uf ,mMptq ` Uf ,f F ptq
¯

ftpdzq,

gdzie Mptq “ mtpX q oraz F ptq “ ftpX q.



Całkowita ilość osobników

$

’

&

’

%

M 1ptq “ 12

´

pf F ptq ` pmMptq
¯

´

´

Dm ` Um,mMptq ` Um,f F ptq
¯

Mptq,

F 1ptq “ 12

´

pf F ptq ` pmMptq
¯

´

´

Df ` Uf ,mMptq ` Uf ,f F ptq
¯

F ptq.

Własności rozwiązań:

pm
Dm
`
pf
Df
ą 2

`

Mptq,F ptq
˘

Ñ
`

M̄, F̄
˘

, gdy t Ñ8 (M̄, F̄ ą 0),

pm
Dm
`
pf
Df
ď 2,

`

Mptq,F ptq
˘

Ñ p0, 0q, gdy t Ñ8



Rozkłady probabilistyczne

Wstawiając µt “ mt{Mptq, νt “ ft{F ptq i skalując czas otrzymujemy
#

µ1t ` µt “ Ppµt , νtq,

ν1t ` Aptqνt “ AptqPpµt , νtq,
(10)

gdzie

Ppµ, νqpdzq :“

ż

X

ż

X
K px , y , dzqµpdxqνpdyq

oraz Aptq :“ Mptq{F ptq.



Asymptotyka

(i’) dla dowolnych y , z P X funkcja Kpx , y , zq jest absolutnie ciągła
względem zmiennej x i dla dowolnych a, b, y P X

ż

X

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bx
Kpa, y , zq ´ B

Bx
Kpb, y , zq

ˇ

ˇ

ˇ
dz ă 1,

(ii’) istnieją stałe α ą 1, L ă 1 oraz C ě 0, że dla każdych µ, ν PMα,q

prawdziwa jest nierówność
ż

X
|x |αPpµ, νqpdxq ď C ` L max

"
ż

X
|x |αµpdxq,

ż

X
|x |ανpdxq

*

.



Asymptotyka

Twierdzenie
Ustalmy q P X , załóżmy, że pmDm `

pf
Df
ą 2 oraz warunki (i’), (ii’) są

spełnione. Wówczas istnieje jedyna taka miara µ˚ PM1,q, że dla
dowolnych µ0, ν0 PM1,q odpowiadające rozwiązana µt , νt układu p10q
zbiegają do µ˚ w przestrzeniM1,q, gdy t Ñ8.



Uwagi

§ jeżeli K ma ciągłą i ograniczoną gęstość, to zbieżność można
wzmocnić,

§ przykłady dziedziczenia cech z modelu opisującego populacje
hermafrodytyczne również spełniają warunki (i’) oraz (ii’).

§ rozkład stacjonarny µ˚ jest taki sam dla samic i samców



Dalszy kierunek badań



Dalszy kierunek badań

Interesujące jest zagadnienie asymptotycznego zachowania ewolucji
profilu fenotypowego populacji z łączeniem preferencyjnym, t.j. opisanym
równaniem

d
dt
µtpdzq ` µtpdzq “

ż

X

ż

X
ψpx , y , µtqK px , y , dzqµtpdxqµtpdyq,

gdzie

ψpx , y , µq “
apx , yq

2
ş

X apx , rqµpdrq
`

apx , yq
2
ş

X apy , rqµpdrq
.



Dalszy kierunek badań

Znane są symulacje numeryczne, które sugerują, że w niektórych
przypadkach należy spodziewać się zbieżności do rozkładu
wielomodalnego.

Ten wynik sugeruje, że preferencyjne łączenie się w pary może prowadzić
do populacji polimorficznej i w konsekwencji do specjacji.



Dotychczasowe wyniki zawarte są w pracach

R. Rudnicki, P. Zwoleński, Model of phenotypic evolution in
hermaphroditic populations, J. Math. Biol. (2014), DOI:
10.1007/s00285-014-0798-3.

P. Zwoleński, Trait evolution in two–sex populations,
arXiv:1408.5587, in review (2014).



Dziękuję za uwagę!
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