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Pewne modele strukturalne



Przyktad

>

>

>

skonczona ilo$¢ czastek
struktura populacji
zegary zdarzen i interakgcji

dynamika



Przyktad

Ox, + + 205, + Ox, + Oxg + 0x F Oxy + Oy + Oxq + + Oxyy



Przyktad

Ox, + + 2055 + Oy, + Oxg + 0xg + 0xp + Oxg + 0xg + 0.+ Oxyy



Przyktad

Ox, + + 20y, + Oxg + Oy + Oxp + Oxg + Oxq + + Oxyy
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Ox, + + 20y, + Oxg + Oy + Oxp + Oxg + Oxq + + Oxyy



Przyktad

Ox, + + 205, 4 Oxg + 0 + Oxy + O0xy + 0xg + + Oxyy + Oxyp



Przyktad

Ox, + + 205, 4 Oxg + 0 + Oxy + O0xy + 0xg + + Oxyy + Oxyp



Przyktad

Ox, + + 205, 4 Oxg + 0 + Oxy + O0xy + 0xg + + Oxyy + Oxyp



Przyktad

Ox, + + 20y, + Oxg + Oxy + Oy + Oxy + + Oxyy + Oxyy



Indywidualne modele stochastyczne

» proces stochastyczny z czasem ciggtym kawatkami staty,
» wiasnosé Markowa,

» opis indywidualnych zachowan i interakcji miedzy czasteczkami —
opis mikroskopowy,

» proces skokowy w zbiorze miar postaci

M—{Zn:&q: neN,x;eX}

i=1



Populacje hermafrodytyczne



Hermafrodyci




Dynamika populacji

faczenie sie w pary
wydawanie potomstwa i dziedziczenie cech

Smiertelnos$¢ naturalna

Ll s

konkurencja wewnatrz gatunkowa



Pétlosowe taczenie sie w pary

=0y + ...+ dx, — obecny stan populacji
» p(x;) — wspbtczynnik taczenia sie w pary,

» dobér partnera o cesze x; w/g rozkfadu

(%) )

S p0w) Sy p(@)u(dz)’

Wspotczynnik taczenia sie w pary osobnikéw x;, X;

p(xi)p(x;)

m(X,',vaﬂ) = SX p(Z)dZ



Preferencyjne faczenie si¢ w pary (assortative mating)

» osobniki o bliskich cechach czesciej tacza sie w pary
» wystepuja preferencje w doborze partnera

» wystepuja ograniczenia w doborze partnera



Preferencyjne faczenie si¢ w pary (assortative mating)

» a(x,y) — funkcja pereferencji
» np: a(x,y) = ¢(|x — y|) dla pewnej nieujemniej, malejacej funkcji ¢
» a(x,y) = 0 — brak mozliwosci taczenia sie w pary

» =0y + ...+ Jdy, — obecny stan populagji

_ a(Xl'an) + a(XivXj)
2§, a(xj, z)p(dz) 2§, a(x;, z)u(dz)’

m(Xl'anv/“L)



Narodziny osobnika i dziedziczenie fenotypowe

» po kazdym potaczeniu sie w pary rodzi sie potomek,
» potomek zaraz po narodzinach moze braé udziat w interakcjach,

» rozkfad cech potomka K(x,y, "),
> K(Xuya') = K(y7X7')v

J zK(x,y,dz) = Xty
X 2



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

K(x,y,dz) = 5(6. -+ 8,)(de)



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

K(x,y,dz) = §x+y (dz)

2



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

® ®
ﬂ

A «

potomek

1
K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci 5 (h(z —x)+ h(z— y))



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

potomek

1
K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci m]l[x,y]u[y,x](dz)



Dziedziczenie fenotypowe

rodzice

el

potomek

K(x,y,dz) ma gesto$¢ postaci h<z X ; y)



Smiertelnoscé

> D(X) - Wspé’rczynnik $miertelnosci naturalnej,

Sx u(dy) — wspétczynnik $miertelnosci w wyniku
konkurenql



Proces stochastyczny

n
./\/l={ 6Xi:neN,x,-eX}
i=1
Twierdzenie

Zatézmy, ze IE((VQ, 1)) < oo oraz funkcje p,a, D, I, U sg ograniczone i
dodatnie. Wéwczas istnieje faricuch Markowa z czasem ciagtym (vt)i=o0 0

wartosciach w zbiorze M, z generatorem infinitezymalnym L danym dla
kazdej mierzalnej i ograniczonej funkcji ¢: M — R wzorem

Lo(v)= L L Jx ((]5(1/ + ;) — ¢(1/))m(x, v, 1)K (x, y, dz)v(dx)v(dy)
# [ (00080 = 609) (D00 + 160 [ UGyt )vias



Duze populacje matych osobnikéw



Przyktad

populacja poczatkowa, N =1



Przyktad

populacja poczatkowa, N = 2



Przyktad

populacja poczatkowa, N =3



Przyktad

populacja poczatkowa, N =4



Przyktad

populacja poczatkowa, N =5



Przyktad

populacja poczatkowa, N — o0



Procesy przeskalowane

Zakfadamy:
» & — biomasa pojedynczego osobnika (Jx — 4 0x),

» przestrzen standw

MN:{,%,E(&-: neN,x;eX}

i=1

> intensywno$¢ konkurencji jest proporcjonalna do biomasy:
1(x) = 1(x),

» warunki poczatkowe vl € MN, spetniaja v — u, gdy N — oo,
gdzie u jest pewna miara borelowska na X.

Definiujemy:
proces stochastyczny (v);>¢ tak, ze proces (N v!),~o ma generator L,
przy czym funkcje /(x) zastepujemy przez %I(X).



Prawo wielkich liczb

M(X) — rodzina nieujemnych, skoficzonych miar borelowskich na X,
D([0, T], E) — przestrzeh Skorochoda funkgji cadlag f: [0, T] — E.

Twierdzenie

Zatézmy, ze funkcje p, a, 1, U, D s3 ciagte i ograniczone oraz (v}) nen
zbiega stabo do pewnej miary vy € M(X). Wéwczas ciag proceséw
(vN)nen zbiega wedtug rozktadu w przestrzeni D([0, T], M(X)) do
jedynej deterministycznej funkcji v, ktdra spetnia

(v, FY=(vo, f>+Lt fx fx JX f(z)m(x,y,vs)K(x,y, dz)vs(dx)vs(dy)ds
[ [ rea(oe 100 [ v ntan)ma@as
0 Jx X

dla dowolnej funkcji mierzalnej i ograniczonej f: X — R.



Uwagi o CTG

Zakftadamy:
» X specjalnej postaci
> losowe taczenie sie w pary
» dodatkowe zatozenia na operator dziedziczenia cech

» o = proces stochastyczny o wartosci w pewnych przestrzeniach
dystrybucji



Uwagi o CTG

Twierdzenie

Istniejg takie H — przestrzen Hilberta, C — przestrzeri Banacha (C — H),
ze proces fluktuacji o' zbiega w/g rozktadu w D([0, T],H') do pewnego
ciagtego procesu gaussowskiego o, ktory jest jedynym wedtug rozktadu
rozwigzaniem w C' réwnania stochastycznego

t
or =00+ J J¥osds + Zt, (2)
0



Uwagi o CTG

gdzie JF jest operatorem sprzezonym do

—2pff¢) wadz ))

- f j [REL ”Vz((‘j{;—qs(w)(D(wnL Utw, el

— | ¢ U(x, w)vs(dx),
X



Uwagi o CTG

a (Z;)t=0 jest scentrowanym procesem gaussowskim o wartosciach w
przestrzeni C' z kowariacja kwadratowa dang wzorem

f J f f K(x,y,dz) <(C>I?)> vs(dy)ds
+ L L@(XW(X)(D(X)JrL U(x, y)l/s(dy)>us(dx)ds. (3)

[Z(#)




Uwagi o CTG

Whioski z CTG:

» narzedzia statystyki: przedziaty ufnosci, zgodno$¢ i asymptotyczna
normalno$¢ estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci dla parametréw
modelu,

> tempo zbieznosci w FPWL



Uwagi o CTG

Przyktad. W przypadku gdy X — R jest zbiorem zwartym o
odpowiednio gtadkim brzegu mamy

H = H3P(X) oraz C=C3P(X),
gdzie
» D=1|d/2| +1,

» C3P(X) jest przestrzenig funkcji ciagtych z ciagtymi pochodnymi do
rzedu 3D z norma

[6lcoxy = D) suple®e(x)],

|a|<3D xeX

» H3P(X) jest przestrzenia Sobolewa funkcji majacych stabe
pochodne w L2 do rzedu 3D, z norma

[Blmoce = 3 L\aaqs(x)\zdx.

|a|<3D



Uwagi o CTG

Przykfad. W przypadku gdy X = R?
H=W;"P T (RY) oraz € =CPH(RY),
gdzie
» C3P1(RY) jest przestrzenia takich funkcji ciagtych z ciagtymi

pochodnymi do rzedu 3D, ze lim | [0%p(x)|/(1 + |x|) = 0 dla
|| < 3D, z norma

Slooey = 3 sup 1220001

\a\éf}DXGRd 1+ |X| ’

> W(?D’DH(R") jest domknieciem przestrzeni C* w L2 wzgledem

normy |
0%p(x
H(ZSH W3D ,D+1 (RY) - Z fRd 1+ |X|2D+2 dx.

|a|<3D



Asymptotyka dla duzych czaséw



Istnienie i jednoznacznos$¢

Twierdzenie

Zaktadamy, ze funkcje a, p, D, |, U sa mierzalne, ograniczone z géry,
odgraniczone od zera oraz pg € M(X). Istnieje wéwczas jednoznaczne
rozwigzanie yiy € M(X), t = 0 réwnania

d
&/Lt(dz) = L L m(x,y, pe) K(x,y, dz)pe(dx) pe(dy) "
- (o) + 162) [ Utz yyustay) )tz

z warunkiem poczatkowym pg. Funkcja [0,00) 3 t — p € M(X) jest
ciagta i ograniczona w normie wahania catkowitego.



Wtasnosci rozwigzan

Jim pe(X) =0 | liminf pre(X) > 0
losowe parowanie inf D(z) = supp(z) | inf D(z) < sup p(z)

preferencyjne parowanie infD(z) > 1 infD(z) <1




Globalny atraktor

Zakfadamy:
» p,D, I, U — state dodatnie

» warunek przetrwania: p > D (losowe) lub D < 1 (preferencyjne)

Lemat
Dowolne rozwigzanie s jest postaci

pre = ()i,

gdzie a: [0,00) — [0, 00) jest taka funkcja, ze a(t) — %, gdy t — o,
oraz ji: jest miarg probabilistyczna dla kazdego t > 0.



Réwnanie na atraktorze

Lemat
Réwnanie na rozktady probabilistyczne maja postaé

» losowe taczenie w pary

d
9 — e (dz) + pe(dz) JJK X, y, dz) e (dx) e (dy),

» preferencyjne faczenie w pary

%ﬂt(dz) + pe(dz) = Jjw(& Y, ue) K(x, y, dz)pe(dx) e (dy),

, ety 2y
gdzie V(X y, 1) = sy 0@ T 2Ty el




Asymptotyka

W dalszej czesci prezentacji badamy réwnanie

:u’lt + Ht = P,U/t, (5)

Zaktadamy:
» operator P: B(X) — B(X) dany jest wzorem

(Pu)(A) = L L K(x,y,A) p(dx) u(dy),

» X jest domknietym przedziatem R,
> Sx [2IK(x,y, dz) < a1 + colx| + alyl,
> (zK(x,y, dz) = <~



Asymptotyka

Lemat
Niech pio bedzie taka miarg borelowska, ze §, xjio(dx) = g € R. Wéwczas
odpowiadajace rozwigzanie ji; réwnania (5) ma wfasnosé

J xpe(dx) = q dla dowlnego t > 0.
X



Asymptotyka

Przyktad. Zaktadamy, ze
» dziedziczona cecha z = % + Z@,

» Ze[-1,1, EZ =0, |Z| £1

Woéwczas
» 4 Var(u,) = —3 (1 - Var(Z)) Var(pe),

» VarZ < 1= Var(u;) > 0= p; — 5, gdy t — o0.



Asymptotyka
» M, — zbidr wszystkich takich probabilistycznych miar borelowskich
pna X, ze §, |z|* p(dz) < o, (a = 1),
> Ma,q — podzbiér M, zawierajacy takie miary, ze §, z u(dz) = q.

» Dla pu,v € My definiujemy odlegtos¢ Wassersteina jako

duv) = swp [ £ v)(ee).

felip,

gdzie Lip; to zbidr funkcji X — R lipschitzowskich ze stata 1.

» K(x,y,z) := K(x,y,X ) (—OO,Z]).



Asymptotyka

Zatdézmy nastepujace warunki:

(i) dla dowolnych y, z € X funkcja K(x, y, z) jest absolutnie ciggta
wzgledem zmiennej x i dla dowolnych a, b,y € X

0
S K(a.y.2) = S K(by,2)|dz < 1, (6)

(ii) istnieja takie state « > 1, L < 1 oraz C > 0, ze dla kazdego
1€ Mg g prawdziwa jest nieréwnos¢

f X|°Pu(dx) < C + LJ x| (). (7)
X X



Asymptotyka

Twierdzenie

Ustalmy q € X i zatézmy, ze warunki (i) oraz (ii) sa spetnione. Wowczas
dla dowolnej miary poczatkowej g € My 4 istnieje jedyne rozwigzanie [i,
t > 0, réwnania (5) o wartosciach w M 4. Ponadto istnieje jedyna taka
miara p* € My q, ze Pu* = p* oraz dla dowolnej miary poczatkowej

o € My q odpowiadajace rozwigzanie i, t = 0, réwnania (5) zbiega do
w* w przestrzeni (M g, d).



Asymptotyka

Szkic dowodu:
» warunek (i) implikuje, ze jezeli u # v, to
d(Pu,Pr) < d(p,v), (8)
» z (8) oraz znanych faktéw z teorii réwnan rézniczkowych wynika
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania pi: w My g,

» z (8) oraz nieréwnosci Gronwalla dostajemy ponadto, ze dla t > r

d(.utal/t) < d(ﬂr»l’r), (9)



Asymptotyka

Szkic dowodu (c.d.):

» warunek (ii) implikuje warunkowa zwarto$¢ orbity startujacej z
dowolnej miary o € M, g,

» z warunkowe] zwartosci otrzymujemy, ze dla dowolnego rozwigzania
startujacego z ug € M, 4 odpowiadajacy zbidr w—graniczny jest
niepusty i zwarty,

> ze zwartoSci zbioru w—granicznego oraz (9) otrzymujemy
w(pe) = {p*} a stad limeo pr = p*,

» z gestodci My g w M 4 otrzymujemy teze dla dowolnej miary
poczatkowej o € My 4.



Asymptotyka

Twierdzenie

Zatézmy, ze k jest ciagta i ograniczona gestosciag miary K i spetnione s3a
zatozenia poprzedniego twierdzenia. Wéwczas miara stacjonarna puy jest
absolutnie ciagta wzgledem miary Lebesgue'a i ma ciagta i ograniczona
gestos¢ uy(x). Ponadto, dla kazdego g € M1, q odpowiadajace
rozwigzanie pi; réwnania (5) mozna zapisa¢ w postaci

e = € ‘o + v,
gdzie vy sa miarami absolutnie ciagtymi wzgledem miary Lebesgue'a oraz

maja ciagte i ograniczone gestosci v;(x), ktére zbiegaja jednostajnie
do uy(x).



Asymptotyka

Przyktad 1. Zakfadamy, ze
» X =R.
2= 47,

» Z — symetryczng zmienna losowa, o dodatniej gestosci h, EZ = 0,
EZ? < w.



Asymptotyka

Woéwczas
Xty aK: )__lh(z_m
k(x,y,2) = h(z="%), KXy, 2) =3 2
Warunek (i):  §; |h(z —«) — h(z — )| dz < 2, dla o, B € R.
2
Warunek (ii): [x[?Pu(dx) < EZ2 + & + 1§, [x[?u(dx).



Asymptotyka

Lemat
Jezeli u* jest gestoscig rozktadu granicznego u*, to u*(x) = f(x — q),
gdzie

f=hoxhi? s h5*« hi® s

oraz h,(x) = 2"h(2"x).

W szczegélnosci, gdy Z ma rozktad normalny N(0,02), to rozktadem
granicznym jest N(q,20?).



Asymptotyka

Przyktad 2. Zaktadamy, ze
» F=[0,00)
»z=(x+y)Z,

» Z € [0,1] o takiej gestosci h dodatniej na pewnym przedziale (0, ¢),
ze

« 1
f xh(x) dx = =.
O 2



Asymptotyka

> gestosé

1 z
k(vaaz): X+yh(x+y)7 ZE[O,X+y]
0, W p. p.

» dla h = 1 1) otrzymujemy réwnanie Tjon-Wu

> mamy

0 z ]
ey = (X +y> x+y)?



Asymptotyka

Warunek (i):  §3[h(2£)Z — h(%)%|dz < 1 dla dowolnych a, 3 > 0.

Warunek (ii):  §” 22(Pu)(dz) < 2¢°EZ% + L y? u(dy), gdzie
L=2EZ% <1.



Asymptotyka

Uwaga

> k nie jest ciaggta, nawet jezeli gestos¢ h jest ciaggta,

» jezeli ¢ > 0, to pu*({0}) = 0 oraz, ze miara niezmiennicza p* ma
gestosé uy, ciagly na przedziale (0, c0).

» dowolne rozwiazanie jest postaci u; = e g + v¢(x) dx, gdzie v;
zbiegaja jednostajnie do v, na przedziatach [e,0), € > 0.

» jezeli badane réwnanie jest rozpatrywane w zbiorze gestosci

probabilistycznych, to dowolne rozwigzanie u; zbiega do uy w
L]0, 00).



Populacje dwuptciowe



taczenie w pary

Osobnik jest opisywany przez x = (x, s), gdzie x to cecha ze zbioru X
oraz s to pte¢ {Q,d}.

Dwupftciowe pétlosowe taczenie w pary:

Pm(y) — —
pr(x) T Pm(w)m(dw) s=9,r=4d,
m((x,s),(y,r)f,m) = pm(X)M%, S:d, r:Q,

0, w p. p.

> pr, Pm — indywidualne wspotczynniki taczenia sie w pary,

» f, m — rozktady cech u samcéw i samic.



Zatozenia

» prawo Fishera: potomek jest samicg lub samcem z

-, 1
prawdopodobiefistwem 3,

» cechy nie s3 zwigzane z chromosomem ptci; opisuje je miara
K(x,y, dz),

» Ds, D, — wspdtczynniki $miertelnosci,
» Unm,r — Smiertelnod¢ samcédw w konkurencji z samicami,

> Ur,m, Un.m, Ur ¢ — analogicznie.



Uktad réwnan transportu

W przypadku statych wspdétczynnikéw

gm0 =3 (st + i) [ ] K emricaamaay

- (Dm + UnmM(t) + UmfF(t))mt(dz),

d 1/ p Pm

— (Df + Uf7mM(t) + UffF(f))ft(dz),

gdzie M(t) = my(X) oraz F(t) = f(X).



Catkowita ilos¢ osobnikow

M'(£) = 3 (peF() + puM(2)) = (Do + Un,mM() + Un ¢ F(£)) (1),

F'(6) = 3 (peF(e) + pmM (1)) = (Dr + UrmM(2) + Ur,cF(£) ) F(2).

WHtasnosci rozwigzan:

Po 4 Bo>2 | (M(t),F(t)) — (M, F), gdy t > oo (M, F > 0),

kS
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Rozktady probabilistyczne

Wstawiajac py = my/M(t), vy = f;/F(t) i skalujac czas otrzymujemy

{ Wy + pe = Pue, ve),

(10)
v + A(t)ve = A()P (e ve),

gdzie
Pluw)(de) i= | | Kix.y.douteo(dy

oraz A(t) := M(t)/F(t).



Asymptotyka

(") dla dowolnych y, z € X funkcja K(x,y, z) jest absolutnie ciagta
wzgledem zmiennej x i dla dowolnych a, b,y € X

)

(ii") istniejg state > 1, L < 1 oraz C = 0, ze dla kazdych u,v € M, 4
prawdziwa jest nieréwnosé

iIC(a z) — iIC(b z)‘ dz <1
aX ’.y7 aX 7.y7 )

L Ix|*P (1, v) (dx) < C + L max { L \x|a,u(dx),£< x|ay(dx)}.



Asymptotyka

Twierdzenie

Ustalmy q € X, zatézmy, ze g> + {5~ > 2 oraz warunki (i), (ii") s3
spetnione. Wéwczas istnieje jedyna taka miara p* € My 4, zZe dla
dowolnych pig, vy € Mj q odpowiadajace rozwigzana ji., v, ukfadu (10)
zbiegaja do p* w przestrzeni M 4, gdy t — 0.



Uwagi

» jezeli K ma ciagta i ograniczong gestos¢, to zbieznosé mozna
wzmocnié,

» przyktady dziedziczenia cech z modelu opisujacego populacje
hermafrodytyczne réwniez spetniaja warunki (i') oraz (ii').

» rozkfad stacjonarny p* jest taki sam dla samic i samcéw



Dalszy kierunek badan



Dalszy kierunek badan

Interesujace jest zagadnienie asymptotycznego zachowania ewolucji
profilu fenotypowego populacji z faczeniem preferencyjnym, t.j. opisanym
réwnaniem

Sorele) + () = || vy K e,y de)ne ()

gdzie
B a(x, y) a(x,y)
DX,y 1) = 21 alx u(dr) | 28, aly. r)dr)’




Dalszy kierunek badan

Znane sg symulacje numeryczne, ktére sugeruja, ze w niektorych
przypadkach nalezy spodziewal sie zbiezno$ci do rozktadu
wielomodalnego.

Ten wynik sugeruje, ze preferencyjne faczenie sie w pary moze prowadzi¢
do populacji polimorficznej i w konsekwencji do specjacji.



Dotychczasowe wyniki zawarte s3 w pracach

@ R. Rudnicki, P. Zwolenski, Model of phenotypic evolution in
hermaphroditic populations, J. Math. Biol. (2014), DOI:
10.1007/s00285-014-0798-3.

@ P. Zwolenski, Trait evolution in two—sex populations,
arXiv:1408.5587, in review (2014).
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