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Jest nas czworo przyjaciot z liceum: fizyczka, informatyk, kafelkarz i ja — matematyk
nadzorujacy cate przedsiewziecie. Spotykamy sie nieregularnie, rzekibym nieokresowo,
w pewnym staromiejskim pubie irlandzkim, gdzie popijamy guinnessa, dyskutujemy

0 nieskonczonosci i reqularnosci Natury, ale przede wszystkim przeprowadzamy
rozne obliczenia, na serwetkach oczywiscie. Naszym celem jest pobicie rekordu Swiata.
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>>pokrycia

SZYSTKO zaczelo sie od tego, ze kolega kafel-
karz znudzit sie uktadaniem na balkonach i ta-
rasach jedynie kwadratowych kafelkéw. Chciat
uzywaé bardziej wymyélnych ksztattéw. Po-
prosil informatyka o program komputerowy,
ktdry by sprawdzat, czy rézne ciekawe kafelki moga pokry-
wac dowolnie duze powierzchnie.

- Nie ma sprawy — powiedziat informatyk.

Na nastepnym spotkaniu pojawit sie jednak z nieco
zmieszang ming.

- Sprawa bylaby prosta - zaczat - gdyby kazda rodzi-
na kafelkéw pokrywajaca nieskoniczenie duza podloge po-
krywata ja w sposéb okresowy. Oznacza to, ze moglibysmy
wtedy ulozy¢ z kafelkdw kwadrat, z wypustkami i wciecia-
mi na bokach, a nastepnie kopie tych kwadratow ktadliby-
$my obok siebie tak, ze wszystkie wypustki i wciedia pa-
sowalyby do siebie (ramka 1). Napisalem kr6tki program
komputerowy, ktéry dla kazdej rodziny kafelkéw znajdu-
je whasnie taki wzorcowy kwadrat. Musze sie jednak liczyc
z tym, Ze by¢ moze istnieja kafelki, ktére mogg pokry¢ nie-
skoniczenie duza podloge, ale tylke w sposob nieckresowy.
Innymi stowy, dla takiej szczegdlnej rodziny kafelkéw nie
bedzie wzorcowego kwadratu, a méj program bedzie go szu-
kat w nieskoriczonosé.

— Koledzy — odezwata sie fizyczka - prébujecie rozwiazad
typowe zadanie optymalizacyjne majace za cel zminimalizo-
wanie jakiejé wielkosci. Rozwazmy problem, z ktérym sty-
ka sie kazda gospodyni: jak wyciaé z ciasta krazki na piero-
gi, nie marnujac zbyt duzo powierzchni. Sposdb jest bardzo
prosty - kazdy wydety krazek powinien sie stykac z szedcio-
ma innymi. Srodki krazkéw utworza wtedy regularna sie¢
tréjkatng (ramka 2). W przypadku waszych kafelkéw cheede
oczywiscie, aby pole niepokrytej powierzchni wynosito ze-
ro. Uklad kafelkéw o minimalnej (czyli zerowej) powierzchni
niepokrytej powinien by¢ oczywiscie okresowy. Optymalne

1. DWA TYPY KAFELKOW, WZORCOWY KWADRAT Z WYPUSTKAMI

I WCIECIAMI, OKRESOWE

POKRYCIE PLASZCZYZNY

struktury przestrzenne sa zawsze regularne, czyli okresowe.
Wierzcie mi, jestem fizykiem ciala statego 1z takimi proble-
marni spotykam sie na co dziefi. Na przyklad jest ,,oczywi-
sta oczywistoscia”, ze materia w odpowiednio niskich tem-
peraturach i odpowiednio wysokich cignieniach przyjmuje
postac krysztatu, Atomy, z ktérych skiada sie nasz kawalek
materii, s3 rozmieszczone w przestrzeni regularnie; w przy-
padku soli kuchennej, na przyktad, atory sodu i chloru two-
1z3 szeécienna sie¢ krystaliczng (ramka 3).

- Dlaczego tak sie dzieje? - zapytatem.

Fot. Forum; Rys. Anna Skowrofcha

- To proste. - Fizyczka uémiechnela sie. - Podstawo-
we prawo fizyki méwi, ze uktad skladajacy sie z wielu od-
dziatujacych obiektéw (atoméw lub czasteczek) w niskiej
temperaturze znajduje si¢ w stanie o najmniejszej energii
(bedacej sumg oddziatywan miedzy wszystkimi obiekta-
mi), w tak zwanym stanie podstawowym. Wszyscy wie-
my, ze stan podstawowy jest okresowy (jesli przesunie-
my wszystkie atomy o taka sama odlegloé¢ - zwana okre-
sem —w tym samym kierunku, to ich potozenia pokryja
sie z polozeniami atoméw przed przesunieciem),

PROBLEM KRYSZTALU

..z punktu widzenia kafelkarza

2. LICZBA CALUSKOW | GESTO UPAKOWANE POMARANCZE

Z iloma monetami jednoziotowymi
moze si¢ jednoczesnie stykac dana
moneta jednoziotowa? tatwo sie prze-
kona¢, ze maksymalnie z szescioma.
Méwimy, ze liczba catuskow (z ang.
kissing number) na plaszczyZnie wy-
nosiszest. . .
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Jezeli bedziemy chcieli upako-
wac monety jak najgesciej na stole,
to kazda z monet otoczymy w taki
sam spos6b szescioma innymi. Srodki
monet utworza wtedy regularna sie¢
trojkatna,

Isaac Newton rozwazat analo-
giczny problem dla kul w przestrze-
ni. Twierdzit, ze z dana kula moze sie
styka¢ maksymalnie 12 innych kul o ta-
kim samym promieniu. Dopiero 200 lat
pozniej potwierdzono przypuszczenia
Newtona. W 2003 roku Oleg Musin
wykazal, ze liczba caluskéw w prze-
strzeni czterowymiarowej wynosi 24.
Nadal nieznana jest liczba catuskéw
w przestrzeni pieciowymiarowej.

A jak wyglada najgestsze upako-
wanie kul w przestrzeni? Wie to oczy-
wiscie kazdy sprzedawca pomararnczy,
Ukfada pierwsza warstwe pomarari-
czy w sposab analogiczny do monet

na plaszczyznie. Drugg i kazda na-
stepng warstwe kfadzie na poprzed-
niej, wpasowujac sie w jej wglebienia
(mozna to za kazdym razem zrobi¢
na dwa sposoby).

Johannes Kepler w 1611 roku po-
stawit hipoteze, Zze powyzsza proce-
dura doprowadza do najgestszego
upakowania kul w trzech wymiarach,
to znaczy, ze czgs¢ przestrzeni nie-
pokryta kulami jest wtedy najmniej-
sza z mozliwych. Hipoteza Keplera
i sprzedawcow pomaranczy zostala
udowodniona dopiero w 1989 roku
przez Thomasa Halesa. Kazde z wielu
mozliwych najgestszych pokry¢ tworzy
okresowa sie¢ krystaliczna.

- Méwigc krotko, twierdzisz, ze ukiad obiektéw w prze-

strzeni, ktdry minimalizuje energle, musi by¢ okresowy.

—Oczywisde. Tego uczy nas doswiadezenie, Zaktadamy to
na pierwszej stronie kazdej ksiazki z fizyki ciala stalego.

— Ale to zalozenie nigdy nie zostalo udowodnione!
Jest to tak zwany problem krysztatu. Przedstawie ci na-
stepujacy kontrprzyklad: uklad oddzialujacych czastek,
ktérego stanem podstawowym jest konfiguracja nieokre-
sowa. Czastki mogg przebywac w jednakowo od siebie

odleglych weztach regularnej sieci jednowymiarowej. =
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3. KRYSZTAL SOLI KUCHENNE)

wieksze kule — atomy chloru
mniejsze kule — atomy sodu

3 Nasze czastki sig nie lubig, chcg by¢ jak najdalej od sie-
bie (energia oddzialywania migdzy kazdymi dwiema
czastkami jest dodatnia, oczywiscie malejaca w miare
zwiekszania sie odlegtosci miedzy nimi). Z drugiej stro-
ny, energia kazdej czastki (zwana potencjatem chemicz-
nym) jest ujemna. A wiec w stanie podstawowym, w sta-
nie o najmniejszej energii, z jednej strony powinno byé
jak najwiecej czastek (kazda z nich osobno obniza ener-
gie ukladu), ale z drugiej strony powinno byé ich jak naj-

4. SCHODY DIABELSKIE

Gestosc zastek w stanie podstawowym jako funkdja
potencjatu chemicznego.

Suma diugosci wszystkich stopni jest rowna 1.
Miedzy kazdymi dwoma stopniami jest nastepny
o mniejszej diugosci.

Jest to wigc wykres funkgji ciagtej, rosnacej, ale pra-
wie wszedzie stalej.

5. KONFIGURACIA FIBONACCIEGO
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Powyzsza konfiguracje otrzymalismy w nastepujacy sposéb.

® oznacza czastke, a O jej brak.

Zaczynamy od czastki ® po lewej stronie i zastepujemy ja przez @O,

W kazdym kolejnym kroku ® zastepujemy przez ®0,a © przez ®.

Otrzymujemy nastepujace konfiguracje:

Q3 3 23 9 3 4 @ 9A G 2 A2 8B . ...

Ciag dlugosci kolejnych konfiguracji czastek (1, 2, 3, 5, 8, 13, ...) jest ciagiem

Fibonacciego, gdzie kazda kolejna liczba jest réwna sumie dwach poprzednich.
Gestos¢ czastek w kolejnych krokach wynosi 1, 1/2, 2/3, 3/5, 5/8, 8/13...

Ambitny czytelnik moze udowodnic, Ze w nieskoriczonej konfiguracji Fibonacciego

gestosc czastek wynosi 2/(V5 +1). lest to nieokresowy stan podstawowy dla odpycha-

jacych oddziatywari migdzy czastkami i pewnego potencjalu chemicznego czastek.

mniej (kazda para podwyzsza energie ukladu). Mozna
powiedzie¢, ze nasz uklad jest sfrustrowany. Efektem
tej frustracji, tego konfliktu dwdch czynnikéw, sa nie-
zwykle ciekawe konfiguracje czastek. Gestosé czastek
(liczba czastek przypadajacych na jeden wezet sieci) ja-
ko funkcja potencjatu chemicznego jest funkcja rosna-
ca, clagla i prawie wszedzie stala.

- To niemozliwe! - krzykneli zgodnie fizyczka, infor-
matyk i kafelkarz, - Funkeja rosnaca, ktéra prawie wsze-
dzie jest stata i nie ma zadnych skokow? To jakies diabel-
skie urojenia.

~ Zadne urojenia, to byt realnie istniejacy - odpa-
rowaltem. - Cho¢, owszem, diabelski. Sa to tak zwane
diabelskie schody (ramka 4), obiekt bardzo dobrze zna-
ny i opisany przez matematykéw. Zmieniajac potencjat
chemiczny, mozemy uzyska¢ dowolna gestosé czastek.
Przykladowo, dla odpowiedniego potencjatu chemicz-
nego, gestoscé czastek w stanie podstawowym wynosi
2/ (/5 + 1). Taki stan podstawowy nie moze by¢ wiec
okresowy, bo wtedy gestos¢ musiataby by¢ utamkiem
(czyli, jak to mowia matematycy, liczba wymierna). Na-
wiasem méwiac, konfiguracja czastek odpowiada wtedy
tak zwanemu ciggowi Fibonacciego (ramka 5).

- No dobrze... - Fizyczka zaczeta sie wycofywac. - Ogra-
niczmy sie wiec do oddziatywan tylko miedzy najblizszymi
sasiadami, tak jak w przypadku waszych kafelkéw.

— Mam dla ciebie smutna wiadomoéé - wiracit sie do roz-
mowy informatyk. - W 1966 roku Robert Berger skon-
struowat (albo odkryl, jak kto woli) uklad 20 426 typéw
kafelkéw, kwadratéw z wypustkami i weigciami na bokach
— takich, ze majac do dyspozycji nieskoriczona liczbe kopii
kafelkéw kazdego typu, mozemy nimi pokry¢ nieskoriczo-
na powierzchnie, ale tylko w sposéb nieokresowy. W kaz-
dym takim pokryciu wypustki i wciecia sasiednich kafel-
kéw idealnie do siebie pasuja. Mamy wiec tutaj przypadek
lokalnych regut dopasowywania sie - a wiec jak najbardziej
oddziatywan miedzy najblizszymi sasiadami.

— Troche za duzo tych typ6w kafelkéw, aby ich uzywac
W mojej pracy - zauwazy! praktycznie kafelkarz.

— I co to ma wspélnego z rzeczywistymi ukladami
fizycznymi? - zapytata fizyczka.

~ Shuchaj - powiedziatem — méwitas o ogélnej proce-
durze minimalizacji. Twierdzilas, ze konfiguracje obiek-
téw minimalizujace catkowits energie musza by¢ okreso-
we. Nie upieratas sie, ze dotyczy to tylko konkretnych ulda-
déw fizycznych.

- Masz ragje, powinnam by¢ ostrozniejsza. Wy mate-
matycy zawsze wymyslicie jaki§ abstrakeyjny kontrprzy-
ktad. Natomiast Natura jest taka, ze rzeczywiste oddzialy-
wania zawsze prowadza do perfekcyjnej regularnosdi, czyli
okresowosci.

Nasza kolezanka nie miata jednak racji. Niedtugo po na-
szym spotkaniu fizycy dokonali epokowego odkry-
cia. W 1984 roku zaprezentowali krysztal z pieciokat-
na symetria. Wynikalo z tego, ze atomy uktadaty sie
bardzo regularnie, ale nieokresowo (zadna struktura
okresowa nie ma pieciokatnej symetrii). Nowa forma
materii zostata nazwana kwazikrysztalem. Rozpocze-
ly sie intensywrne badania struktur nieokresowych. Po-
wstaly liczne prace doéwiadczalne i teoretyczne. Nadal

Rys. hna Skowroriska

jednak nie mamy realistycznego modelu mikroskopo-
wego oddzialujacych czastek, ktérego stan podstawo-
wy byltby kwazikrystaliczny. To jest stynny problem
kwazikrysztatu.

Powyzsze odkrycie oznaczato, ze badanie struktur nie-
okresowych to nie tylko zajecie dla matematykdw i kafelka-
rzy. Okazalosie, ze ukdadanie kafelkéw na balkonach moze
sig przyczyni¢ do rozwiazania fundamentalnego problemu
fizyki. Zmotywowalo nas to do intensywniejsze] pracy.

Od tego czasu spotykamy sie coraz czeddej. Konstruuje-
my rozne zestawy kwadratowych kafelkéw. Boki kwadratéw
oznaczamy kolorami, ktére graja role wypustek i weieé (ram-
ka 6). Takie kolorowe dwuwymiarowe domina zostaly za-
proponowane w 1921 roku przez Alexandra Percy'ego Mac-
Mahona (patrz: Marek Penszko, ,MacMahon i ztamane ser-
ca”, WiZ” 5/2007).

Uzywajac nieskoficzone;j liczby kopii naszych kafelkéw,
staramy sie pokry¢ plaszczyzne tak, aby kolory bokéw pray-
legajacych kwadratow byly takie same. Zestaw 20 426 ka-
felkow Bergera byt pierwszym przykiadem rodziny kafel-
kow, ktérymi mozna pokry¢ plaszczyzne tylko w sposéb
nieokresowy. Obecnie najmniejsza taka rodzina, skonstru-
owana przez Karela Culika [I w 1996 rokuy, sklada sie z 13
kafelkéw (ramka 6). My chcemy by¢ lepsi. Naszym celem
jest nieokresowe pokrydie plaszczyzny wymagajace mniej
niz 13 typow kafelkéw. Cheemy pobié rekord $wiata sprzed
121at. &

Z1DR HAB. JACEK MIEKISZ pracuje na Wydziale Matematyki, Informatyki | Mechaniki UW,
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6. KROTKA HISTORIA REKORDU SWIATA

W 1900 roku David Hilbert przedstawit 23 fundamentalne problemy matematyczne.
Druga cze$¢ 18. problemu zawiera w istocie nastgpujace (nadal pozostawione bez
odpowiedzi) pytanie: czy istnieje wielobok pokrywajacy nieskonczong plaszczyzne
tylko w sposob nieokresowy?

W 1961 roku Hao Wang rozwazal kwadratowe domina, nazywane rowniez kwa-
dratami MacMahona. Postawit hipoteze, ze kazdy skonczony zestaw plytek domina,
nazywany przez nas kafelkami, pokrywajacy plaszczyzng moze pokryé ja takze
w sposob okresowy.

Oto niektére kontrprzykfady:
>> Robert Berger, 20 426 kafelkow, 1966
>> Raphael Robinson, 56 kafelkow, 1971
>> Robert Ammann, 16 kafelkéw, 1977
>> larkko Kari, 14 kafelkow, 1996
>> Karel Culik Il, 13 kafelkow, 1996
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Powyzsze kafelki skonstruowane przez Karela Culika Il pokrywaja plaszczyzne
tylko w spos6b nieokresowy. Kolory bokéow przylegajacych kwadratéw muszg byé
takie same. Uwaga: kafelkow nie mozemy obracac.

lezeli dopuscimy do pokrywania plaszczyzny dowolnymi wielobokami, to naj-
mniejszym zbiorem kafelkéw pokrywajacych pfaszczyzne tylko nieokresowo jest
shynny latawiec i strzafa Rogera Penrose’a z 1974 roku.

}> REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA > REKLAMA >> REKLAMA >> REKLAMA >> RFKI LM ~~



