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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Modelowanie ruchu turystycznego na kopule szczytowej Kasprowego Wierchu

Uktad szlakéw w rejonie Kasprowego Wierchu
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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Rozwazmy sie¢ potaczen pomiedzy obiektami reprezentowang przez

prosty skierowany graf metryczny

G={wvi,v,....,vn},{e=vivyx[0,1]: i,j=1,2,...,n}),

ktéry posiada n wierzchotkéw vy, v ..., v, oraz m krawedzi
e1,6e...,en. Zatbzmy, ze G jest grafem spdjnym, ale

niekoniecznie silnie spéjnym. Dowolna krawedZ e parametryzujemy
w taki sposéb, ze 0 znajduje sie poczatku krawedzi - ejnjt, a 1 w jej

koncu - eterm.



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Zdefiniujmy dodatkowe macierze, ktére pozwolg wprowadzié
strukture grafowa do modelu opartego na uktadzie réwnan
rézniczkowych. Wyjéciowa macierza incydencji,

o = (¢E)1§;§n71ggm, oraz wejsciowa macierza incydencji,

ot = (¢ZT)1<,<,771<,<,,, nazywamy odpowiednio macierze, ktérych

elementy spetniaja
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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Dodatkowo krawedziom przyporzadkowujemy nieujemne wagi.
Wage krawedzi e; wychodzacej z wierzchotka v; oznaczamy przez
wjj. Wagi wszystkich krawedzi wchodzacych z jednego wierzchotka

powinny sumowac sie do 1, stad

Vici2,.n >, wj=1 (1)

JVi=€jinit
Wazona wyjsciowa macierza incydencji, nazywamy macierz ¢,
ktéra powstaje z macierzy ¢~ poprzez zastagpienie niezerowego
wyrazu CDI-J*- przez w;;.
Zauwazmy, ze &, jest macierza, ktdrej wiersze sumuja sie do

Jjedynki.



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Za pomoca przedstawionych macierzy sasiedztwa mozemy
zdefiniowa¢ krawedziowa macierz sasiedztwa K = (kjj)ij=12...n
ktéra pdzniej znajdzie swoje zastosowanie modelu transportu, jako
K = (o) dF, czyli

wy; if 3y A Vi =

kij = (2)
0 w p.p.

Zauwazmy, ze jezeli w grafie nie wystepuja wierzchotki, z ktérych
nie wychodza zadne krawedzie (tzw. ujécia) to macierz K jest

stochastyczna.



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Oznaczmy przez uj(x, t) gestos$¢ substancji w potozeniu x w chwili
czasu t > 0. Przyjmijmy, ze ptynie ona wzdtuz krawedzi e;
(parametryzowanej przez x € [0, 1]) z predkoscia ¢; > 0.

Przy zatozeniu, ze iloé¢ substancji w uktadzie nie ulega zmianie
strumien powinien spetniaé prawo Kirchhoffa w kazdym

wierzchotku tj. warunek

m

m
Z W,-J-qﬁ;cjuj(o, t) = Zgzﬁ}jcjuj(l, t), t>0,iel,...,n
j=1 J=1



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Wprowadzmy jeszcze wspdtczynniki m, ktére odpowiadaja za
przemieszczenie masy pomiedzy krawedziami w trakcie przeptywu,
w szczegoblnosci wspotczynnik mj; odpowiada przemieszczeniu z
krawedzi j na krawedz /. Ostatecznie przeptyw substancji na kazdej

krawedzi moze zosta¢ opisany uktadem réwnan:

Oruj(x, 1) = —gOuj(x, t) + 32kLy mjkuk(x; t),
x€(0,1), t>0,

uj(x,0) = fi(x),

qb,-jcjuj(O, t) = w;j é:l o7 ckuk(L, t).



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wyprowadzenie modelu transportu na grafie metrycznym

Jezeli ¢~ jest operatorem surjektywnym, to problem mozna

zapisa¢ w postaci operatorowe;j

uy = —Cuy+Mu, u(0)=f
, (3)
u(0) = Ku(1)
gdzie C = diag{c1, ..., cm}, natomiast
K=CYo,) o"C. (4)

Widzimy, ze z matematycznego punktu widzenia zagadnienie (3)
mas sens gdy K jest dowolng macierza, niekoniecznie dang w

postaci (4).



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

Gdybysmy chcieli interpretowaé problem z dowolng macierza K w
jezyku teorii graféw, musimy wprowadzi¢ uogdlnienie grafu jakim
jest hipergraf.

Definicja (hipergraf metryczny)

Przez hipergraf bedziemy rozumie¢ dowolna pare uporzadkowana
H = (V,E) gdzie V = {v1, va, ...., Vp} jest niepustym zbiorem

wierzchotkéw, zas E = {(v,F) x [0,1]: ve€ V, F C V} zbiorem
hiperkrawedzi.



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

Sprébujmy zbudowaé graf G w taki sposdb, ze macierz K jest
krawedziowa macierzg sasiedztwa tego grafu. Zgodnie z jej

definicja dla K = (k)

1<ij<m

e € ej
wyi  jezeli I 2 v =
k’./ — )
0 W p.p.;

gdzie przypomnijmy wy; jest waga krawedzi e;, ktéra wychodzi z

wierzchotka vi. Rozwazmy macierz postaci

0
1

K =

Nl= N



Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

Sprébujmy zbudowaé graf G w taki sposdb, ze macierz K jest
krawedziowa macierzg sasiedztwa tego grafu. Zgodnie z jej

definicja dla K = (k)

1<ij<m

e . €j e
wi;  jezeli 3 — v —
kU - )
0 wpp,

gdzie przypomnijmy wy; jest waga krawedzi e;, ktéra wychodzi z

wierzchotka vy.
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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

Sprébujmy zbudowaé graf G w taki sposdb, ze macierz K jest
krawedziowa macierzg sasiedztwa tego grafu. Zgodnie z jej

definicja dla K = (k)

1<ij<m

e . €j e
wi;  jezeli 3 — v —
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0 wpp,

gdzie przypomnijmy wy; jest waga krawedzi e;, ktéra wychodzi z

wierzchotka vy.
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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

Sprébujmy zbudowaé graf G w taki sposéb, ze macierz K jest
krawedziowa macierza sasiedztwa tego grafu. Zgodnie z jej

definicjg dla K = (k;)

1<ij<m

T € &
wii  jezeli 3 = v —
kj = :
0 W p.p.;

gdzie przypomnijmy wy; jest waga krawedzi e;, ktéra wychodzi z

wierzchotka vy.
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Klasyczne zastosowanie modelu transportu na grafie metrycznym.
Wprowadzenie hipergrafu metrycznego

€1
0 1 /\
K= Vi © %)
11 ~ 7
€2

Zgodnie z rysunkiem krawedZ e, musiataby mie¢ koniec
jednoczes$nie w wierzchotku vy jak i w vo. Wierzchotki te nie moga
sie pokrywaé, gdyz wtedy krawedZ e; stataby sie petla, co jest
sprzeczne z zatozeniem. Nie istnieje wiec graf, dla ktérego K jest
krawedziowa macierzg sasiedztwa. Istnieje jednak odpowiedni

hipergraf ({Vla VZ} ) {(V17 {V2}) ) (V27 {Vl’ V2})})



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Definicja
Problemem transportowym na hipergrafie metrycznym nazywamy

problem postaci

u; = —Cuy + Mu, u(0)=f
u(0) Ku(1)

gdzie K jest dowolng macierza, a C nieujemna macierza
diagonalna.

Moéwimy, ze problem (5) jest grafowo realizowalny jezeli istnieje
graf G, taki ze macierze incydencji ®,,, ™ tego grafu spetniaja
warunek

Cc(o,) dC =K,



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Twierdzenie (istnienie i nieujemnos$¢ rozwiazan)
Dla dowolnej macierz K, problem transportowy na hipergrafie

metrycznym posiada jednoznaczne rozwiazanie
u(x, t) = e”f(x),

gdzie e jest pétgrupa operatoréw generowang przez operator

A = —C0y + M zdefiniowany na dziedzinie
D(A) = {ue Wi([0,1])": u(0) = Ku(1)}.

Ponadto rozwiazanie (5) jest nieujemne na nieujemnym warunku

poczatkowym wtedy i tylko wtedy gdy macierz K jest nieujemna.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Twierdzenie (grafowa realizowalno$¢)
Model transportu na hipergrafie metrycznym jest grafowo
realizowalany przez graf G bez krawedzi wielokrotnych wtedy i
tylko wtedy gdy spetnione sg nastepujace warunki
@ dowolne dwa wiersze/kolumny macierzy K maja na tych
samych wspétrzednych wyrazy niezerowe lub s3 ortogonalne;
@ jezeli istniejg dwa indeksy /7, takie, ze i-ty i j-ty wiersz oraz
i-t i j-ta kolumna zeruja sie na tych samych wspétrzednych to

S3 one zerowe.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie
Twierdzenie (jawna postac rozwigzania problemu, przypadek

statych predkosci)

Jezeli predkosci ruchu w problemie transportowym na hipergrafie
metrycznym s3 state, tj. C = cl, ¢ € R, to rozwigzanie problemu

przybiera posta¢ dla —n < x—ct < —n+1, neN
tAf( ) —MX (Ke%M>n ef%M(xfctJrn)f(X —ct+ n)'
W szczegdlnosci dla przypadku niezaburzonego jest ono postaci

ef(x) = K"f(x — ct + n).



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wtasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Twierdzenie (jawna postac rozwigzania problemu, przypadek
wspo6tmiernych predkosci)
Jezeli w problemie wystepuja state predkosci ruchu na kazdej z

krawedzi, ktére spetniaja dodatkowo warunek wspotmiernosci, czyli

c
Vi=12,...m Jdeer P N,

1
. - . -1 . . . . .
to istniejg operatory ograniczone U, ™" takie, ze rozwigzanie jest
postaci

eAf(x) = UL AUF(x),

gdzie et jest rozwiazaniem pewnego przeksztatconego

zagadnienia transportowego z jednostkowymi predkosciami.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Algorytm przejscia pomiedzy wyzej wymienionymi problemami
KROK 1 Dokonujac przeskalowania argumentéw t = 7, x; = C%x
tworzymy problem, w ktérym transport odbywa sie na hipergrafie o
hiperkrawedziach réznej dtugosci, ale z jednostkowa predkoscia.

Przyktad Rozwazmy zagadnienie:

A7 RS
™ 0 D
u; = - u,, t>0, xe(0,1) * a=x°*
0 2« b
u(0) = f
=2
11 « 2T,
u(0) = u(l) .-
0 1




Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Algorytm przejscia pomiedzy wyzej wymienionymi problemami
KROK 1 Dokonujac przeskalowania argumentéw t = 7, x; = C%x
tworzymy problem, w ktérym transport odbywa sie na hipergrafie o
hiperkrawedziach réznej dtugosci, , ale z jednostkowa predkoscia.

Przyktad Po przeskalowaniu przyjmuje on postac:

ul = —ul, t>0, ye(0,2) . " s .
u? = —u}2,, t>0, ye(0,1) AN a=1

u(0) = f

B0) = ul(2)+ A1) . cz_:1> .

uv?(0) = u?(1) YeeooT



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Algorytm przejécia pomiedzy wyzej wymienionymi problemami

KROK 2 Tworzymy nowy hipergraf dzielac krawedzie ponownie na

odcinki o dtugosci jeden, wprowadzamy nowe warunki brzegowe

oraz nowe funkcje gestosci jako obciecia funkcji wczesniej

istniejacych do odpowiednich przedziatéw.

Przyktad Po pierwszym kroku mamy uktad:

c

1
Uy

2
u)’z’

t>0, y1 €(0,2)
t>0, y»€(0,1)




Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Algorytm przejécia pomiedzy wyzej wymienionymi problemami
KROK 2 Tworzymy nowy hipergraf dzielac krawedzie ponownie na
odcinki o dtugosci jeden, wprowadzamy nowe warunki brzegowe
oraz nowe funkcje gestosci jako obciecia funkcji wczesniej
istniejacych do odpowiednich przedziatéw.

Przyktad Dtugosci krawedzi ponownie sg jednostkowe:

v, = —v,, t>0, ye(0,1) . o . T .
V(O) - f kClz]. C2:1
011
vi0) = |1 0 0 |v(1) Gg=1"
[} _— [ ]
001 Tt




Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Rozwazmy przeskalowana pétgrupe (etA)t>o zdefiniowang jako
etA = e=S(A)tetA | generowana przez A= A — s(A)l na dziedzinie
D(A) = D(A). W przypadku problemu niezaburzonego ze statymi
predkosciami na krawedziach réwnymi ¢, s(A) = cIn||K|. W
ogoblnym przypadku nie da sie zapisaé ograniczenia spektralnego
operatora A w sposéb jawny, lecz jest ono rozwigzaniem réwnania
wielomianowego, ktérego wspoétczynniki zaleza od wyrazéw

macierzy C, M, K.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wtasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Definicja (cykl w hipergrafie)

n 4+ 1 wierzchotkéw vgvivs...vp, v; € V, i =0,1,..., n nazywamy
cyklem o dtugosci n w hipergrafie G = (V, E), jezeli vo = v, oraz
dla dowolnej pary vjviy1 dla i =0,1,...,n — 1 istnieje taka

hiperkrawedz e € E = (v;, F), ze viy1 € F.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Wiasnosci rozwiazan problemu na hipergrafie

Twierdzenie (asymptotyka dtugoczasowa)
Jezeli macierz K w problemie (6) jest nieredukowalna, a predkosci
transportu ¢;, i = 1,2, .., m wspdtmierne to mozliwy jest rozktad
przestrzeni X na dwie domkniete podprzestrzenie niezmiennicze
X1, Xo majace nastepujace wtasnosci:

Q podigrupa (e“‘\xl)go jest asymptotycznie stabilna;

@ podfgrupa (e“‘\xz)@o jest izomorficzna z p6tgrupa obrotéw o

okresie

1 1
=-NWD — €y, .., € T kl w hi fie G 3,
TT C%: ¢ €i ej, tworza cykl w hipergrafie

gdzie c € R jest dowolng stata taka, ze £ €N, i=1,2,....m.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Zastosowanie modelu do zagadnien rozprzestrzeniania mutacji genéw

Tradycyjny model rozprzestrzeniania mutacji genetycznych oparty
na réwninach bilansu masy zaktadat podziat organizméw na m

grup ze wzgledu na pewna ceche kodu genetycznego:

gdzie v = [vi(t), va(t), ..., vim(t)] opisuje liczebnos¢ organizméw w
i-tej grupie w ustalonej chwili czasu t, natomiast L = (/,-j)1<,.J<m
jest macierza wspédtczynnikdéw przejscia z jednej grupy do drugiej w

wyniku mutacji genéw.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Zastosowanie modelu do zagadnien rozprzestrzeniania mutacji genéw

Rozréznijmy osobniki ze wzgledu na wiek utozsamiajac starzenie
organizmdw z przemieszczaniem wzdtuz krawedzi hipergrafu.
Zakfadamy, ze wszystkie komérki z danej grupy maja ta sama
przewidywana dtugos$¢ zycia. Rézne predkosci przeptywu przez
krawedziach rozrézniaja te wartosci w obrebie réznych grup.
Komérki w momencie osiaggniecia konca krawedzi rozmnazaj3a sig i
w tym momencie mozliwa jest mutacja z powodu btedu replikacji
DNA. Mozliwe s3 mutacje wynikajace z zewnetrznych mutagendéw

w dowolnej chwili zycia komérki, co modeluje macierz M.

uy = —Cuy+ Mu, u(0)="f
u(0) = Ku(l)



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Zastosowanie modelu do zagadnien rozprzestrzeniania mutacji genéw

Prowadzenie rozwazan na hipergrafach jest istotnym zatozeniem.
Zgodnie z ponizszym przyktadem ograniczenie sie jedynie do

graféw sprawi, ze mutacje w grupie i wymuszaja charakter mutacji

w grupie J.
E i j ]
€ €p
1 1 - T
" ZN
q 1 0

Jezeli wspotczynniki kpi = kqi = kp; = 1, to aby problem byt

grafowo realizowalny kg = 1.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym
Zwiazek rozwazanego modelu z podejéciem opartym na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych

Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy dwoma podejSciami

do problemu rozprzestrzeniania mutacji?

Model dany réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym jest modelem
w skali makro. Poprzez dodanie dodatkowych informacji,
wprowadzajacych zalezno$¢ od struktury wiekowej, tworzymy
bardziej szczegdtowy opis. Wprowadzone dane te moga jednak
wptywacd na jakosciowe zachowanie w skali makro czyli istotnie
zaburzy¢ zachowanie uktadu. Zachodzi pytanie przy jakich

zatozeniach oba modele opisuja te sama dynamike w skali makro.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Zwiazek rozwazanego modelu z podejéciem opartym na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych

Chcac zbadaé czy dwa modele opisujg to samo zjawisko mozemy:

@ Zidentyfikowal rézne skale czasowe wystepujace w
mikromodelu. Najczesciej zjawiska w skali mikro wystepuja

znacznie czesciej lecz trwaja kroétko.

@ Rozrézni¢ dwa rodzaje parametréw odpowiadajace makro i

mikro charakterystyce uktadu.

@ Sprawdzié, czy przyréwnujac mate parametry do zera (dla
uktadéw regularnie zaburzonych), badz badajac asymptotyke
rozwigzan, gdy te parametry zbiegaja do zera (dla ukfadéw
osobliwie zaburzonych) otrzymamy model, zachowujacy

makro parametry takie, jak wielko$¢ populacji.



Zagadnienie transportowe na hipergrafie metrycznym

Zwiazek rozwazanego modelu z podejéciem opartym na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych

Przeksztatémy problem do rodziny probleméw dla € > 0:

u; = —%(Cux + Mu, u(0)="f
u(0) (I+eB)u(l)

(6)

Rozrézniamy tym samym dwie przyczyny mutacji - powstajace w
wyniku btedéw w replikacji (oznaczona w modelu przez macierz B)
oraz te zwigzane z zewnetrznymi mutagenami (macierz M).
Zaktadamy przy tym, ze replikacja modelowanych komérek
wystepuje wielokrotnie w wybranej jednostce pomiarowej, a

mutacje podczas replikacji zdarzaja sie relatywnie rzadko.
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Twierdzenie (asymptotyczne grupowanie stanéw)

Dla dowolnego T € (0, 00) istnieje stata C(T,B,C, M) taka, ze
dla dowolnego € > 0 oraz warunku poczatkowego & € W1([0,1])
rozwigzanie uc(x,t) = [etAfﬁ} (x) zagadnienia transportu na
hipergrafie (6), w ktérym predkosci ruchu po krawedziach sa

wspotmierne, spetnia warunek
1
H/O ue(x, t)dx — v(t)|lrm < eC(T,B, C,M)||d[[L1(fo,1))
jednostajnie na [0, T], gdzie v jest rozwigzaniem ukfadu:

V(t) = (CB+M)v(t),
v(0) = Pu.
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Uwaga

Jezeli w problemie transportowym rozwazymy warunek poczatkowy
staty na kazdej z krawedzi, to rozwigzanie problemu (6) zbiega
wedtug normy do rozwiazania zagadnienia (7). Dla pozostatych

warunkéw poczatkowych taka zbieznos$é nie zachodzi.
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Podsumowanie

@ Model transportowy na hipergrafie metrycznym jest
sensownym uogdlnieniem modelu opartego na uktadzie
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, gdyz zachowuje on
makro charakterystyke modelu, jaka jest catkowita masa

osobnikéw w kazdej z grup.
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@ Wzbogacenie modelu o informacje w skali mikro powoduje
zmiane postaci rozwigzania, co sugeruje, ze w przypadku
warunkoéw poczatkowych niebedacych funkcjami statymi na
krawedziach warto stosowa¢ model o bardziej skomplikowane;j

dynamice.

@ Zastosowanie prostszego modelu w przypadku modelu
rozprzestrzeniania mutacji jest sensowne o ile przyjmujemy
stata liczebnos¢ populacji oraz czestosé reprodukcji jest

odpowiednio duza w badanym horyzoncie czasowym.
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