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Krzywa Gompertza — zaproponowana przez Benjamina Gompertza do opisu staty-
styk aktuarialnych.

BENJAMIN GOMPERTZ

Benjamin Gompertz (1779-1865): samouk — matematyk i aktuariusz, przyjety w
poczet cztonkéw angielskiego Towarzystwa Krélewskiego, obecnie znany dzigki pu-
blikacji z 1825 roku, w ktérej zaproponowat model demograficzny w oparciu o swoje
prawo §miertelnosci.
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Prawo to powstato podczas prac nad seria tabel $§miertelnosci dla Towarzystwa Kré-
lewskiego i opiera si¢ na zalozeniu a priori, ze natgzenie wymierania zalezy wyktad-
niczo od wieku.

Zgodnie z tym zmiang liczebnosci populacji opisujemy wzorem

N() = N0y e <" ~D,
gdzie:
e N(t) — liczba oséb w czasie ¢,

e ¢ ia— parametry modelu.

Wz6r ten byl stosowany przez firmy ubezpieczeniowe do obliczania kosztéw ubez-
pieczenia na zycie.
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104

Tlustracja zaleznosci krzywej Gompertza od parametréw c i a, N(0) = 10*.
Niebieska krzywa: c = 1,a = 1.
Czerwona krzywa: c(= 1/4) — mniejsze ¢, wolniejsza zbiezno$¢ do 0. Zielona
krzywa: a(= 1/4) — mniejsze a spowalnia zbieznos§¢ znacznie bardzie;j.
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(Ska,d wzigta sie krzywa Gompertza w opisie dynamiki nowotworéw? )

Anna Laird (Laird, 1964, 1965), poréwnujac krzywa Gompertza z danymi doswiad-
czalnymi wywnioskowala, ze bardzo dobrze przybliza wzrost nowotworu w poczat-
kowej fazie.

W tym kontekscie krzywa ma odzwierciedla¢ wzrost — trzeba zmieni¢ znak para-
metru a.

Stad model ma postaé
X(1) = xo exp (2—0(1 - e—b’)),

gdzie:

x(t) oznacza objeto$¢ guza nowotworowego w chwili ¢,

Xo jest poczatkowa objetoscia guza,

ro > 0 odzwierciedla maksymalny wspdétczynnik wzrostu nowotworu,

b > 0 to stopien odchylenia krzywej Gompertza od krzywej wyktadniczej,
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przy czym parametry xg, r i b spetniaja

x(t) = xpexp (r—;) przy t— +oo.
Dla modeli populacyjnych granica ta nazywana jest pojemnoscia siedliska/Srodowiska

(ozn. K).

W przypadku nowotworéw K odzwierciedla maksymalny rozmiar guza mozliwy do
osiagnigcia przez nowotwor nieunaczyniony.

Stad
140) K
exp (—) = —. (1)
b X0
Rézniczkujac funkcje x, wyznaczajac e w zaleznosci od x i oznaczajac r = lnr"ﬁ
0
dostajemy ré6zniczkowg posta¢ modelu:
) X
X=-rxln—.
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Mimo ze model ten zostal powstat wiele lat temu, nie traci na aktualnosci, gdyz
pozwala w zadowalajacy spos6b opisaé dane eksperymentalne prostym wzorem.

Co wigcej, krzywa Gompertza jest JEDYNYM MODELEM MATEMATYCZNYM;
ktéry zostal zaakceptowany przez Srodowisko medyczne i funkcjonuje do dzis.

W dynamice populacji czgsto stosuje si¢ rownanie logistyczne
x
x=rx(1- —) s
( K

prostsze matematycznie, ale zarzuca si¢ mu brak interpretacji biologiczne;.

Dlaczego krzywa Gompertza wydaje si¢ lepsza od krzywej logistycznej
W opisie wzrostu nowotworu?

Argument: znacznie szybszy wzrost krzywej Gompertza w poréwnaniu do krzywej
logistycznej w poczatkowej fazie, dzigki czemu krzywa Gompertza powinna lepie;j
pasowa¢ do danych zwiazanych z dynamika nowotworéw.
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Czy argument ten jest istotny z matematycznego (i nie tylko) punktu
widzenia?

Mozna tu postawi¢ ten sam zarzut w stosunku do krzywej Gompertza, co do krzy-
wej logistycznej — nie ma zadnego innego uzasadnienia do stosowania tej wlasnie
krzywej.

Co wigcej, dla wzrostu symetrycznego guza nowotworowego (ogdlnie symetryczne;j
kolonii komérkowej MCS) Greenspan wyprowadzil z réwnania dyfuzji-konsumpcji

model
. | x\2/3
eni-G)

gdzie wyktadnik 2/3 wigze si¢ ze stosunkiem powierzchni do objgtosci guza nowo-
tworowego.

Model Greenspana budujemy w oparciu o nastgpujace zatozenia dotyczace procesu
wzrostu guza.
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Zaktadamy radialng symetri¢ struktury guza.

Zmiana objetosci guza nastgpuje pod wplywem dwéch proceséw: proliferaciji
i apoptozy:

proliferacja to proces naturalnego namnazania si¢ komorek,

apoptoza to proces programowej §mierci komérkowe;.

Proliferacja jest mozliwa dzigki dostarczaniu do komoérek sktadnikéw odzyw-
czych: tlenu i glukozy.

Sktadniki te dostaja si¢ do komdrek dzigki procesowi dyfuzji.

Im blizej Srodka guza, tym mniej sktadnikéw pokarmowych jest dostgpnych
i tym wolniejszy jest proces proliferacji.

Apoptoza ma jednakowe tempo w calej objetosci guza.

Przeprowadzajac abstrakcyjne rozumowanie dla wzrostu MCS w R" opisujemy:
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e o(t,r) — stezenie sktadnikéw pokarmowych w chwili + w miejscu odlegtym
o r od $rodka guza, przy czym o, jest stalym stgzeniem na zewnatrz guza,

e R(f) — zewngtrzny promieni guza w chwili ¢.

Funkcja o spelnia rownanie reakcji-dyfuzji we wspoirzgdnych sferycznych w R”:

oo 1 0 |00
—=D——[/"""—]-P,
ot rn—lar(r ar) ’

o D — wspdtczynnik dyfuzji,

e P — stata konsumpcji sktadnikéw pokarmowych.

Dyfuzja sktadnikéw pokarmowych jest znacznie szybsza niz czas podwojenia obje-
tosci guza, wigc stosujemy przyblizenie quasi-stacjonarne:
1 d ( -l oo

m=ldr

6r) =a, a=const, 2)
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czyli dyfuzja i konsumpcja sa w réwnowadze.

Warunki poczatkowo-brzegowe:
L. o(t,R®) = o,
2. %’(r, 0) = 0 dla wszystkich ¢ > 0 (warunek symetrii),

3. R(0) = Ry > 0.

Przepisujac réwnanie (2) w postaci

d do
Rl PV Bl
dr( or

) =ar!
i catkujac dwukrotnie, najpierw korzystajac z warunku 2, a potem z 1, wyznaczamy

2 2
o(t.r) = o, - £ (R0 - 7). 3)
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Rownanie Gompertza: BIOFIZMAT Warszawa, grudzien 2014 1226

Stosowalnos$¢ (3) jest ograniczona: gdy R ro$nie, prawa strona staje si¢ ujemna.

Dodatkowo: stezenie sktadnikéw pokarmowych wewnatrz guza musi by¢é wystar-
czajaco duze, by komérki mogty proliferowaé, skad o(#,0) = o, — %Rz(t) musi by¢
odpowiednio duze.

W modelu mozemy jeszcze uwzgledni¢ proces nekrozy, czyli §mierci gtodowej —
wewnatrz guza powstaje trzon nekrotyczny, co modelujemy analogicznie, jak opisa-
liSmy powyzej — dostajemy nieco bardziej skomplikowane wzory.

Zaktadamy dalej, ze wszystkie komoérki proliferuja — guz jest jednorodny.

Opiszemy zmiang objetosci przy tym zalozeniu, czyli

o R(1) <R= 1’27"(0'e_0—min)-
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Wtedy

dR
n—1 204 — _ 4
7 S-0, )

gdzie S (#) 1 Q(#) oznaczaja proliferacje 1 apoptoze.

1d
-~ ®RH=R
ndt( )

Zgodnie z zalozeniami

R(1) R(®)

S(t)=fs0'(t, A ldr, Q(t)zfscr”_ldr, 5)

0 0
(s — wspotczynnik skalujacy).

Po wykonaniu obliczen:

R R" -
R=1 (Ue—c a RZ) dlaR <R, 6)
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a poniewaz R = V!/", to zmiana objetosci guza w R” wynosi

a

V=CKV((T€—C—m

Vz/"), a = const > 0, @)
przy czym o, > ¢, aby mie¢ do czynienia ze wzrostem.

Zauwazmy, ze

e n =3 — w nawiasie V>3, jak w oryginalnym modelu Greenspana,

e n =2 — w nawiasie V, czyli model logistyczny.

Opisane modele Gompertza, logistyczny i Greenspana maja t¢ sama dynamike (za-
chowanie jakoSciowe).

Kazdy z nich mozemy zapisa¢ w ogélnej postaci

x=xf(x), x=0,
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dla pewnej funkcji f, przy czym sa dwa stany stacjonarne:

e T = 0: brak komérek nowotworowych, czyli zdrowy organizm,

e P = K: maksymalna objeto$¢ nowotworu, ktéra oznacza $mier¢.

x(%) ; —— x(r)v x(;‘)‘lf
3 T T T T T t 2 T T 7 T T T T T I 3 ¥ T T T T f 1

Poréwnanie dynamiki modeli: Greenspana, logistycznego i Gompertza.

Heurystyczne wyprowadzenie daje model najwolniej zbiezny.
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Rownanie Gompertza: BIOFIZMAT Warszawa, grudzien 2014 16/26

Analitycznie model Gompertza wyrdznia si¢ ze wzgledu na zachowanie f(x) = Inx
przy x — 0%, ale wydaje si¢ to nie mie¢ znaczenia przy dopasowaniu modelu do
konkretnych danych, gdyz ,,szybkie” tempo wzrostu guza dla malych x mozemy
zapewni¢ zwigkszajac wspélczynnik r:

Po lewej — te same parametry, r = 1, w §rodku r = 2 dla krzywej logistyczne;j.
Interpretacja biologiczna:

Stosujac podejscie Greespana wykazaliSmy (Bodnar, Forys, 2007), ze réwnanie lo-
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Rownanie Gompertza: BIOFIZMAT Warszawa, grudzien 2014 1726

gistyczne opisuje koloni¢ komérkowa hodowana na plytce Petriego (MCS w R?), co
odpowiada réwnaniu Greenspana rozwoju MCS w R?.

Whioskujemy, ze zastosowanie konkretnego réwnania zalezy od opisy-
wanej sytuacji.

Réwnanie Greenspana nalezy do klasy uogoélnionych réwnar logistycznych

emre(i-(2)), ®

y = % dla réwnania Greenspana.
Przyblizajac liniowo (8) dostajemy:
1 —exp(vIn f) X
x——— x —axln—,
v K

gdzie a = rv, czyli réwnanie Gompertza to specyficzny przypadek uogélnionego
réwnania logistycznego.
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Mimo ze z matematycznego punktu widzenia nie ma powodu, by az tak
wyr6znia¢ réwnanie Gompertza, to stanowi ono podstawe opisu matema-
tycznego kolejnego etapu rozwoju nowotworu, czyli angiogenezy.

( Czym jest angiogeneza? )

e Angiogeneza to proces powstawania nowych naczyn krwiono$nych na bazie
juz istniejacych w celu zaopatrzenia tkanek w niezbgdne sktadniki odzywcze.

e W okresie pozaptodowym wystepuje rzadko.

e Jej normalna fizjologiczna rola ograniczona jest do gojenia ran, cyklu mie-
siaczkowego i ciazy.

e Angiogeneza ma szczegdlnie duze znaczenie w procesach nowotworowych.

e Patomechanizm tego procesu nie jest jeszcze do kofica wyjasniony.
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VEGF, bFGF, TGF-4,

Integrins, MMP, ILB,
hypoxla, NO

N et
.
——
+
Angiostatin,
endostatin,
interferons, TIMP

Growing caplllaries (ete.)

Metastasis ;6410 medicinabih.info
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Jesli guz przekracza pewna wielko$¢ (Srednica ok. 1-2 mm), to sktadniki pokarmowe
przestaja dociera¢ w odpowiedniej ilosci do komérek we wnetrzu guza i tworzy sig¢
trzon nekrotyczny.

Nowotwor zaczyna wydzielaé substancje, ktére stymuluja do wzrostu komérki §réd-
btonka naczyn — z istniejacych naczyn krwionosnych powstaja nowe, ktére pene-
truja wngtrze nowotworu i nowotwér moze dalej rosnaé.

W 1971 roku Judah Folkman wysunat hipotezg, ze rozw6j nowotworu zostatby po-
wstrzymany, gdyby uniemozliwi¢ mu tworzenie wtasnej sieci naczyn krwiono$nych.

Stato si¢ to podstawa zintensyfikowania badan nad angiogeneza, a odkrycie substan-
cji hamujacych ten proces nasilito badania.

W takiej sytuacji mozemy przyjac, ze maksymalny rozmiar guza K ro$nie wraz ze
zwigkszaniem si¢ objeto$ci naczyn krwiono$nych zasilajacych guz, a rozrost sieci
naczyniowej mozemy wiazaé¢ z objetoscia guza, wigc wyjsciowe réwnanie Gom-
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pertza przyjmuje postac

x(1)
K(x(t)’

d

—x(t) = —rx(t) In 9
7 x(1) = —rx(1) )
Réwnanie to nalezy uzupetni¢ o réwnanie dynamiki naczyn krwionos$nych:

d
d_tK(t) = g(K(1), x(1)),

g — wplyw zmiennych K i x na predko$¢ wzrostu naczyn.

( Model Hahnfeldta i in. )

Taka wiasnie idea stoi za prototypowym modelem zaproponowanym przez Philipa
Hahnfeldta i in. (1999).

W modelu tym mamy dwie zmienne:
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o V — objetos¢ guza (tumour volume, cm?),

e K — wydolno$¢ naczyn (vessels carrying capacity, cm*): maksymalna obje-
to$¢ guza, ktérego biezaca struktura naczyn krwiono$nych jest w stanie sku-
tecznie odzywic.

Réwnania modelu maja postac:

\'{(r) = —AlV(t)ln%g, (10)
K@) = LK@ +bVE)-dK@OVH3(1),

gdzie:

o —1,K(f) — samorzutna degradacja naczyn,
e bV(t) — stymulacja angiogenezy przez komorki nowotworowe,

e —dK(f)V?/3(t) — wewnetrzna inhibicja angiogenezy.
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Podstawowe wtasnoSci modelu:

e zbi6r niezmienniczy Q = R?;

e jednoznaczno$¢ rozwiazar;

globalne istnienie rozwiazan;

dla A, < b (zwykle A, = 0) istnieje doktadnie jeden dodatni punkt stacjonarny,
ktéry jest globalnie asymptotycznie stabilny w Q;

dla b < A, (nie istnieje dodatni stan stacjonarny), kazde rozwiazanie dla wa-
runku poczatkowego ze zbioru Q zbiega przy t — oo do punktu (0, 0).

Globalng asymptotyczng stabilno$¢ w obu przypadkach mozemy udowodni¢ anali-
zujac portret fazowy, przy czym dodatkowo dla stanu dodatniego musimy wykluczy¢
istnienie rozwigzan okresowych (np. stosujac kryterium Dulaca-Bendixsona).
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Réwnanie Gompertza:
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Réwnanie Gompertza:
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Czgsto analizujac wptyw leczenia (nie tylko w przypadku nowotworu) zaktada si¢
najpierw stale stgzenie podawanego leku, tzn. zaktada si¢ g(f) = go, gdzie go > 0 jest
pewnym ustalonym parametrem.

Latwo zauwazy¢, ze przy powyzszym zatozeniu w uktadzie (10) z uwzglgdnionym
leczeniem antyangiogenny zmienia si¢ jedynie warto$¢ parametru A;.

Konkretnie — jego warto§¢ wzrasta o egy.

Z powyzszej analizy uktadu (10) wynika nastgpujacy wniosek.

Wnhiosek 0.1. Przy statym leczeniu g(t) = go > 0 rozwiqzania uktadu (10) dla
warunku poczqtkowego ze zbioru Q zbiegajq do:

e dodatniego stanu stacjonarnego, gdy go < b — A = g,

o punktu (0,0), gdy go = g
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