Przypomnienie z wyktadu. Dla x > 0 kladziemy
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Calka ta jest zbiezna dla kazdego x > 0, wiec jest to dobra definicja funkeji T': (0, 00) —
(0, 00); funkcje te nazywamy funkcja gamma.

Mamy oczywiscie I'(1) = 1, za$ caltkujac przez czesci tatwo sprawdzi¢, ze I'(x + 1) =
2I'(z) dla z > 0; stad wynika, ze I'(n) = (n — 1)! dla n € N. Ponadto na wykladzie
zostalo sprawdzone, ze funkcja z +— In(I'(z)) jest (Scisle) wypukta (na (0,00)).! Ta
wlasnosé jest zwiazana z twierdzeniem charakteryzacyjnym H. Bohra, ktore zostato
wspomniane na wykladzie.?

Zadanie, cz. 1 z 2. Dla = > 0, y > 0 definiujemy funkcje beta wzorem
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0

a) Sprawdzi¢, ze to dobra definicja, tzn. uzasadnié, ze powyzsza caltka jest zbiezna.

b) Wykazaé, ze B(z + 1,y) = ﬁB(x,y) dla z,y > 0.

¢) Uzasadni¢, ze B(z + 1,y) + B(z,y + 1) = B(z,y) dlax > 0, y > 0.

d) Wykaza¢, ze dla kazdego y > 0 funkcja x — In B(z, y) jest wypukta na (0, c0).

Wskazowka. Jak wlasnosci funkcji I' podobne do tych z podpunktéw b) i d) byty
dowodzone na wykladzie?

Troche dodatkowej teorii. Mozna udowodnié, ze

I'(@)C(y)

Bl =501y

dla z,y > 0.

Mozna do tego uzy¢ podpuktu d) i twierdzenia Bohra; inny (prosty!) dowdéd pojawi sie
w tym semestrze przy okazji twierdzenia Fubiniego. Ponadto mozna sprawdzié, ze

B(z,1—2x) = dla z € (0,1)

sin(mx)

(nie jest to bardzo trudne, ale zdecydowanie nie jest zupelnie trywialne: mozna albo
wykorzysta¢ do tego pewne iloczynowe wzory na funkcje I' (ktore zastuguja na miano
osobnych twierdzen, patrz np. ww. skrypty) albo policzy¢ pewne specjalne calki (trud-
niejsze niz standardowe zadania na egzamin z AM 1, patrz np. ksiazka Fichtenholza)).
Wynika z tego wzdr na dopetnienie:

™
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INieformalny komentarz: chodzi zasadniczo to, ze funkcja I' roénie bardzo szybko.

2Sformulowanie i dowéd: patrz np. https://www.mimuw.edu.pl/ krych/matematyka/AMiskrypt/
aml_cz12-funkcja_gamma.pdf lub  https://www.mimuw.edu.pl/ pawelst/analiza/Analiza_
Matematyczna_1/Notatki_itp./Archiwum_files/skryptAM1-2010-11-ver01.010c.pdf.


https://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM1skrypt/am1_cz12-funkcja_gamma.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM1skrypt/am1_cz12-funkcja_gamma.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~pawelst/analiza/Analiza_Matematyczna_1/Notatki_itp./Archiwum_files/skryptAM1-2010-11-ver01.010c.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~pawelst/analiza/Analiza_Matematyczna_1/Notatki_itp./Archiwum_files/skryptAM1-2010-11-ver01.010c.pdf

Zadanie, cz. 2 z 2. ¢) Obliczy¢ I'(1/2), T'(3/2), I'(2025/2).

f) Z ponizszych calek:
1
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wybra¢ 3 (slownie: trzy) i obliczyé je poprzez sprowadzenie ich do calek, ktorych
wartosci mozna wyrazi¢ przez funkcje I' i B.

Wskazowka i komentarz. W podpunkcie e) wzor na dopelnienie przyjmujemy jako
czarng skrzynke. W f) trzeba oczywiscie co$ popodstawia¢. Na potrzeby rozwiazania
nie trzeba sprawdzaé, ze wyjsciowa calka jest zbiezna, ale po otrzymaniu odpowiedzi
(wyrazonej w terminach funkeji I' i B) nalezy przekonac sie, ze podane w tresci zakresy
parametréw sa rozsadne.



