RP dla bioinformatyki, seria I

1. Z liczb {1,2,3,...,98,99} losujemy jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie
ona podzielna przez 27 Przez 37 Przez 2 i przez 37 Przez 2 lub przez 37 Przez 2, ale nie
przez 37

2. Ktoére z ponizszych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

e W najblizszym losowaniu Lotto padnie szostka 1, 2, 3, 4, 5, 6.
e W najblizszym losowaniu Lotto padnie ta sama széstka co w poprzednim losowaniu.
o W najblizszych dwoch losowaniach Lotto padnie taka sama szostka.

3. Rzucamy trzy razy szescienng kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

a) pewien wynik wystapi doktadnie dwa razy?
b) wyrzucimy doktadnie dwie szostki?

4. Piecdziesieciu harcerzy ustawito sie w losowej kolejnosci w szeregu. Jakie jest prawdo-
podobienstwo
a) tego, ze Antek stoi obok Bartka?
b) tego, zecaly trojosobowy zastep Zubréow stoi razem?
c) tegoo, ze Antek stoi przed Bartkiem, a Bartek przed Czarkiem? (,Przed”, ale
niekoniecznie ,bezposrednio przed”).

5. Losujemy 13 kart ze standardowej talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobieristwo
1) tego, ze kazda karta jest innej wartosci?
2) tego, ze nie mamy zadnej figury?
) uktadu koloréw 4 —4 — 3 — 27
) uktadu kolorow 4 —4 — 4 — 17
) tego, ze mamy doktadnie dwa piki?
) tego, ze mamy co najmniej dwa piki?
) tego, ze nie mamy zadnego pika?
(8) tego, ze nie mamy (co najmniej) jednego z kolorow?
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6. Ktore z ponizszych zdarzeni jest najbardziej prawdopodobne?

e Uzyskanie co najmniej jednej szostki w szesciu rzutach kostks.
e Uzyskanie co najmniej dwoch szostek w 12 rzutach kostka.
e Uzyskanie co najmniej trzech szdstek w 18 rzutach kostka.

7. Dziesie¢ 0séb usiadlo losowo przy okraglym stole. (Jakie sa mozliwe modele?)
a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze Alicja siedzi obok Barbary?
b) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze Barbara siedzi miedzy Alicja a Celing?

8. Losujemy 5 kart ze standardowej talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze
otrzymalismy

a) pokera?

fulla?



g) dwie pary?
h) pare?
i) wysoka karte?

9. a) Ile roznych stéw (niekoniecznie sensownych) mozna ultozy¢ przestawiajac litery stowa
SZCZEBRZESZYN?

b) Na 8 karteczkach napisano litery A, A, A, R, S, W, W, Z. Uktadamy je w losowej
kolejnosci. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze powstanie napis WARSZAWA?

10. a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze ktos z grupy 25 studentéw ma urodziny tego
samego dnia, co prowadzacy ¢wiczenia?

b) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w grupie 25 studentéw (co najmniej) dwie
osoby maja urodziny tego samego dnia?

11. a) Na ile sposobow n zbojcoéw moze podzieli¢ miedzy soba m ztotych monet? Wszystkie
monety majg ten sam nominal, wiec zaktadamy, ze sa nierozréznialne.

b) Na ile sposobow n zbojcéw moze podzieli¢ miedzy soba k kamieni szlachetnych?
Kamienie sg réznych koloréw i rozmiaréw, wiec sg jak najbardziej rozréznialne.

12. Opiekun roku ocenia szanse studenta na zdanie egzaminéow z AM i GALu. Na
podstawie danych z lat poprzednich wiadomo, Ze szansa zdania egzaminu z GALu to 0.8,
szansa zdania co najmniej jednego egzaminu to 0.9, a szansa zdania obydwu — 0.5. Jaka
jest szansa zdania egzaminu z AM?

13. Losujemy 6 z 49 liczb. Jakie jest prawdopodobieiistwo, ze wéréd wylosowanych liczb
nie bedzie dwoch kolenych?

14. a) W n urnach rozmieszczono losowo n kul. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
zadna urna nie jest pusta?

b) W n urnach rozmieszczono losowo n kul. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
doktadnie jedna urna bedzie pusta?

¢) W n urnach rozmieszczono losowo n + 1 kul. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze zadna urna nie bedzie pusta?

15. Rzucamy symetryczng moneta do chwili wypadniecia orla.
a) Opisaé przestrzen probabilistyczna dla tego doswiadczenia
b) Udowodnié¢, ze p.n. bedziemy rzucaé¢ skonczenie wiele razy.
c) Jaka jest szansa, ze liczba rzutow bedzie wigksza niz 57
d) Jaka jest szansa, ze liczba rzutow bedzie parzysta?

16. Z kwadratu [0, 1]2 wybrano losowo punkt o wspéhrzednych (X,Y). Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze

a) max{X,Y} <1/2;

b) min{X,Y} <1/2;

o) X2+ Y2 <1/4;

d) X Y| <1/2;

e) X jest liczba wymierna.

=

17. Patyk tamiemy na trzy kawatki. (Jak?)
a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze z tych kawalkow mozna zbudowaé trojkat?
b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze srodkowa czes$é jest najkrotsza?



RP dla bioinformatyki, seria 11

1. Gramy w brydza (jest przed licytacja).

a) Wsrod pierwszych siedmiu kart nie mamy asa. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
ze nie mamy zadnego asa?

b) Podczas rozdawania kart podejrzeliSmy, ze nasza pierwsza karta jest as pik. Jakie jest
prawdopobienistwo tego, ze bedziemy mieli co najmniej dwa asy? Co jesli nie dostrzeglismy
koloru naszego asa?

¢) Mamy dwa asy. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze nasz partner nie ma zadnego
asa’?

d) Nie mamy ma zadnego asa. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze nasz partner
ma dwa asy?

2. Z miejsca zbrodni udato sie pobra¢ probke DNA nalezaca do sprawcy. Analiza labora-
toryjna w potaczeniu z danymi statystycznymi sugeruje, ze DNA jednej osoby na 7000
pasuje do pobranej prébki. Jaki§ czas pdzniej zaaresztowano podejrzanego. Po wykonaniu
odpowienich badan okazalto sie, ze jego DNA pasuje do probki pobranej z miejsca zbrodni.
Przedyskutowaé¢ prawdziwo$é nastepujacych stwierdzen.

a) Prawdopodobieristwo, ze podejrzany jest niewinny to zaledwie 1/7000.

b) Przeciez w miescie, w ktorym popelniono zbrodnie zyje 700 tysiecy osob, wiec
az 100 z nich ma pasujace DNA, wiec prawdopodobieristwo, ze podejrzany jest
winny to co najwyzej 1/100.

3. Gramy w brydza. Na stole i reku mamy tacznie 7 pikow. Co jest bardziej prawdopodobne:
podzial pikoéw u przeciwnikéw 4 — 2 czy 3 — 37

4. W pewnym miescie 85% taksowek jest koloru zielonego, a 15% — niebieskiego. Swiadek
nocnego wypadku zakoriczonego ucieczka taksowki z miejsca zdarzenia, twierdzi, ze
taksoéwka byta niebieska. Z przeprowadzonych eksperymentéw wynika, ze w trudnych
warunkach o$wietleniowych §wiadek poprawnie rozpoznaje kolor w 80% przypadkow (a
w pozostalych 20% myli si¢). Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyta niebieska
taksowka?

5. W urnie sa trzy kule czarne i pewna liczba kul biatych. Bolek dorzucit do urny jedna
kule losowego koloru (biala lub czarna). Lolek losuje jedna kule i jest ona czarna. Jakie
jest prawdopodobienistwo tego, ze Bolek dorzucit do urny czarng kule?

6. W populacji jest 15% dyslektykow. Jesli w tescie diagnostycznym uczenn popelni 6 lub
wiecej bledow, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni co
najmniej 6 btedow w takim tedcie, ale rowniez nie-dyslektyk moze popelnié¢ wiecej niz 5
bledow z prawdopodobienistwem 1/10. Jas popeil w tescie 6 btedow.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze jest dyslektykiem?

b) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w kolejnym tescie popelni co najmniej 6
bledow?

7. a) Uczestnik teleturnieju stoi przed trzema zastonietymi bramkami. Za jedna z nich
jest nagroda glowna (samochdd), za pozostalymi dwoma — koza. Uczestnik wybiera jedna
z bramek. Sposréd dwoch pozostalych bramek prowadzacy odstania jedng i pokazuje,
ze jest za nia koza. Uczestnik teleturnieju moze w tym momencie zmieni¢ swoj wybor
bramki. Czy powininen to zrobi¢?



b) A co jesli bramek jest 100, samo6chod jest jeden, koz jest 99, a prowadzacy odstania
98 bramek ukazujac 98 koz?

8. W urnie jest b biatych i ¢ czarnych kul. Powtarzamy nastepujaca operacje: losujemy
jedng kule, sprawdzamy jej kolor, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do urny i dorzucamy
jeszcze a kul tego samego koloru.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo wylosowania za drugim razem kuli bialtej?

b) Jakie jest pradopodobieristwo wylosowania za n-tym razem kuli biatej?

¢) Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania doktadnie k biatych kul w n losowaniach?

9. Wiadomo, ze 10% populacji choruje na chorobe wienicowg, ktora mozna wykryé
przy pomocy testu wysitkowego. Czuosé tego testu wynosi 65%, a swoistosé 85% (tzn.
test daje wynik dodatni u 65% oso6b chorych i u 15% os6b zdrowych). Wyznaczy¢
prawdopodobienistwo tego, ze:

a) u losowo wybranej osoby proba wysitkowa prowadzi do poprawnej diagnozy.

b) osoba z ujemnym wynikiem testu jest zdrowa.

¢) osoba z dodatnim wynikiem testu jest chory.

d) osoba wybrana losowo sposrod personelu szpitala, ktora trzy razy powtorzyta test i
trzykrotnie uzyskata wynik dodatni, jest chora.

10. W pewnej miejscowosci sa dwie szkoty podstawowe — nr 1 i nr 2. Na egzaminie na
koniec roku najgorzej wypadto zadanie o procentach. Okazalo sig, ze procent dziewczynek
w szkole nr 1, ktore potrafity je rozwiazaé, jest wiekszy niz procent dziewczynek w szkole
nr 2, ktoére potrafity to zrobi¢. Podobnie byto w przypadku chtopcow. Czy znaczy to,
ze ,statystyczne dziecko” ze szkoty nr 1 lepiej wypadlo w umiejetnosci radzenia sobie z
procentami niz ,statystycznego dziecko” ze szkoty nr 27

11. Z odcinka [0, 1] wybieramy losowo dwie liczby. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego,
ze niewieksza z nich przekracza 1/3, jesli wiadomo, ze suma liczb jest co najmniej jeden.

12. Pewna rodzina ma dwojke dzieci. Jaka jest szansa, ze ma dwdch synow? Jaka jest
szansa, ze ma dwoch synoéw, jesli wiemy, ze

a) starsze dziecko to syn?

b) losowo wybrane dziecko okazalo sie by¢ synem?

¢) co najmniej jedno z dzieci to syn? (Skad to wiemy?)

d) co najmniej jedno z dzieci to syn, ktory urodzit sie w $rode?

e) co najmniej jedno z dzieci to syn, ktory ma na drugie imie Piotr? A jesli ma on
drugie imie Eustachy? (Przedyskutowa¢ mozliwe problemy).
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1. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami. Czy zdarzenia ,na pierwszej kostce wypadta
nieparzysta liczba oczek”, ,na drugiej kostce wypadla nieparzysta liczba oczek”, ,suma
oczek z obu kostek byta nieparzysta” sa parami niezalezne? Czy sa niezalezne (lacznie)?
2. Rzucamy trzema szesciennymi kostkami o nastepujacych Sciankach:
X 22,4499 Y: 1,1,6,6,8,8; Z: 3,3,5,5,7,7.

Rozwazmy nastepujace zdarzenia:

A = {na kostce X wypadta wicksza liczba niz na kostce Y},

B = {na kostce Y wypadta wieksza liczba niz na kostce Z},

C = {na kostce Z wypadta wigksza liczba niz na kostce X }.

Jakie sg ich prawdopodobieristwa? Czy zdarzenia te sa niezalezne?

3. Rzucono n kostkami do gry. Niech dla 1 < i < n, A; oznacza zdarzenie ,na i-tej
kostce wypadta szostka, i niech A, 1 to zdarzenie ,suma oczek na wszystkich kostkach
jest podzielna przez 6. Wykazaé, ze dowolnych n zdarzen sposrod Aj, ..., Aps1 jest
niezaleznych, ale zdarzenia Ay, ..., A,41 nie sa niezalezne.

4. Rzucamy moneta (niekoniecznie symetryczna). Wykazaé¢, ze p.n. wyrzucimy nieskori-
czenie wiele razy wzorzec ORRROO.

5. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego? Ile
wynosi odpowiednie prawdopodobienistwo, gdy n = 100, p = 1/2?

6. Rzucamy n razy moneta, na ktorej orzel wypada z prawdopodobienstwem p € (0, 1).
Podaé¢ zwiezly wzér na prawdopodobieristwo uzyskania parzyécie wielu ortéow. Jaka wartosé
otrzymamy dla n =201 p=1/107

7. a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w ciagu prob Bernoulliego a sukcesow pojawi sie
przed b porazkami?

b) Dwoch rownych graczy jest zmuszonych przerwaé gre do 4 wygranych przy stanie
2:1. Jak nalezy podzieli¢ pule?
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0. Znalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje dyskretnych rozktadéw, ktore pojawity sie na
wyktadzie, a dla ktorych te parametry rozkladu nie zostaty policzone.

1. a) Dla jakich wartosci parametrow a,b € R funkcja

0 dla y < 0,
1/4 dla0<t<1,
_Ja dlal <t <2,
’ 1/2 dla2<t<3,
b dla t =3,
1 dla t > 3,
jest dystrybuanta pewnego rozktadu prawdopodobienstwa?

b) Jaka jest $rednia tego rozktadu?
¢) Dla jakich a,b € R wariancja tego rozkladu jest najmniejsza?

2. W klasie 1A jest 28 uczniow, w klasie 1B — 30 uczniéw, a w 1C — 32 uczniow. Wybieramy
losowo ucznia z klasy pierwszej i oznaczamy przez X licznoéé klasy do ktérej chodzi. Jaka
jest wartos¢ oczekiwana X7 A jaka wariancja?

3. W urnie znajduje sie jedna kula biala i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy ciag
losowan: losujemy jedng kule z urny, ogladamy ja, wrzucamy ja z powrotem i dorzucamy
jedna kule czarng. Czynnosé powtarzamy do momentu wylosowania kuli biatej. Niech X
oznacza liczbe losowari. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej X. Jaka jest jest wartosé
oczekiwana?

4. Tasujemy starannie nowa talie, w ktorej karty utozone s w pewnej konkretnej kolejnodci.
Ile kart znajdzie sie Srednio na tej samej pozycji co wyjsciowa? Jaka jest wariancja?

5. Wykazaé, ze rozklad geometryczny (w ktorej badz wersji) ma whasnosé braku pamieci:
jesli X ma rozktad geometryczny, to

P(X >m+n|X >m)=P(X >n).

6. Rzucamy trzy razy prawidlowa moneta. Niech X oznacza réznice miedzy liczba
wyrzuconych reszek i wyrzuconych ortéow. Wyznaczy¢ Var(X).

7. Nieprzyjaciel ma n czolgdéw. Ich liczba jest nam nieznana, ale wiemy, ze sa oznaczone
numerami 1,2, ..., n. Zwiadowcy zaobserwowali grupe k czolgéw; najwickszym z numerow
na czolgach byto m. Analitycy mowia, ze nalezy zinterpretowaé te informacje nastepujaco:
przy obserwacji losowo wybranych k czolgdéw wartosé oczekiwana najwiekszego numeru
powinna by¢ réwna (w przyblizeniu) m. Ile czolgéw ma nieprzyjaciel?

8. Wybieramy losowo podzbior zbioru {1,2,...,n} (wybor kazdego podzbioru jest tak
samo prawdopodobny). Niech X oznacza moc wylosowanego podzbioru. Podaé ,zwiezlty”
wzor na EX.

9. Niech A > 0 i niech p, = % Obliczy¢ granice

lim <Z>pii(1 —pn)" "

n—oo



10. Danych jest sto liczb rzeczywistych (niekoniecznie réznych). Jacek moéowi nam, ze po
usunieciu pewnej z tych liczb mediana pozostatych 99 to 74. Placek inny méwi nam, ze po
usunieciu innej z tych liczb mediana pozostatych 99 to 68. Jaka jest mediana wszystkich
100 liczb?

11. Zmienna losowa X przyjmuje warto$ci w zbiorze liczb naturalnych (z zerem). Wykazac,
ze

EX =) P(X > k).
k=1

12. Zmienne losowe X7, ..., X, sa niezalezne przy czym X; ~ Poiss()\;). Jaki rozklad ma
X+ -+ X7
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1. a) Zmienna losowa X jest catkowalna z kwadratem (EX? < 00). Definiujemy
f(t)=E(X —t)?, teR.

Ile jest réwne ming f i dla jakiego argumentu jest przyjmowane?
b*) Zmienna losowa X jest catkowalna (E|X| < 00). Definiujemy

h(t) =E|X —t|, teR.
Dla jakich argumentéw jest przyjmowane ming h?

2. Co jest wicksze: prawdopodobieristwo, ze kwadrat losowo wybranej liczby z przedziatu
[0, 10] bedzie wiekszy niz 25, czy prawdopodobieristwo, ze pierwiastek kwadratowy losowo
wybranej liczby z przedziatu [0, 100] bedzie wiekszy niz 57

3. Dla jakich wartosci parametréw a, b € R nastepujace funkcje
f(x) = aa®1 (),
g(x) = (az® + b)) ()

sa gestosciami pewnych rozktadéw prawdopodobienstwa?

4. Dla jakich wartoéci parametréw ai, ao, b, c,d € R funkcja

0 dla t <0,

ay dlat =0,
F(t) = as+ 3t2  dlat € (0,1),

b dlat e [1,2),

ct+d dlat € [2,3),

1 dlat > 3,

jest dystrybuanta pewnego ciaglego rozktadu prawdopodobienistwa? Jakim wzorem dana
jest gestosé?

5. Zmienna losowa G ma rozkltad N (0,1), a liczby a,b sa rzeczywiste. Jaka gesto$é ma
zmienna aG + b7 Jak jej dystrybuanta wyraza sie w terminach dystrybuanty G?

6. Zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne i maja rozktady wyktadcznicze z parametrami
AL, - .+, Ap, odpowiednio. Jaki rozktad ma zmienna ¥ = min{Xy,..., X,,}?

7. Zmienna losowa X ma rozktad N(0,1). Wyznaczy¢ dystrybuante i gesto$¢ zmiennych
losowych Y = eX (rozklad log-normalny) oraz Z = X2.

8. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci g(z) = %x21[1,2](m). Dla jakiej funkcji
h: R — R zmienna losowa h(X) ma rozktad wykladniczy z parametrem 17

9. Zalozmy, ze X jest zmienng losowa skupiona na (0, 00), ktéra ma ciagta dystrybuante
i wlasnos¢ braku pamieci (co to znaczy?). Wykazaé, ze X ma rozktad wyktadniczy.

10. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci g(x) = %sin(x)l[om] (x). Jakim wzorem
dana jest jej dystrybuanta? Ile sa rowne EX, E cos(X), Esin(X)?



11. Dla jakiego ¢ > 0 funkcja g(z) = m, x € R, jest gestoscig? Wykazaé, ze zmienna

losowa X o takiej gestosci nie ma wartosci oczekiwanej. Jaki rozklad ma zmienna 1/X7

12. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozklad I' z parametrem a > 0 (ozn. X ~ I'(a)),
jesli X ma gestosé

1 1 —
['(a) o s,
gdzie I'(a) = [5° 2 Le~*dz to stala normujaca.
a) Wykazaé, ze jesli zmienne X1,..., X, sa niezalezne oraz X; ~ I'(a;), to X; + -+ +
Xn~T(ar+ -+ an).
b) Wykazaé, ze jesli zmienne Xy, ..., X, sa niezalezne oraz kazda ma rozktad wyktadni-

czy z parametrem A, to X7 4+ -+ + X, ~ %Y, gdzie Y ~ T'(n). W zalezno$é¢ od konwencji
rozktad ten oznacza sie I'(n, A) lub I'(n, 1/X).

¢) Zmienne losowe G1, ..., G, sa niezalezne i kazda ma rozktad N (0,1). Wykazac, ze
X244+ X2 ~ 27, gdzie Z ~T'(n/2). Rozklad ten nazywamy rozkladem chi-kwadrat
o n stopniach swobody (ozn. x2).

13. Wektor losowy G o wartosciach w R™ ma rozklad standardowy normalny, G ~
N(0,1d); A to pewna macierz m x n, b € R™. Jaka gestos¢ ma wektor losowy AG + b?
Jaka jest jego macierz kowariancji?

14. Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne i maja rozktad N(0,1). Jaki rozktad (laczny)
ma wektor losowy (X + Y, X —Y)? Co mozna powiedzie¢ o jego wspolrzednych?

15. a) Wektor losowy (X,Y’) ma (laczny) rozklad gaussowski (dwuwymiarowy, ale nieko-
niecznie NV (0, I)). Wykazaé, ze jego wspolrzedne sa niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy sa
nieskorelowane.

b) Niech X ir beda niezalezne, X ~ N(0,1), P(r =1) =1 =P(r = -1); Y = rX.
Sprawdzi¢, ze Y ~ N(0,1), X i Y sa nieskorelowane, ale X i Y nie sg niezalezne, a takze
taczny rozklad wektora (X,Y) nie jest gaussowski.

16. Niech U = (Uy,...,U,) bedzie wektorem statystyk pozycyjnych dla rozktadu jedno-
stajnego na [0, 1]: zmienne losowe X7i,..., X, sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad
jednostajny na [0, 1],
U1 = min{Xl, e ,Xn},
Ui = k-ta najmniejsza wartos¢ wsrod X, ..., Xn,
U, = max{X1,..., X}
Wykazaé¢, ze U ma rozktad jednostajny na A, = {z € R" : 0 < 27 < --- < z, < 1}.
Wyznaczyé¢ EUy.
17. Niech X, Y}, to niezalezne zmienne losowe, takie ze X ~ N(0,1)1Y,, ~ x?2. Zdefiniujmy
X
T = Vi———
n=n v
— rozklad tej zmiennej to rozktad t-Studental. Jaka jest gestosé tego rozkladu? Dla jakich
n istnieje jego wartos¢ oczekiwana, a dla jakich wariancja?

lwilliam Sealy Gosset (13.06.1876 — 16.09.1937), angielski statystyk, publikowal pod pseudonimem
Student.
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1. Wykazaé, ze rozklady brzegowe rozkladu ciagtego sa cigglte. Wykazaé, ze odwrotna
implikacja nie musi zachodzi¢.

2. Wektor losowy (X,Y’) ma rozklad zadany przez

4kl

P((X7Y) = (kal)) = ma

kl=1,...,n.

a) Obliczy¢ P(X +Y =n+1).

b) Wyznaczy¢ rozktad (brzegowy) zmiennej losowej X.

¢) Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne?

d) Znalez¢ macierz kowariancji wektora (X, Y"). Obliczyé Cov(X +2Y +3,4X +5Y +6).

3. Wektor losowy (X,Y’) ma gestos¢

g(z,y) = {

Wyznaczy¢ stala K i obliczy¢ P(X <Y), P(X +Y <1).

Czy X 1Y sa niezalezne?

Zmalez¢ gesto$é X oraz gestosé Y.

Obliczy¢ Cov(X,Y).

e) Znalez¢ rozktad zmiennej losowej X2 + Y2 i wyznaczy¢ jej gestosé (o ile istnieje).

Kry dlaz>0,y>0,22+y><1,
0 w przeciwnym przypadku.

2)
b)
)
)

4. Dysponujemy wynikami dwdch niezaleznych pomiaréw pewnej wielkosci fizycznej.
Btedy poszczegélnych pomiaréw to zmienne losowe X7, X9 o éredniej 0 i wariancjach
02, 03 odpowiednio. Jako ostateczny wynik chcemy przyjaé¢ érednia wazona z wynikow
poszczegolnych pomiarow. Jakie wagi nalezy przyjaé¢ by blad sredniokwadratowy (czyli
wariancja ostatecznego wyniku) byl jak najmniejszy?

5. Zmienna losowa X jest nieujemna i catkowalna, a M jest (pewna) jej mediang, tzn.

P(X>M)>1/2, P(X <M)>1/2
Wykazaé, ze M < 2EX. Sformutowaé¢ odpowiednia wersje tego zadania dla innych kwantyli.

6. a) Obliczy¢ Eer? dla G ~ N(0,1), A € R.
b) Udowodni¢, ze P(G > t) < e /2 dla ¢ > 0.
¢) Niech X ~ N (a, o). Sprawdzi¢, ze P(a — 30 < X <a+ 30) > 0,97.
d) Uzasadni¢ (najlepiej bez rachunkéw), ze dla ¢ > 0
1 o0 2 1 2
PG>t :—/ e Pdy < —e /2
( ) V2 Ji V2rt

i wywnioskowaé, ze wrecz P(a — 30 < X < a+30) > 0,997.
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1. Pewien tekst liczy 100000 znakéw. Podczas wprowadzania go do komputera prawdopo-
dobienistwo iz dany znak zostanie wpisany btednie wynosi 0,0001.
a) Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze w tekscie sa co najmniej 2
btedy? Podaé oszacowanie bledu.
b) Tekst zostal sczytany przez redaktora, ktory kazdy btad wychwutuje z prawdopo-
dobienistwem 90%. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze w tekscie sa
co najmniej 2 btedy? Poda¢ oszacowanie btedu.

2. Z odcinka [0, 2] wybieramy losowo 100 punktéow. Co o prawdopodobieristwie tego, ze
co najmniej jeden z nich bedzie nalezal do odcinka [0, %] orzeka twierdzenie Poissona?
3. W pewnej fabryce wyrabiane srubki podlegaja statystycznej kontroli jakosci. Prawdo-
podobienstwo, ze wyprodukowana srubka jest wadliwa wynosi 0,015.

a) Pudetko zawiera 100 srubek. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wsrod nich nie
ma ani jednej wadliwej? Porownaé¢ doktadny wynik z przyblizeniem z twierdzenia
Poissona.

b) Ile $rubek powinno zawiera¢ pudetko, zeby prawdopodobienstwo znalezienia w nim
co najmniej 100 dobrych érubek byto nie mniejsze niz 0,87 Znalezé odpowiedz
stosujac odpowiednie przyblizenia, a nastepnie wykonaé¢ sprawdzenie.

4. Pewien tekst zostal sprawdzony niezaleznie przez dwoch korektoréw. Pierwszy z nich
znalazt 185 bledéw, a drugi — 151. Bledéw wskazanych przez obydwu bylo 98. Jak spisali
sie korektorzy?

5. Przeprowadzamy ankiete z wysoce krepujacym pytaniem. W celu zapewnienia so-
bie niezakltamanych odpowiedzi, a ankietowanym — poczucia prywatnosci, prosimy ich
o potajmne rzucenie kostka przed udzieleniem odpowiedzi:

e jesli wypadnie 1 lub 2, maja odpowiedzieé¢ ,tak”,

e jesli wypadnie 3 lub 4, maja odpowiedzieé ,nie”,

e jesli wypadnie 5 lub 6, maja odpowiedzieé¢ zgodnie z prawda na krepujace pytanie.

Czy z tak przeprowadzonej ankiety mozna wyciggnaé¢ jakiekolwiek wnioski?

6. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne i maja ten sam rozklad: P(X; = 3) = P(X; =
-3) = % Obliczy¢

lim P(X; + -4+ X, > n),
n—oo
lim P(| X1 + --- 4+ X,| < n?).
n—oo

7. a) Powtarzamy niezaleznie pewne doswiadczenie losowe i otrzymujemy probke, tj. ciag
X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o nieznanej nam dystrybuancie F'. Niech

1 n
i=1

Wykazaé, ze dla kazdego t € R mamy P(F,(t) — F(t)) = 1.
b*) Wykaza¢, ze mamy wrecz P(supyeg |Fin(t) — F(t)| — 0) = 1.



8. Funkcja f: [0,1] — R spelnia fol |f(z)|dz < co. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa nieza-
lezne, maja ten sam rozklad o gestosci g i przyjmuja wartosci tylko w przedziale [0, 1] .
Zbadaé zbieznos$¢ wyrazenia

Z f(X

zlg

224 e g2
lim / / et dry...dxy,,
n—oo

3
lim/ / x1+ AT T gy dey,
n—o00 T+ - +a:n

10. Mase urodzeniowa noworodka mozna z powodzeniem przybliza¢ rozktadem normal-
nym.! Dla dziewczynek srednia waga to u = 3,232 kg, za$ wariancja to o = (0,479 kg)?.
Ala przy urodzeniu wazyta 3,800 kg.

a) Jaki przecietnie odsetek dziewczat wazy przy urodzeniu tyle lub wiecej?

b) Ile musi wazy¢ nowonarodzona dziewczynka, zeby jej masa znalazla sie w 95 centylu?

c¢) Jakie jest w przyblizeniu ,prawdopodobienistwo” tego, ze masa nowonarodzonej
dziewczynki bedzie ujemna?

d) Przyjmijmy, ze zaréwno masa nowonarodzonej dziewczynki, jak i masa nowonarodzo-
nego chlopca maja doktadnie rozktad normalny (z réznymi parametrami). Czy mozemy
twierdzi¢, ze masa nowonarodzonego dziecka tez ma doktadnie rozktad normalny?

9. Obliczy¢ granice

11. a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze rzucajac 10.000 razy symetryczna moneta
uzyskamy wiecej niz 5000 ortow?

b) Prawdopodobienistwo urodzenia sie chlopca to 0,517. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze wérod 10.000 noworodkéw liczba chtopcow nie przewyzszy liczby dziewczat?

12. W pewnym stanie w wyborach prezydenckich glosuje 6.000.000 oséb. Zatdézmy, ze
wyborcy glosuja na kazdego z dwoch kandydatéw losowo i niezaleznie z prawdopodo-
bienistwem 1/2. Jaka jest szansa, ze roznica miedzy kandydatami bedzie nie wieksza niz
1000 gtosow?

13. Stwierdzono, ze przecigtnie 30% sposrod ogolnej liczby studentéw przyjetych na studia
koniczy je w terminie. Ile trzeba przyja¢ studentéw na pierwszy rok, aby z prawdopodo-
bienstwem w przyblizeniu 0,9, co najmniej 50 oséb ukoriczyto studia w terminie?

14. a) Pewne zdarzenie ma prawdopodobienstwo 0, 3. Za pomoca dystrybuanty rozktadu
normalnego oszacowaé liczbe doswiadczen, ktore trzeba wykonaé, aby z prawdopodobien-
stwem 0, 95 mozna byto stwierdzi¢, ze czesto$¢ wystepowania interesujacego nas zdarzenia
bedzie sie odchyla¢ od prawdziwego prawdopodobieristwa o nie wiecej niz 0, 02.

b) Jak zmieni sie odpowiedz, jesli nie znamy prawdziwego prawdopodobieristwa, ale
wiemy, ze jest ono pewna liczba z przedziatu (0, 10) A gdy nic nie wiemy o wartosci
prawdziwego prawdopodobienstwa?

c¢) Poréwna¢ otrzymane wyniki z oszacowaniami wynikajacymi z nieréwnosci Czebysze-
wa.

1ht'cp ://www.who.int/childgrowth/standards/weight_for_age/en/
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15. Przypusémy, ze aktualne poparcie dla partii politycznych to: 33% PiS, 26% PO, 7%
SLD, 7% Kukiz ’15, 4% PSL, |...].2 Ankietujemy 1000 losowo wybranych osob.
a) Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobieristwo, ze w takiej ankiecie PiS osiagnie
mniej niz 30%?
b) Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze w takiej ankiecie poparcie dla
PiS bedzie o co najmniej 10 punktéw procentowych wyzsze niz poparcie dla PO?
c¢) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze poparcie dla SLD przekroczy 10% i jednoczesnie
poparcie dla Kukiz "15 spadnie ponizej progu wyborczego? Przedstawi¢ wynik
w postaci calki podwdjnej po odpowiednim obszarze.

16. Zmienne X1, ..., X, sa niezalezne i maja ten sam rozkltad o $redniej p i wariancji 1.
Liczba p jest ustalona, ale nie znamy jej.
a) Na podstawie CTG zaproponowaé konstrukcje przedziatu [a, b], takiego ze w przy-
blizeniu
Pla < p<b) >0,95.
Wartosci a, b oczywiscie moga by¢ losowe, tzn. zalezeé¢ od wartosci X, ..., X,.
b) Uswiadomié sobie, ze jesli Xy, ..., X,, sa niezalezne i maja rozktad N(u, 1), to
w naszej konstrukcji nie dokonujemy zadnego przyblizenia oraz
Pla < p<b)=0,95.

¢) Zatozmy, ze X1,...,X,,Y1,...,Y, sa niezalezne i maja rozktad N(u, 1), zas [a, ]
to przedzial skonstruowany w oparciu o probke Xy, ..., X,. Czy
Yit o+ Y
n

]P’(a< <b) > 0,957

2Dane za badaniem Millward Brown z 20.11.2018.



Dystrybuanta rozktadu normalnego:

b(2) = \/%/ e 24y P2 5 (1 + erf(
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1. Bolek i Lolek graja w szachy do dwéch wygranych partii pod rzad.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wygra Lolek, jesli prawdopodobieristwo wygra-
nia przez niego pojedynczej partii wynosi p? Zakladamy, ze wyniki poszczegdlnych
partii sa niezalezne (i ze nie ma remisow).

b) Ilu partii srednio potrzeba, aby wyloni¢ zwyciezce?

¢) Przyjmijmy, ze p = 1/2. Jakie jest prawdopodobieiistwo, ze do wylonienia zwy-
ciezcy potrzeba wiecej niz 5 partii?

2. Bolek i Lolek graja w szachy do dwoéch wygranych partii pod rzad. Prawdopodo-
bienistwo, ze Bolek wygra pierwsza partie wynosi 1/2, ale poczawszy od drugiej partii,
prawdopodobienistwo wygranej Bolka zalezy od wyniku poprzedniej partii. Jesli dopiero
co wygral, to czuje sie pewnie i wygrywa z prawdopodobienistwem 3/4; jesli przegral, to
zzera go stres 1 wygrywa z prawdopodobieristwem 1/3.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra cala rozgrywke?

b) Ilu partii srednio potrzeba, aby wyloni¢ zwyciezce?

3. Rzucamy moneta az pojawi sie cigg OOO lub ROO. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze ciag ROO pojawi sie wczesniej?

4. a) Wypisa¢ macierz przejscia dla bladzenia losowego po Z z dwoma ekranami pochta-
niajacymi. Jak nalezy ja zmodyfikowaé, zeby otrzymaé macierz przejscia dla btadzenia
z ekranami elastycznymi?

b) Wypisa¢ macierz przejscia dla dtugosci nieprzerwanej serii sukcesow w ciggu prob
Bernoulliego.

5. Zmienne 7g, 71, . .. sa niezalezne i maja ten sam rozktad: P(ro = 1) = 1/2 = P(rg = —1).
a) Niech X,, = rpr,q41 dlan=0,1,2,... — czy jest to taiicuch Markowa?
b) Niech Y, = w# dlan=0,1,2,... — czy jest to tancuch Markowa?

6. Rozwazmy przestrzen stanow S = {0,1,2} i niech P(Xo =0) =P(Xo=1) =P(Xy =
2) = 1/3 oraz Xp41 = (X + 1)(mod 3) dla n = 0,1,2,...; ponadto niech f(0) = 0,
f(1) = f(2) = 1. Czy (Xp)n>0 to laicuch Markowa? A (f(X,))n>0"

7. Przy okraglym stole stole siedzi n wikingéw i ich wodz. Woédz puszeza w obieg beczke
z piwem. Kazdy z wikingéw robi to samo: wypija z beczki solidny tyk, a nastepnie
przekazuje beczke dalej do kolejnego wikinga lub podaje ja z powrotem do tego wikinga,
od ktorego ja otrzymat. Przyjmijmy, ze dla i-tego wikinga prawdopodobieristwo podania
beczki dalej to p; € (0, 1), zas prawdopodobienstwo ,,odbicia” i zmienienia kierunku obiegu
beczki to 1 — p;. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze beczka wrdoci do wodza z innej strony
niz ta, w ktora ja pierwotnie podat?

8. Raz na godzine ameba albo dzieli si¢ na dwie ameby (to dzieje sie z prawdopodobieri-
stwem p), albo umiera (z prawdopodobieristwem 1 — p). Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze populacja startujaca z jednej ameby nigdy nie wyginie?

9. W urnie jest 1000 ponumerowanych kul. Losujemy kule, po czym usuwamy ja z urny
wraz ze wszystkimi kulami o numerach wiekszych od niej. Doswiadczenie powtarzamy
dopoty, dopoki w urnie sg kule. Jaka jest wartosé oczekiwana liczby wykonanych losowari?



10. W kazdym z dwoéch pudetek jest k kul, przy czym lacznie jest k£ kul bialych i k& —
czarnych. Stan ukladu jest opisany przez podanie liczby kul biatych w pierwszym pudetku.
Powtarzamy nastepujaca procedure: z kazdego pudteka losujemy po jednej kuli, a nastepnie
zZamieniamy je miejscami.
a) Wypisa¢ macierz przejscia dla tego taricucha Markowa.
b) Uzasadni¢, ze macierz przejscia tego taricucha Markowa ma doktadnie jeden
rozktad stacjonarny: p, réwna sie prawdopodobiefistwu otrzymania doktadnie &
kul biatych przy losowaniu N kul sposréd N kul biatych i N kul czarnych.

11. Jednorodny laricuch Markowa na przestrzeni stanow {1,2,3,4} ma macierz przejscia

O winak|= O
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a) Jakie jest prawodpoodbieristwo przejscia w dwoch krokach ze stanu 1 do 27
A w trzech? A w 107

b) Jakie jest prawdopodobieristwo odwiedzenia stanu 2 przed stanem 4, jesli taricuch
startuje ze stanu 17

¢) Zmalezé wszystkie rozktady stacjonarne.

d) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze X1pp0 = 1.

12. a) W wierzcholku szescianu siedzi mucha. Co minute mucha przechodzi do losowo
wybranego z sgsiednich wierzchotkdéw. Wypisa¢ macierz przejscia i znalezé wszystkie
rozktady stacjonarne. Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci do nich?

b) W wierzchotku szescianu siedzi leniwa mucha. Co minute mucha z prawdodpobien-
stwem p € (0, 1) pozostaje w aktualnie zajmowanym wierzchotku, z prawdopodobienistwem
1 — p przechodzi do losowo wybranego z sasiednich wierzchotkéw. Jakie sg rozklady sta-
cjonarne macierzy przejscia i co mozna powiedzieé o zbieznosci do nich?

13. W pudetku A jest szes¢ kul ponumerowanych liczbami od 1 do 6, pudetko B jest
puste. Rzucono 10000 razy kostka i za kazdym razem przektadano kule z wylosowanym
numerem do drugiego pudetka. Jaka jest mniej wiecej szansa, ze pudetko B jest puste?

14. Wykazaé, ze w nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam
okres.

15. Jednorodny w czasie tancuch Markowa (X;)72, (na skonczonej przestrzeni stanow)
spelnia X() ~ XQ() oraz X3 ~ X22. Czy XO ~ X2019?

16. a) Rozwazmy bladzenie losowe po Z: z dowolnego stanu j przechodzimy do j + 1
z prawdopodobieristwem p, a do j — 1 z prawdopodobienistwem 1 — p. Obliczy¢ p(()lé) -
prawdopodobietistwo przejscia z 0 do 0 w k krokach. Czy zero jest stanem chwilowym czy
powracajacym?

b) Rozwazy¢ analogiczny problem dla (symetrycznego) bladzenia losowego po Z.



