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1. Zmienna losowa X ma rozkład wykładniczy z parametrem 1 (jednostronny, niesymetryczny) .
a) Dla k ∈ N ∪ {0} obliczyć P(bXc = k). Tu bxc oznacza część całkowitą liczby x.
b) Wyznaczyć dystrybuantę zmiennej losowej {X} (i uprościć wynik). Tu {x} := x − bxc

oznacza część ułamkową liczby x.
c) Czy zmienne losowe bXc i {X} są niezależne?

2. a) Zmienna losowa G ma rozkład N (0, 1). Sprawdzić, że zmienne losowe |G| oraz

Z =


1 jeśli G > 0,
−1 jeśli G < 0,
co bądź jeśli G = 0,

są niezależne.
b1) Obliczyć EeλG dla G ∼ N (0, 1), λ > 0.
b2) Wywnioskować z poprzedniego podpunktu, że P(G ­ t) ¬ e−t2/2.
c) Wektor losowy (X,Y ) ma standardowy rozkład normalny N (0, I). Znaleźć gęstość zmiennej

losowej
√
X2 + Y 2.

Wskazówki. b1) Zwinąć w „pełen kwadrat” wyrażenie z wykładnika i skorzystać z tego, że
wiemy, jak wygląda gęstość N (m,σ2).

b2) Zastosować wykładniczą nierówność Czebyszewa wprowadzając do gry parametr λ. Na-
stępnie wybrać optymalne λ.

3. a) Orzeszek ziemny waży średnio 0,45 g, a wariancja wynosi (0, 05 g)2. W sprzedawanych
paczkach jest dokładnie 1111 orzeszków, a opis na opakowaniu mówi, że paczka zawiera 500 g
orzeszków. Jaki odsetek paczek zawiera więcej niż 502 g lub mniej niż 498 g orzeszków? A jaki
więcej niż 505 g lub mniej niż 495 gramów?

b) Jeden ze stu pracowników zakładu paczkującego orzeszki ziemne oszukuje i do paczki
wkłada tylko 1100 orzeszków. Kupiona przez nas paczka zawiera 495 g orzeszków. Jakie jest
prawdopodobieństwo, że została ona przygotowana przez oszusta?
4. a) Anatol rzucił 100 razy symetryczną monetą i wypadło 60 orłów. Chłopiec twierdzi, że jest
to wynikiem posiadania przez niego zdolności telekinetycznych. Korzystając z prawa de Moivre–
Laplace’a sprawdzić, jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo uzyskania wyniku „lepszego”
od Anatola (tj. bardziej oddalonego od teoretycznej średniej).

b) Błażej też twierdzi, że ma zdolności telekinetyczne, bo rzucił 100 razy kostką i w sumie
wypadło 320 oczek. Korzystając z centralnego twierdzenia granicznego sprawdzić, jakie jest w przy-
bliżeniu prawdopodobieństwo uzyskania wyniku „lepszego” od Błażeja (tj. bardziej oddalonego
od teoretycznej średniej). Kto ma większe zdolności telekinetyczne?

c) Cyryl chce pobić wynik Anatola i zaczyna trenować. Ilu średnio serii po 100 rzutów
potrzebuje, żeby doczekać się 60 lub więcej orłów? Podać przybliżenie opierające się na wynikach
z podpunktu a.

d) Na podstawie twierdzenia Poissona (i poprzednich podpunktów) podać, jakie jest w przybli-
żeniu prawdopodobieństwo, że w 50 seriach treningowych Cyryl pobije wynik Anatola co najmniej
3 razy.
5. Zmienne losowe X1, X2, . . . są niezależne i mają rozkład jednostajny na [0, 1].

a) Wykazać, że ciąg zmiennych losowych

Yn =
X1X2 +X2X3 +X3X4 + · · ·+XnXn+1

n



jest zbieżny (p.n.) i obliczyć jego granicę.
b) Wykazać, że ciąg zmiennych losowych

Zn =

∑
1¬i<j¬nXiXj

n2

jest zbieżny (p.n.) i obliczyć jego granicę.

6. Rzucamy wielokrotnie sześcienną kostką, na której liczby oczek na ściankach są określone
przez kolejne cyfry naszego numeru indeksu (proszę podstawić odpowiednie spersonalizowane
dane); kolejne rzuty są niezależne. Niech Yk będzie liczbą oczek wyrzuconych w k-tym rzucie
(k = 1, 2, . . .).

Rozważmy trzyelementową przestrzeń stanów E = {0, 1, 2}. Niech X0 będzie dowolną zmienną
losową przyjmującą wartości 0, 1, 2 (rozkład początkowy). Dla n ­ 1, niech Xn będzie resztą
z dzielenia przez 3 liczby X0 + Y1 + Y2 + · · ·+ Yn.

a) Uzasadnić pokrótce, że (Xn)n­0 to jednorodny łańcuch Markowa. Jaka jest jego macierz
przejścia?

b) Dla dowolnych dwóch różnych stanów i, j ∈ E określić, czy stan j jest osiągalny ze stanu i,
tzn. czy istnieje n = n(i, j) ∈ N, takie że prawdopodobieństwo przejścia ze stanu i do stanu j
w n krokach jest dodatnie.

c) Znaleźć wszystkie rozkłady stacjonarne dla macierzy przejścia.
d) Założmy, że P(X0 = 0) = 1. Jaki rozkład ma zmienna X3?
Uwaga. Jeśli rachunki w jakimś podpunkcie okażą się nieprzyjemne i zbyt skomplikowane, to

jak najbardziej można je wykonać za pomocą komputera.


