RP dla bioinformatyki, pisemne zadania domowe III
Termin: poniedziatek, 21.01.2019, godz. 12.00

1. Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem 1 (jednostronny, niesymetryczny) .
a) Dla k € NU {0} obliczy¢ P(| X | = k). Tu |z| oznacza cz¢$é catkowita liczby x.
b) Wyznaczyé dystrybuante zmiennej losowej {X} (i uproscié¢ wynik). Tu {z} = = — |z]
oznacza czes¢ ulamkows liczby .
¢) Czy zmienne losowe | X | i {X} sa niezalezne?

2. a) Zmienna losowa G ma rozktad N(0,1). Sprawdzi¢, ze zmienne losowe |G| oraz
1 jesli G > 0,
z7=1-1 jesli G < 0,
co badz  jesli G =0,

sa niezalezne.
b1) Obliczyé¢ Eer“ dla G ~ N(0,1), A > 0.
b2) Wywnioskowaé z poprzedniego podpunktu, ze P(G > t) < e=t'/2,
¢) Wektor losowy (X,Y’) ma standardowy rozklad normalny A (0, I). Znalezé gesto$é zmiennej

losowej vV X2 + Y2,

Wskazowki. bl) Zwina¢ w ,pelen kwadrat” wyrazenie z wykladnika i skorzystaé z tego, ze
wiemy, jak wyglada gestosé N (m, o?).

b2) Zastosowaé wykladnicza nieréwnos$é Czebyszewa wprowadzajac do gry parametr A. Na-
stepnie wybraé optymalne .

3. a) Orzeszek ziemny wazy érednio 0,45 g, a wariancja wynosi (0,05 g)2. W sprzedawanych
paczkach jest dokladnie 1111 orzeszkéw, a opis na opakowaniu méwi, ze paczka zawiera 500 g
orzeszkéw. Jaki odsetek paczek zawiera wiecej niz 502 g lub mniej niz 498 g orzeszkéw? A jaki
wiecej niz 505 g lub mniej niz 495 graméw?

b) Jeden ze stu pracownikéw zakladu paczkujacego orzeszki ziemne oszukuje i do paczki
wklada tylko 1100 orzeszkéw. Kupiona przez nas paczka zawiera 495 g orzeszkow. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zostala ona przygotowana przez oszusta?

4. a) Anatol rzucil 100 razy symetryczna moneta i wypadlo 60 ortéw. Chlopiec twierdzi, ze jest
to wynikiem posiadania przez niego zdolnosci telekinetycznych. Korzystajac z prawa de Moivre—
Laplace’a sprawdzié, jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo uzyskania wyniku ,lepszego”
od Anatola (tj. bardziej oddalonego od teoretycznej Sredniej).

b) Blazej tez twierdzi, ze ma zdolnosci telekinetyczne, bo rzucil 100 razy kostka i w sumie
wypadto 320 oczek. Korzystajac z centralnego twierdzenia granicznego sprawdzi¢, jakie jest w przy-
blizeniu prawdopodobienstwo uzyskania wyniku ,lepszego” od Blazeja (tj. bardziej oddalonego
od teoretycznej $redniej). Kto ma wieksze zdolnosci telekinetyczne?

¢) Cyryl chce pobié wynik Anatola i zaczyna trenowaé. Ilu $rednio serii po 100 rzutéw
potrzebuje, zeby doczekaé sie 60 lub wiecej ortéw? Podaé przyblizenie opierajace sie na wynikach
z podpunktu a.

d) Na podstawie twierdzenia Poissona (i poprzednich podpunktéw) podaé, jakie jest w przybli-
zeniu prawdopodobienistwo, ze w 50 seriach treningowych Cyryl pobije wynik Anatola co najmniej
3 razy.

5. Zmienne losowe X1, Xo,... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na [0, 1].
a) Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych
_ X1 Xo+ XoXs+ X3 Xg+ -+ XnXnt1

n

Yo,



jest zbiezny (p.n.) i obliczy¢ jego granice.
b) Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych
7 — Z1<i<j<n Xin
T e
jest zbiezny (p.n.) i obliczy¢ jego granice.

6. Rzucamy wielokrotnie szescienna kostka, na ktoérej liczby oczek na $ciankach sa okreslone
przez kolejne cyfry naszego numeru indeksu (prosze podstawié¢ odpowiednie spersonalizowane
dane); kolejne rzuty sa niezalezne. Niech Y} bedzie liczba oczek wyrzuconych w k-tym rzucie
(k=1,2,...).

Rozwazmy trzyelementowa przestrzen stanéw E = {0,1,2}. Niech X bedzie dowolng zmienna
losowa przyjmujaca wartosci 0, 1,2 (rozklad poczatkowy). Dla n > 1, niech X,, bedzie reszta
z dzielenia przez 3 liczby Xo + Y1 + Yo +--- 4+ Y.

a) Uzasadni¢ pokrétcee, ze (X,,)n>0 to jednorodny laiicuch Markowa. Jaka jest jego macierz
przejscia?

b) Dla dowolnych dwoch réznych stanéw i, j € E okreslié, czy stan j jest osiagalny ze stanu ¢,
tzn. czy istnieje n = n(i,j) € N, takie ze prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j
w n krokach jest dodatnie.

¢) Znalez¢ wszystkie rozklady stacjonarne dla macierzy przejicia.

d) Zalozmy, ze P(Xy = 0) = 1. Jaki rozklad ma zmienna X3?

Uwaga. Jesli rachunki w jakims$ podpunkcie okaza sie¢ nieprzyjemne i zbyt skomplikowane, to
jak najbardziej mozna je wykona¢ za pomocg komputera.



