RP dla bioinformatyki, pisemne zadania domowe II
Termin: 21.12.2018, godz. 17.00

1. Ponizej a, b, c,d, e, f to kolejne cyfry numeru indeksu osoby rozwiazujacej zadanie.
Wektor losowy (X,Y) ma $rednia [c, d] i macierz kowariancji
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a) Czy X 1Y sa niezalezne? Obliczyé EXY oraz Var(X + 2Y + 3).
b) Zalézmy dodatkowo, ze wektor losowy (X,Y) ma rozklad normalny (o powyzszych
parametrach).

bl) Jaki rozklad ma wtedy X + 2Y + 37 Wypisaé gestosé tej zmiennej losowe;j.
b2) Znalez¢é taka stala o € R, zeby zmienne X oraz X + Y byly niezalezne.

2. Zmienne losowe X, Y s niezalezne i maja rozklad Poissona z parametrami A > 01ipu > 0
odpowiednio.
a) Wyznaczy¢ rozklad wektora losowego (X, X +Y) — ile jest réwne P((X, X +Y) = (k,n))
dla nieujemnych catkowitych k, n?
b) Czy zmienne losowe X i X + Y sa niezalezne?
¢) Ustalmy nieujemna liczbe catkowita n. Wyznaczy¢ rozklad warunkowy X pod warunkiem
X 4+Y = n, tzn. znalezé

P(X=klX+Y =n) dak=0,1,2,...

d) Obliczyé warunkows warto$¢ oczekiwana X pod warunkiem X + Y = n, tzn. obliczyé
> KP(X = kX +Y =n).
k=0

Wskazowka. Sprawdzalismy kiedys, jaki rozktad ma X + Y.

3. Zal6zmy, ze zmienne losowe X i Y sa calkowalne z kwadratem (i ze znamy laczny rozklad
wektora losowego (X,Y) lub przynajmniej niektére jego parametry). Przypu$émy, ze latwo jest
obserwowac¢ zmienna X, a zmienna Y jest trudna do zmierzenia. Chcemy jak najlepiej przyblizaé
wartoéci zmiennej losowej Y funkcja liniowa postaci aX + b, a,b € R, a btad bedziemy mierzy¢
w sensie Sredniokwadratowym. Innymi stowy: szukamy stalych a,b € R, dla ktérych wartosé
funkcji

fla,b) =E[(Y —aX —b)?]

jest najmniejsza. Ponizej mozna przyjaé, ze Var(X) > 0, tzn. ze zmienna losowa X nie jest stala
p.n. (bo inaczej zadanie sie trywializuje (jak?)).

a) Uzasadnié, ze przy ustalonym a funkcja b — f(a,b) osiaga swoje minimum w punkcie
b=E(Y —aX).

b) Niech wiec

h(a) = f(a,E(Y — aX)).

Sprawdzié¢, ze h(a) to funkcja kwadratowa zmiennej a i wyrazié¢ jej wspdtezynniki w terminach
Var(X), Cov(X,Y), Var(Y).

¢) Dla jakiego a jest przymowane minimum funkcji A?



4. a) Rzucamy szedcienng kostka az wyrzucimy wszystkie mozliwe wyniki. Jaka jest wartosé
oczekiwana liczby rzutéw?

b) A wariancja?

¢) Rzucamy kostka o stu $ciankach az wyrzucimy wszystkie mozliwe wyniki. Jaka jest warto$é
oczekiwana liczby rzutéw? Wypisa¢ odpowiedni wzér i podaé przyblizona warto$é liczbowa.

d) Rzucamy kostka o stu $ciankach az wyrzucimy 95 réznych wynikéw (dowolnych, nie ustalamy
z gbry liczb, na ktére czekamy). Jaka jest warto$é oczekiwana liczby rzutéw? Wypisaé odpowiedni
wzér i podaé przyblizona warto$é¢ liczbowa.

5. Niech n bedzie ustalong liczba naturalng. Zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne i kazda
z nich ma rozklad N(0,1), czyli X = (X1,...,X,)T to wektor losowy o rozkladzie N(0, 1)
(transponujemy, bo chemy zeby byl wektorem pionowym). Oznaczmy
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(sa to tzw. $rednia i wariancja z préby). Niech A bedzie macierza ortonormalna o wymiarach
n X n taky, ze jej pierwszy wiersz to (ﬁ, cee ﬁ) Niech Y = (Y7,...,Y,)T == AX.

a) Korzystajac z wiedzy z éwiczen (wykladu?) uswiadomié sobie, ze wektor losowy Y tez ma
rozklad N (0, 1) i w szczegblnodci jego wspolrzedne sa niezalezne.

b) Sprawdzié¢, ze /nX = Y] i wyrazi¢ nS? w terminach Y1, Ys,...,Y,,.

¢) Wywnioskowaé, ze zmienne losowe X oraz S? niezaleime, a takze ze n.S? ma rozklad x2_,
(chi-kwadrat o n — 1 stopniach swobody, patrz seria V).

Uwaga+wskazéwka. Macierz A jest ortonormalna normalna wtedy i tylko wtedy, gdy AT A =
AAT = I, tzn. gdy wiersze sa prostopadle i maja dtugosé jeden (i tak samo dla kolumn). Ponadto
wtedy dla kazdego wektora v € R™ mamy ||Av| = ||v||.

6. Ponizej K, oznacza graf pelny o n wierzchotkach i (g) krawedziach.

Ustalmy n > 2. Kazda krawedZ grafu K,, malujemy (niezaleznie) losowo wybranym kolorem:
na niebiesko lub na czerwono.

Ustalmy tez k € {2, ...,n}. Ponizej rozwazamy tylko podgrafy G grafu K, ktére maja dokladnie
k wierzcholkéw i wszystkie (g) krawedzi miedzy nimi (a wiec G tez jest grafem pelnym). Dla
takiego grafu G niech X bedzie zmienng losows zadana przez

b% 1 jesli wszystkie krawedzie G sa w jednym kolorze,
¢ 0 w przeciwnym wypadku.

a) Uzasadnié, ze EXg =2 - 9-(2),

b) Niech Y bedzie liczba podgraféw K,, o k wierzchotkach, ktérych wszystkie krawedzie sa
jednego koloru. Wyznaczy¢ EY.

¢) Korzystajac z faktu, ze Y przyjmuje tylko wartosci catkowite nieujemne, uzasadnié, ze jesli
EY < 1, to musi istnie¢ co najmniej jedno kolorowanie krawedzi, takie ze zaden podgraf G o k
wierzchotkach nie ma wszystkich krawedzi tego samego koloru.

d) Ja$ narysowal K1 i chee pokolorowaé kazda krawedZ jednym z dwdch koloréw (czerwonym
lub niebieskim), tak zeby zaden podgraf powstaly poprzez wybranie 5 wierzchotkéw i wszystkich
krawedzi miedzy nimi nie mial wszystkich krawedzi w tym samym kolorze. Czy moze to zrobi¢?



