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Termin: 14.11.2018, godz. 10.15.

1. Anatol rzuca moneta. Sila rzeczy wyniki ukladajg sie krétsze lub dluzsze serie: najpierw
wypada pewna liczba (0, 1, 2, ...) kolejnych ortéw, potem pewna liczba (1, 2, ...) kolejnych reszek,
itd. Przyktadowo, jesli Anatol wyrzucit kolejno

RRORORRROO,

to serii bylo lacznie 6 (dwie reszki, orzel, reszka, orzel, trzy reszki, dwa orly).
Po wykonaniu pewnej liczby rzutéw Anatol poinformowal nas, ze w sumie wyrzucil k razy orla
il razy reszke.

a) Uzasadnié, ze prawdopodobienistwo, ze bylo dokladnie 2n serii jest réwne
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b) Jakim wzorem dane jest po,4+1 — prawdopodobienstwo, ze serii bylo 2n + 17
¢) Anatol, Blazej oraz Cyryl rzucaja po 30 razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wszyscy trzej otrzymaja po doktadnie 20 reszek i 10 ortéw?
d) Anatol, Blazej i Cyryl twierdza, ze wszyscy otrzymali 20 reszek i 10 orléw, a na dowdd
tego prezentuja nam zapisane przez siebie wyniki:
A: RRORRORRORRORRORRORRORRORRORRO,
B: RRRROORRRRRROORRROOORRRRORRROO,
C: ORRRRROOORRRRORRORROORORRRRRRO.
W $wietle rozwazan z podpunktéw a) i b), ktéry z tych trzech ciagéw wyglada najbardziej,
a ktéry najmniej podejrzanie?

2. W jeziorze jest N ryb (ich liczba jest ustalona, ale nieznana). Z jeziora wylowiono m ryb,
oznakowano je i wypuszczono z powrotem do wody. Po pewnym czasie wylowiono n ryb, a wsréd
nich bylo k oznakowanych. Za rozsadna oceng liczby ryb w jeziorze mozna uznac liczbe ryb,
dla ktérej zrealizowalo sie zdarzenie o najwiekszym prawdopodobienstwie. Jaka to liczba? Co
wychodzi dla m = 200, n = 100, k = 87

Pytania kontrolne.! Czy nasze postulowane oszacowanie N jest na pewno niemniejsze niz
max{m,n}? Co jesli okazalo sie, ze k =m? A co jedli k =n? A jesli k =07
3. Rozwazamy schemat klasyczny (2,29 P), P({w}) = ﬁ dla w € Q, przy czym #Q jest liczba

pierwsza. Wykazaé, ze w takiej przestrzeni nie ma nietrywialnych zdarzen niezaleznych (tj. jesli
zdarzenia A i B sg niezalezne, to co najmniej jedno z nich jest réwne @ lub ).

4. Brat Tuck, Maly John i Robin Hood zabawiaja sie¢ strzelaniem z luku. Brat Tuck trafia
w $rodek tarczy z prawdopodobienstwem 0,4, Maly John — 0,7, zas Robin Hood - 0, 9.
a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany strzelec trafi w $rodek tarczy?
b) Losowo wybrany z nich strzelil i trafit w §rodek tarczy. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze to Robin Hood strzelal?
¢) Losowo wybrany z nich strzelil trzykrotnie i za kazdym razem trafil w srodek tarczy.
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze to Robin Hood strzelal?
d) Trzykrotnie losowano strzelca i za kazdym razem wylosowany strzelec trafit w $rodek
tarczy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze za kazdym razem strzelal Robin Hood?
e) Wszyscy naraz oddaja strzal. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej dwie
strzaly utkwia w érodku tarczy?

INie trzeba na nie pisemnie odpowiadaé, ale — jak zawsze! — warto si¢ zastanowié, czy otrzymany wynik jest
cho¢ troche sensowny i co sie dzieje w rozmaitych ,skrajnych” przypadkach.



f) Wszyscy naraz oddaja strzal; wiemy, ze co najmniej jedna strzala utkwila w srodku tarczy.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dokladnie dwie strzaly utkwily w $rodku tarczy?

g) Wszyscy naraz oddali strzal, ale tylko jedna strzala utkwila w $rodku tarczy. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze to brat Tuck trafit?

5. Rzucamy sze$cienna kostka, na ktérej liczby oczek na $ciankach sa okreslone przez kolejne
cyfry naszego numeru indeksu (prosze podstawi¢ odpowiednie spersonalizowane dane). Niech X
bedzie liczba wyrzuconych oczek.

a) Opisa¢ rozklad zmiennej losowej X — ile wynosi P(X =n) dlan € {0,1,...,9}?

b) Naszkicowaé¢ dystrybuante zmiennej losowej X.

¢) Znalezé warto$é oczekiwana zmiennej losowej X oraz jej wariancje.

d) Wyznaczy¢ wszystkie mediany zmiennej losowej X, tzn. wszystkie liczby rzeczywiste M,
takie ze P(X < M) > 1/2 oraz P(X > M) > 1/2.

e) Wyznaczy¢ wszystkie kwantyle rzedu 1/3 zmiennej losowej X, tzn. wszystkie liczby rzeczy-
wiste p, takie ze P(X < p) > 1/3 oraz P(X > p) > 2/3.

6. Gramy w lotto (obstawiamy 6 liczb spoéréd 49). Przyjmijmy nastepujacy, uproszczony model:
wyplata za trafienie szostki to 2 miliony zlotych, piatki — 5000 zlotych, czworki — 200 zlotych,
trojki — 24 zlote. Zalézmy tez na razie, ze calkowicie pomijamy innych graczy (nie ma kumulacji,
nagrody nie sa dzielone, etc.).

a) Jakiego zysku powinni$my sie $rednio spodziewaé¢ w jednej grze (uwzgledniajac cene kuponu
-3 z1)? A jesli wyplata za széstke bylaby réowna 30 milionéw?

b) Zeby zagwarantowaé sobie wygranie dwéch milionéw postanawiamy wypeknié kupony ze
wszystkimi mozliwymi kombinacjami. Ile pieniedzy zyskamy (uwzgledniajac cene wszystkich
kuponéw i nagrody za trafione piatki, czworki i tréjki)? Ile czasu zajeloby nam wypelnienie
wszystkich kuponéw (zakladajac optymistycznie, ze jesteSmy w stanie wypelnié¢ jeden kupon
w sekunde i bedziemy w stanie pracowaé bez przerwy)?

7 oczywistych powodéw porzucamy poprzednia strategie i postanawiamy ,puszczac” jeden
kupon przy kazdym losowaniu. Zalézmy, ze losowania odbywaja sie 3 razy w tygodniu, przez 52
tygodnie roku.

c¢) Poniewaz trafienie sz6stki ma dodatnie prawdopodobieristwo, to w nieskoriczonym ciagu
gier p.n. kiedys trafimy széstke. Ile razy musimy s$rednio zagraé¢ zanim to nastapi? Ile zajeloby
nam to czasu?

d) Ile razy powinni$my zagraé, jesli chcemy, zeby nasza szansa na na trafienie co najmniej
jeden szoéstki byla wieksza niz jeden promil? Ile zajetoby nam to czasu?

Nasza gra jest tak $wietna, ze razem z nami gra w nig wielu innych graczy (co od teraz
bedziemy uwzgledniac¢). Z tego powodu doszto do kumulacji i wyplata za trafienie széstki wzrosta
do 30 milionéw ztotych. Jednak w prawdziwym zyciu, jesli kilka os6b trafi szdéstke, to nagrode
gltoéwna dzieli si¢ pomiedzy nie.

e) Zalézmy, ze w nasza gre gra n oséb (kazda obstawia liczby niezaleznie od innych). Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze w danej rundzie doktadnie k oséb trafilo széstke, jesli wiemy,
ze co najmniej jedna osoba trafila w tej rundzie széstke? Jaka wartoéé otrzymamy dla n = 10°
ik=2n=10"1kec{2,3;n=10%1k € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}? (W Polsce mieszka mniej niz
107 0s6b, ale mozemy sobie wyobrazié, ze w przyplywie euforii kazdy grajacy wypelnia wiecej niz
jeden kupon).



