Roéwnania rézniczkowe zwyczajne z laboratorium 2024 /2025

Grupa ¢éwiczeniowa nr 4 — Zadania

1 Rozgrzewka

Zadanie 1.1 Rozwigzaé réownanie swobodnego spadku ciata z oporem powietrza, tzn.

mi = —mg — k&
2(0) = xq
z(0) =0,

gdzie m > 0, k > 0, zg > 0. Przy ustalonym xg, dla kazdego k > 0, oznaczmy rozwigzanie przez Ty.
Czy prazy k — 07,z zbiega do xo niemal jednostagnie?

Zadanie 1.2 Dla a,b,zo > 0 rozwigzaé réwnanie

& =xz(a — bx)
x(0) =z

Obliczyé limy_, o0 x(t).

Zadanie 1.3 Sprowadzi¢ réwnanie & = 2x — & do uktadu réwnan pierwszego rzedu. ZnaleZé rdzne
A1, A, Ze z(t) = CreMt 4+ Cye??t jest rozwigzaniem réwnania dla dowolnych Cy,Cy € R.



2 Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 2.1 ZnaleZ¢ rozwigzania zagadnien:

a)
="
z(In2) =0
ti =1+ 22
z(1)=0

(t* — 1)@ +2ta® = 0
z(0) =1

b)

Wyznaczyé maksymalny przedziat istnienia tych rozwigzan i granice jednostronne ma krancach tego
przedziatu.

Zadanie 2.2 Niech g,h : R — R bedq funkcjami cigglymi oraz niech xoy € R bedzie takie, Ze g(zq) # 0.
Rozwazmy zagadnienie

& = g(x)h(t)
I(to) = X0

Wykazaé, zZe w pewnym otoczeniu ty istnieje doktadnie jedno rozwigzanie powyzszego zagadnienia. Wy-
prowadzi¢ wzdor na to rozwigzanie przy uzyciu funkcji pierwotnych h oraz 1/g.

Zadanie 2.3 Z lejka o ksztatcie stozka o kgcie rozwarcia 7/3 wylewa sie woda z predko$cig propor-
cjonalng do pierwiatka wysokosci wody, a wiec v2 = kh, gdzie k > 0 jest statq. Predkosé v mierzymy
w objetosci na jednostke czasu. W chwili poczgtkowej 0 napetniamy naczynie do wysokosci hg > 0.
Wyznaczyé wysokosé wody w lejku w zaleznosci od czasu oraz znaleZé czas w ktorym cata woda wyleje
ste z lejka.

Zadanie 2.4 Rozwazamy zbiornik o objetosci V', catkowicie wypetniony roztworem soli, z czego po-
czgtkowo sdl zajmuge Qg objetosci. Do zbiornika dolewamy roztworu soli o statym stezeniu g, ze stalq
predkoscig u, mierzong w objetosci na jednostke czasu. Jednoczesnie roztwor wyptywa dnem zbiornika,
rowniez z predkosciqg u. Zaktadajgc, ze proces mieszania sie roztworéw jest natychmiastowy, wyznaczyé
objetosc soli Q(t) w zaleznosdci od czasu oraz obliczyé limy_, o, Q(t).



3 Roéwnania jednorodne, r6wnania w postaci r6zniczki zupeinej
1 ro6wnania liniowe
Zadanie 3.1 Znalezé rozwigzanie ogdlne réwnania j = (2x + 2y + 1)2.

Zadanie 3.2 Znalezé rozwigzanie ogdle rownania §j = exp(¥) + £.

Zadanie 3.3 Sprowadzi¢ réwnanie § = f(£) do réwnania o zmiennych rozdzielonych.

r—y

Zadanie 3.4 Znaleié rozwigzanie ogdlne rownania 3§ = pramrl

Zadanie 3.5 Wyznaczyé krzywe catkowe rownania xdx + ydy = 0. ZnaleZé krzywag przechodzqcq przez
punkt (1,1).

Zadanie 3.6 Wyznaczyé krzywe catkowe réwnania (2x + 3x%y)dz + (23 — 3y?)dy = 0. Znalezé krzywq
przechodzqceq przez punkt (1,1).

Zadanie 3.7 Wyznaczyé krzywe catkowe réownania (% + 1) dx + (% - 1) dy =0.

Zadanie 3.8 Wyznaczyé krzywe catkowe rownania (x? + y* — x)dxr — ydy = 0.

Zadanie 3.9 Mowimy, ze p(x,y) jest czynnikiem catkujgcym réwnania P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0,

gdy
oupP) _ 0(pQ)
Oy oxr

Wykazaé, ze

2P _ 9Q
a) Jesli 252 = f(x), to p(z) = exp([ f(z)) jest czynnikiem catkujacym.

2Q 9P
b) Jesli 22 = g(y), to u(y) = exp([ g(y)) jest czynnikiem catkujgcym.

Zadanie 3.10 ZnaleZ¢ krzywe catkowe rownania (422 + 2y* + 2y)dz + (x + 2zy)dy = 0.

Zadanie 3.11 ZnaleZé¢ krzywq catkowq rownania §y = przechodzqcg przez punkt (1,0).

y—a”
r2y2+x

Zadanie 3.12 ZnaleZé rozwigzanie ogdlne réwnania © = —27‘"’3 - 3.



4 Rozne typy rownan skalarnych

Zadanie 4.1 Dla nastepujgcych zagadnien wyznaczyé najpierw rozwigzania ogolne, a nastepnie roz-
wigzania z warunkiem poczgtkowym

a)

{xy’ —y=2%cosz

b)

d)
y cosx —ysinx =1
y(0) =3

Zadanie 4.2 Wyprowadzi¢ wzor na rozwigzanie ogdlne réwnania postaci
& = xa(t) + b(t),
gdzie a,b: R — R sq funkcjami cigglyma.

Zadanie 4.3 Wyznaczyé rozwigzanie zagadnienia

y: _1 ]
{y<2> 0

Zadanie 4.4 Znaleié rozwigzanie ogdlne réownania 3¢ = tz* — .

I

Zadanie 4.5 (Roéwnanie Bernoulliego) Niech n # 1 oraz niech a,b: R — R bedq ciggte. Sprowadzié
rownanie
z+a(t)r+b(t)x" =0

do rownania lintowego.

Zadanie 4.6 ZnaleZ¢ rozwigzanie ogdlne rownania i + 2x = x2et.

Zadanie 4.7 Znalei¢ rozwigzanie ogdlne zagadnienia & = —;% -3+ z2.
Zadanie 4.8 (Réwnanie Riccatiego) Niech a,b,c: R — R bedg ciggle. Dane jest réwnanie
&+ a(t)r 4+ b(t)z? +c(t) =0.

Zatozmy, ze u jest rozwigzaniem tego réwnania. Udowodnié, Ze podstawienie y = x — u sprowadza
powyzsze rownanie do réwnania Bernoulliego.

Zadanie 4.9 Znaleié rozwigzanie ogdlne réownania 3§ +vy = e~ %y% + e*.

Zadanie 4.10 Rozwigzaé rownanie y = x3 — (1)2.

Zadanie 4.11 (Réwnanie Clairauta) Niech f : R — R bedzie funkcjq klasy C'. Rozwazmy réwnanie
x=ti+ f(z).

Zrézniczkowaé powyzisze réwnanie i opisaé metode jego Tozwiqzania.



5 Istnienie i jednoznacznosé

Zadanie 5.1 Niech f : R — R bedzie funkcjq ciggtaq okresowg o okresie réwnym T. Niech a > 0.
Wykazaé, ze réownanie © = ax + f(t) ma doktadnie jedno rozwigzanie okresowe o okresie T'.

Zadanie 5.2 NiechU = {(t,z) : [t—t1] < a, ||z —z1]] < b} dla pewnych a,b > 0 oraz niech f : U — R"
bedzie klasy C*. Wykazaé, ze dla dowolnego (to,xo) € U, zagadnienie

&= f(t,x)
l‘(to) =T
ma doktadnie jedno rozwigzanie w pewnym otoczeniu t.

Zadanie 5.3 Niech U = {(t,z) : |t — t1| < a, ||z — z1]] < b} @ niech f : U — R™ bedzie ciggta,
spetniajgcea lokalny warunek Lipschitza. Niech x1, o, o wykresach w U, bedg rozwigzaniami & = f(t,x)
z warunkami poczgtkowymi x1(tg) # x2(to). Wykazaé, ze wykresy x1 i x2 nie przecinajq sie.

Zadanie 5.4 Niech f : R — R bedzie lokalnie lipschitzowskie oraz spetnia f(0) = f(1) = 0. Niech
xo € (0,1). Wykazad, ze rozwigzanie

&= f(z)

x(0) = g

jest ograniczone. Uzasadnié, zZe x jest okreslone na catym R.

Zadanie 5.5 (Twierdzenie Picarda-Lindel6fa - wersja globalna) Niech fukcja ciggta f : (a,b) x
R™ — R™ dla pewnej statej L > 0 spetnia

Vt € (a,b) Vai,ze € R™ || f(t,z1) — f(t,22)|| < L||x1 — x2]| .
Wykazad, ze dla dowolnych to € (a,b), xo € R™, zagadnienie
i = f(t,2)
{x(to) = To
ma doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale (a,b).

Zadanie 5.6 Niech f : (a,b) — (0,+00) bedzie ciggta. Wykazaé, ze réownanie & = f(x) z warunkiem
poczatkowym xzq € (a,b), ma maksymalnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 5.7 Rozwazmy [ : (a,b) — R ciggle i takie, Ze dla pewnego ¢ € (a,b) mamy f(c) = 0 oraz

f(x) #£0 dla x # c.
&= f(x)
(E(to) =T

musi byé jednoznaczne? Zaproponowaé zatozenie na f, ktore gwarantuje jednoznacznosé.

Zadanie 5.8 (Twierdzenie Osgooda) Naszkicowaé dowdd twierdzenia Osgooda. Niech f(t,x) bedzie
ciggta w obszarze U = {(t,x) : [t —t1] < a, |x —z1| < b}, dla pewnych a,b > 0, t1, 1. Niech dodatkowo
©:(0,2b] — (0,00) bedzie ciggta oraz taka, ze

2b
J
o ¢)

V(t,$1>, (ﬁ, 1‘2) eU ||f(t,$1) — f(t,.’l?g)

Wykazaé, ze dla dowolnego (to,xg) € U zagadnienie

{j; = f(t,2)

m(to) = X9

Ponadto niech

| < (|zr — 22]) .

ma co najwyzej jedno rozwigzanie.



Zadanie 5.9 Dane jest zagadnienie

T=x2+t

z(0) =1
Wykazaé, ze maksymalnym przedziatem istnienia rozwigzania tego zagadnienia jest [0,w), gdzie w €
[Z-1]-

Zadanie 5.10 Podaé przyktad f : R — R, Ze zagadnienie

nie ma rozwigzania dla dowolnego xg € R.

Zadanie 5.11 (Lemat Gronwalla) Niech a,b,u : [0,T] — R bedq funkcjami cigglymi oraz niech b
bedzie nieujemna. Niech dla kazdego t € [0,T] spetniona bedzie nierownosé

t
u(t) < alt) +/ b(s)u(s)ds.
0
Wykazaé, ze wowczas

0

u(t) < aft) + / " a()b(s) exp ( / ") dT> ds.

Zadanie 5.12 Niech I C R bedzie przedziatem zawierajgcym 0, zas U C R™ bedzie otwarty. Niech
f:IxU — R" bedzie ciggta i Lipschitzowska ze statq L > 0 ze wzgledu na drugq wspotrzedng. Niech
x1, 29 : I — U bedg rozwigzaniami & = f(t,x). Wykazaé, ze

lz1 () = z2(0)] < ¥ l21(0) — 22(0)]



6 Schematy jednokrokowe
Zadanie 6.1 Przeanalizowaé otwarty schemat Fulera
Tpr1 = Tg + hf

wykonang na zagadnieniu

Zadanie 6.2 Przeanalizowaé otwarty schemat Fulera

Tp41 =z + hfk
wykonang na zagadnieniu
=z
z(0) =0.
Zadanie 6.3 Wyznaczy¢ schemat Taylora do rzedu 3 dla réwnania & = f(t, ).

Zadanie 6.4 Zbadaé rzqd schematu Rungego-Kutty

Thpt1 = Xk + h(b1 K1 + b2 K>)
K1 = f(ty, zr)
Ky = f(ty + ch,z + ahK7)

w zaleznosci od by, ba, ¢, a.
Zadanie 6.5 Zbadaé rzqd schematu

Tp1 = Tk + h(B1fr + B2 frt1)
w zaleznosc od B, Ps.

Zadanie 6.6 Wykazac, ze schemat

1
Tht1 = Tp + gh(4fk +2fks1 + M fen + fefor))
jest rzedu 3.

Zadanie 6.7 Sprawdzié, ze schemat Rungego-Kutty zadany tabelg

0] o0 o
2/311/3 1/3
[1/1 3/

ma rzqd co najmniej 3.



7 Schematy wielokrokowe liniowe
Zadanie 7.1 Dany jest wielokrokowy schemat liniowy postaci
q q
D asni; = hY Bifus-
j=0 j=0
Udowodnic, ze btqad obciecia spelnia rownosé
k
Ty =Y cih' + O(RF),
i=0

gdzie
1 q q
. p—1
= > Pa;—pY "B
! =

§=0
Zadanie 7.2 Zbadaé rzqd i stabilno$é schematu mid-point
Tyo = Thp1 + 20 frq -

Zadanie 7.3 Zbadac rzqd i stabilnos¢ schematu Milne’a Simpsona
h
Thto — Tk = g(fk+2 + 4fe1 + fr) -

Zadanie 7.4 Zbadaé rzqd schematu w zaleznosci od parametrow:

T3 + aTpyo — axpy1 — Tk = hB(fet2 + frt1) -

Dla parametréow dajgcych maksymalny rzad zbadaé stabilnosé schematu.



8 Roéwnania z parametrem, réwnania réznicowe, proste ro6wna-
nia liniowe

Zadanie 8.1 Wyznaczyé nastepujgce pochodne wzgledem parametrow:

a) g—i\uzo, gdzie & = x + u(z? +t),2(0) =1

b) g—i\uzo, gdzie & = dut — 2%, 2(1) =1

c) a‘%\wo:o, gdzie & = x + 22 + tz*, 2(0) = z

d) 9%|\_o, gdzie & = 2% — A\2t?,2(0) = A

Zadanie 8.2 Rozwigzaé nastepujgce rownania roznicowe liniowe:

a) Tpyo = Tpi1 + 62,

b) Tpta =2Tp41 — Ty

¢) Tpyo = —4a,

Zadanie 8.3 Rozwigzaé réwnania liniowe jednorodne:

a) &+ 4x = 0;

b) 23 — 422 4 42 = 0;



9 Ro6wnania liniowe

Zadanie 9.1 Rozwigzac rownania lintowe niejednorodne:
a) ¥ — 3% + 2z = te’;
b) &+ x =4sint;
¢) i—2i+az=¢.
Zadanie 9.2 Znaleié rozwigzanie ogdlne réwnania

t2(t+1)i—2r=0.
Wskazowka: Zauwazyé, ze x1(t) =1+ 1 jest rowzigzaniem. Nastepnie podstawic z(t) = u(t)wy(t).

Zadanie 9.3 Rozwigzaé réownanie £ = Az, gdzie

a)

b)

4)

Zadanie 9.4 Rozwigzaé réwnanie

10
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