Rachunek prawdopodobienstwa 11

V seria zadan — tancuchy Markowa

1. Zmienne losowe €1,¢€5,... sg niezalezne oraz P(ey, = 1) = L = P(g, = —1).
Rozstrzygnac, ktoére z ponizszych proceséw sa jednorodnymi tancuchami Markowa.

Dla tych, ktore sg jednorodnymi tancuchami Markowa, wyznaczy¢ macierz przejscia.

(a) Xo=0,X,=¢e1+---+e,dlan > 1.
(b) Yo=1,Y,=¢c1e9-- g, dlan > 1.
c) Z,=2dlan > 1.

(d) W,, = epeper dlan > 1.

(e) Vi =¢en+éenpr dlan > 1.

2. Dane sa dwa niezalezne jednorodne taricuchy Markowa (X, ), i (Y,,), z macierzami
przejscia P 1 @ odpowiednio. Wykazaé, ze (X, Y, ), jest jednorodnym tancuchem
Markowa i wyznaczy¢ jego macierz przejscia.

3. Dany jest zbiér przeliczalny E, funkcja mierzalna f: R x E — E (zakladamy,
ze wszystkie podzbiory E sa mierzalne), zmienna losowa Yy o wartosciach w E oraz
ciag Xo, X1, ... zmiennych iid, niezalezny od Y. Niech Y, = f(X,,Y,) dlan =
0,1,.... Wykazaé, ze (V)72 jest jednorodnym tancuchem Markowa i wyznaczy¢
jego macierz przejscia.

4. Dany jest jednorodny tancuch Markowa (X,), na przestrzeni stanéw E oraz
funkcja réznowartosciowa f: E — F. Wykaza¢, ze (f(X,))n jest jednorodnym tan-
cuchem Markowa. Czy to samo musi by¢ prawda, gdy nie zatozymy, ze f jest réz-
nowartosciowa?

5 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Dla ustalonej liczby p € (0,1) rozpa-
trzmy tancuch Markowa (X,,),>0 0 przestrzeni stanéw Z i macierzy przejscia takiej,
7€ Po1 = Po—1 = 3 OAZ Pyl = Dk—bk-1 = P 1 Deh-1 = P-t—k+1 = 1 — p dla
k=1,2,.... Niech M, = (%’)‘Xn\ oraz F, = o(Xo, X1,..., X,).

a) Wykazaé, ze ciag (M, F,) jest nadmartyngalem dla p > 1 i podmartynga-
2
tem dla p < %

(b) Wykazaé, ze M, jest zbiezny prawie na pewno dla p > %

6. Wyznaczy¢ wszystkie stany nieistotne i wszystkie zamknete zbiory stanéw dla
tancuchéw Markowa o macierzy przejscia:

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1/2 1/2 0 1 0 0 0
@ {0 a3 o ™ fsm s 14 0

1/4 1/4 1/4 1/4 1/8 1/4 3/8 1/4

7. Zatézmy, ze (X,,), jest tancuchem Markowa o macierzy przejscia z poprzedniego
zadania oraz ze X, ma rozktad jednostajny na {1,2,3,4}. Wyznaczy¢ rozktad X;
i Xo.

8. Zatézmy, ze y jest stanem chwilowym. Wykaza¢, ze dla kazdego x € E zachodzi
o 1 Pay(n) < 0o. W szcezegdlnosei pyy(n) — 0 gdy n — oo.
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9. Wykazaé, ze kazdy skonczony (jednorodny) tancuch Markowa ma co najmniej
jeden stan powracajacy.

10. Zmienne losowe Xy, X7, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad geometryczny z pa-
rametrem £ (X; > 1 pn.) Niech Yy =1 p.n. oraz
1 jesli X,, =1
Yn+1 = . -
XY, jesli X, # 1.

Wykazaé, ze (Y,,)n>0 jest nieprzywiedlnym (jedorodnym) taiicuchem Markowa. Czy
ten tancuch jest okresowy? Wykazaé, ze wszystkie stany sa powracajace.

11. Zbadaé okresowosé (jednorodnego) tanicucha Markowa o macierzy przejscia:

0100 0 1/2 0 1/2

000 1 1/2 1/2 0 0
@ 11 00 0| (b) 1 0 0 0

0010 0 0 1 0

12. Jednorodny tancuch Markowa o przestrzeni stanéw {0, 1,2, ... ma macierz przej-
Scia spetniajaca po1 = 1 oraz pp i1 =pipan—1 =1 —pdlan > 1 (to jest btadzenie
po N z odbiciem). Wyznaczy¢, w zaleznosci od parametru p € (0,1), wszystkie
rozktady stancjonarne.

13 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Niech (X,,) oznacza bladzenie syme-
tryczne po {0,1,2,3,4} z odbiciem, to znaczy tancuch Markowa, ktérego macierz
przejscia spetnia warunki po1 =1 = pag3, Drit1 = % = pri—1 dla k =1,2,3.
(a) Wykazaé, ze ciag Y, = Xo,, n =0, 1,... jest laiicuchem Markowa i wyzna-
czy¢ jego macierz przejscia.
(b) Znalezé wszystkie rozklady stacjonarne dla (X,,) i (Y;,) (tzn. wszystkie roz-
ktady stacjonarne (X,,) oraz wszystkie rozktady stacjonarne (Y;,)).

14. Naukowiec majacy n parasoli wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze
soba parasol (jesli ma go pod reka) wtedy, gdy pada (co dzieje sie z prawdopodobien-
stwem p), lecz nie wtedy, gdy nie ma deszczu (co dzieje sie z prawdopodobienstwem
1 — p). Niech stanem lancucha Markowa bedzie liczba parasoli, jaka naukowiec ma
pod reka tuz przed wyjsciem na zewnatrz. Skonstruowa¢ macierz przejscia i znalezé
rozkltad stacjonarny. Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca
(tuz po wyjsciu na zewnatrz z powodu braku parasola) w danym (odlegltym) dniu,
a nastepnie wykazaé, ze 5 parasoli chroni przed takim zmoknieciem w 95% dni.

15 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Niech (X)) bedzie jedn. tancuchem
Markowa o przestrzeni stanéw F = {1,2,3,4, } i macierzy przejscia

0 1 0 0
1/4 0 3/4 0
0 3/4 0 1/4
0 0 1 0

(a) Czy tancuch (X,,) jest nieprzywiedlny? Czy jest okresowy?

(b) Czy (Xa,) jest jednorodnym tancuchem Markowa? Jedli tak, to ile wynosi
jego macierz przejscia?

(c) Obliczy¢ granice lim P(Xo026n = 3| X0 = 1).
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16. W dwobch pudetkach znajduje sie tacznie n tresowanych pchet o réznych imio-
nach. Co 10 sekund wybieramy losowo jedna z pchet i wypowiadamy glo$no jej imie.
Pchta, ustyszawszy swoje imie, przeskakuje do drugiego pudetka. Znalezé rozktad
stacjonarny liczby pchet w pierwszym pudetku.

17. Rzucamy kostka tak dlugo, az pojawi si¢ ciag 16 lub 66. Jakie jest prawdopo-
dobienistwo tego, ze ciag 16 pojawi sie wczesniej niz ciag 667

18. Rzucamy monetg symetryczna tak dtugo, az wyrzucimy serie 1000 ortéw (pod
rzad). Obliczy¢ warto$é oczekiwang liczby przeprowadzonych rzutéow.

19. Niech (X,) bedzie jednorodnym tancuchem Markowa na przestrzeni standéw
E =1{1,2,3,4,} i macierzy przejécia

0 1/2 1/2 0
1/4 1/2 0 1/4
2/3 0 0 1/3

0 2/3 1/3 0

(a) Jakie jest prawdopodobienstwo dojscia w dwoch krokach ze stanu 1 do 27

(b) Zaktadajac, ze Xy = 1 p.n., obliczy¢ prawdopodobiefistwo tego, ze X,, dojdzie
do stanu 2 zanim dojdzie do stanu 4.

(c) Zaktadajac, ze Xy = 3 obliczy¢ wartosé¢ oczekiwana czasu dojscia do 2.

(d) Czy tancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny?

(e) Wyznaczy¢ rozklad stacjonarny.

20 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Po wierzcholtkach czworoscianu ABC D
porusza sie pionek, w kazdym ruchu z prawdopodobienstwem % przeskakujac do jed-
nego z sasiadéw (chodzi o to, ze dla kazdego z sasiadow pionek w kolejnym ruchu
ruszy sie do tego sasiada z prawdopodobiefistwem ). W chwili 0 pionek znajduje

sie w wierzchotku A. Obliczy¢ ’
(a) prawdopodobienistwo tego, ze pionek wréci do A przed dotarciem do D;
(b) éredni czas oczekiwania na powrdt pionka do punktu A;
(c) przyblizone prawdopodobiefistwo tego, ze po 1000 krokach pionek bedzie
w punkcie A.

21 (Zadanie éwiczebne ze starego egzaminu). Rzucamy kostka dopdki nie wyrzucimy
3 piatek pod rzad.

(a) Znalez¢ wartos¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutow.

(b) Znalezé wartosé oczekiwana sumy wyrzuconych oczek.

22 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Rzucamy symetryczng monetg dopoki
nie wypadna 3 orty pod rzad lub 4 reszki pod rzad.
(a) Jakie jest prawd. tego, ze gra zakoriczy sie wypadnieciem 3 ortéw pod rzad?
(b) Ile wynosi warto$¢ oczekiwana liczby wykonanych rzutéw?



