Rachunek prawdopodobienstwa 11

IV seria zadan — martyngaty

1. Zmienne losowe 7 i 0 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)%,. Czy
momentami zatrzymania musza by¢: o AT, oV T, 0o+7, T+ 1, 27. Zatdzmy, ze 7 > 1
p-n. Czy 7 — 1 musi by¢ momentem zatrzymania? Zalézmy, ze 7 jest parzysty p.n.
Czy 7/2 musi by¢ momentem zatrzymania?

2. Wykaza¢, ze moment k-tego dojscia do zbioru borelowskiego B jest momentem
zatrzymania wzgledem naturalnej filtracji.

3. Zmienne losowe 7 i ¢ sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)5%,.
Wykazaé, ze {r < o}, {o <7}, {r =0}, {oc =7}, {r <o}, {c>7} € F,NF, oraz
Zemefo':fT/\U

4 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego kolokwium). Zmienne o oraz 7 sa momentami
zatrzymania wzgledem filtracji (F,)°2,. Ktére ze zmiennych: o + 2,0 —2,0%, 0 + 7
musza by¢ momentami zatrzymania wzgledem tej samej filtracji?

5 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Niech Xi, Xs,... beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie Cauchy’ego z parametrem 1 oraz niech F,, =
o(Xi,...,X,). Ktére z nastepujacych zmiennych losowych sa momentami zatrzy-
mania wzgledem (F,,),:

(a) o1 =inf{n: X,, > n};

(b) oo =inf{n >2: X,, > X,, 1 };

(c) o3 =inf{n: X, > X, }7?

6. Dany jest ciag X, Xs, ... niezaleznych zmiennych losowych o skonczonej warian-
cji i $redniej 0. Niech S, = X + -+ + X,,. Wykazaé, ze S, i M,, = S%? — Var S,, sa
martyngatami wzgledem filtracji (F,,), generowanej przez ciag (X, )n.

7. Zatézmy, ze zmienne X, Xo,... z poprzedniego zadania maja ten sam rozktad
zadany przez P(X; = 1) = 3 = P(X; = —1). Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste
a, dla ktérych ciag (a" cos Sy, Fn)n jest martyngatem.

Wykazaé tez, ze dla dowolnego A € R ciag (exp(\S, — nA?/2), F,), jest nadmar-
tyngatem.

8. Dany jest ciag X7, X, ... niezaleznych zmiennych losowych o éredniej 1. Niech
M, = X1 --- X,,. Wykazaé, ze M,, jest martyngatem wzgledem filtracji (F,,), gene-
rowanej przez ciag (X, )n-

9 (Zadanie ¢wiczebne (ze starego kolokwium?)). Niech Xy, X7, ... beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i redniej 0. Wykazaé, ze ciag (Z,),
dany wzorem

Z() :0, Zn :X0X1+X1X2+"'+Xn_1Xn dlan> 1
jest martyngatem wzgledem filtracji F,, = o(Xo, X1,..., X,).
10 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienne Xi, Xs,... sg niezalezne
i maja rozktad Poissona z parametrem 3. Niech S,, = X1+ -+ X,,, F, = 0(Xq1, ..., Xp).

Wyznaczy¢ wszystkie ciagi (a,), takie, ze (e?9ten F,), jest martyngatem.
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11 (Zadanie domowe na ............. — modyfikacja zadania ze starego kolokwium).
Dana jest liczba rzeczywista t oraz ciagg G, Gs, . . . niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozktadzie N(0,1). Niech S,, = Gy + -+ G, 1 F, = 0(Gy,...,G,).
Wyznaczyé¢ wszystkie deterministyczne ciagi (an),, dla ktérych (et*»=an F.), jest
martyngatem.

12 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zatézmy, ze S, = X1 + -+ + X,,,
Fo=0(X1,....,X,) dlan =1,2,..., gdzie X;, Xs,... sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie jednostajnym na [—2,2].

(a) Znalez¢ wszystkie deterministyczne ciagi (a,), takie, ze (S2+a,S,, Fn)n jest

martyngatem.
(b) Niech 7 = inf{n: S, > v/n+ 3}. Czy 7 jest momentem zatrzymania wzgle-
dem (Fp,)n?
(c) Niech ¢ = inf{n: S, > (n+ 3)?}. Czy o jest momentem zatrzymania wzgle-
dem (F,),?
13 (Zadanie domowe na ............. — zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium).
Niech Xy, X1, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennymi losowymi o tym samym

rozkltadzie o funkeji charakterystycznej ¢ speliajacej ¢'(0) = 0, ¢”(0) = —3. Niech
ponadto F,, = o(Xo, X1, -+, X,) dlan=1,2,...
(a) Wykazaé, ze ciag M, = >, X;-1X;, n > 1, jest martyngatem wzgledem
filtracji (Fn)n>1-
(b) Zmalezé taka liczbe a, by ciag N,, = M2 —a Y7~ X2, n > 1 byt martyngatem
wzgledem filtracji (F,)n>1-

14. Dany jest ciag catkowalnych zmiennych losowych (X, ), adaptowany do filtracji
(Fn)n- Wykazaé, ze (X,,, F,)n jest martyngatem wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
ograniczonego momentu zatrzymania 7 zachodzi EX, = EX,.

Zadania o ruinie gracza

W ponizszych zadaniach 15-18 gracze A i B dysponuja kapitatami a € {1,2,...}
oraz b € {1,2,...} U{oo} odpowiednio. Stawka w pojedynczej turze wynosi 1 i gra
trwa az do ruiny (bankructwa) jednego z graczy. Prawdopodobiefistwo wygranej
gracza A w pojedynczej turze wynosi p, a wygranej gracza B w pojedynczej turze
wynosi ¢ = 1 — p. Zakladamy, ze wyniki kolejnych partii sg niezalezne.

15. Obliczy¢ prawdopodobienstwo ruiny gracza A, jesli:
(a) gra jest sprawiedliwa, tj. p = %;
(b) gra jest niesprawiedliwa, tj. p # 1.

16. Obliczy¢ Sredni czas oczekiwania na ruine ktéregos z graczy, jesli:
(a) gra jest sprawiedliwa, tj. p = 3;
(b) gra jest niesprawiedliwa, tj. p # 1.

17. Zalézmy, ze gracz B dysponuje nieograniczonym kapitatem, tj. ,,b = co”. Obli-
czy¢ prawdopodobienstwo ruiny gracza A, jesli:

(a) gra jest sprawiedliwa, tj. p =1

(b) gra jest niesprawiedliwa na nickorzys$é gracza A, tj. p < 3;
(c) gra jest niesprawiedliwa na niekorzys¢ gracza B, tj. p > %
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18. Zal6ézmy, ze gracz B dysponuje nieograniczonym kapitatem oraz gra jest nie-
sprawiedliwa na niekorzys$¢ gracza A. Obliczy¢ Sredni czas oczekiwania na ruine
gracza A.

19. Zalézmy, ze k € {1,2,...} 1 5, = Xi + -+ + X,,, gdzie X3, X5, ... sa nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie symetrycznym o wartosciach 1. Niech
7 =1inf{n: S, = k}. Wykazaé, ze ET = oo.

20 (Zadanie domowe na .............. — zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu).
Niech X, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze P(X,, = 1) =
P(X, =—1)=1/4, P(X,, = 0) = 1/2. Zdefiniujmy ciag zmiennych losowych
SQIO, Sn:X1++Xn dlan>1
Niech 7 = inf{n > 0: S,, € {—10,5}}. Wyznaczy¢ Er.
21 (Zadanie domowe warte 1,5 punktu, na .............. — zadanie ¢wiczebne ze
starego egzaminu). Niech X7, Xy, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi
ze P(X; =1) =P(X; = —1) = 1/2. Zdefiniujmy ciag zmiennych losowych
So=0, S, =X;+---+X, dan>1.
Niech ponadto dla n > 0, F,, = 0(So, ..., Sh).
(a) Wyznaczy¢ wszystkie liczby b, ¢ € R, takie ze ciag M,, = St —6n.S?+bn+cn,
n > 0 jest martyngatem wzgledem filtracji (F,)n>o-
(b) Dla danej liczby catkowitej dodatniej a, niech 7 = inf{n > 0: |S,| = a}.
Wyznaczy¢ srednig i wariancje .

22 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Zmienne X, Xo, ... sa niezalezne oraz
PX;=1)=PX,;, =-1) = %,IP’(XZ- =0) = % Okreslmy

80:4, Sn:4+ZXk7 n:1,2,...

k=1
oraz
7 =1inf{n > 0: |S,| = 15}.
(a) Znalezé a takie, ze zmienne M, = 39~ 4 e=35—an ' —( 1,2, ... tworzg
martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X, )n>1 (przyjmujemy,
Ze fo = {(Z), Q})

(b) Wykazaé, ze P(T < o0) = 1.
(c) Obliczy¢ Ee 7, gdzie a jest liczba z punktu (a).

23. Wykazaé, ze jesli ciagi zmiennych losowych (X,,), i (Y,), sa jednostajnie cal-
kowalne, to dla dowolnych a,b € R ciag (aX,, + bY,,), jest jednostajnie catkowalny.

24. Zalézmy, ze funkcja ¢: [0,00) — [0,00) spelnia warunek lim, . @ = 0.

Wykazaé, ze jesli sup,,cy Ep(|X,|) < 00, to clag (X,,), jest jednostajnie catkowalny.

25. Poda¢ przyktad takiego jednostajnie catkowalnego ciagu zmiennych losowych
(X0)n, ze Esup, oy | X,| = 0.

26. Dany jest ciag Xi, Xy, ... niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie za-
danym przez P(X;, = 1) = % = P(X; = —1). Wykaza¢, ze nadmartyngal Z, =

X1t +Xn)=na®/2 jest zhiezny prawie na pewno. Czy jest zbiezny w L;?
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27. Zatézmy, ze X1, Xo, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jedno-
stajnym na odcinku (0, 2). Wykazaé, ze M,, = [[;_; X jest martyngatem wzgledem
filtracji generowanej przez Xi, Xo,.... Wykazaé, ze (M,), jest zbiezny prawie na
pewno, ale nie w L;.

28. Podaé przyktad martyngatu (X,,, F,), takiego, ze X,, — 0 p.n. oraz lim,, ., E|X,,| =
00.
Uwaga: prosze pamietaé, zZe jesli (X, Fn)n jest martyngatem, to E|X,| < oo dla
kazdego n.

29. Zaltozmy, ze X1, X, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi przy czym X,, ma
rozklad Poissona z parametrem n?. Wykazaé, ze ciag M, = ﬁ [Ti—y Xk jest mar-

tyngatem wzgledem filtracji generowanej przez Xy, X, .... Czy (M,), jest zbiezny
prawie na pewno? Czy jest zbiezny w Lo? A w L7

30. Zatézmy, ze S, = X1 + -+ X, Fp = 0(Xyq,..., X,), gdzie Xy, Xo, ... sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie o skonczonej wariancji.
Wykazaé, ze dla dowolnego catkowalnego momentu zatrzymania 7 wzgledem filtracji
generowanej przez ciag (X,,), zachodzi E(S, — TEX;)? = Var X|E7.

31 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Ciag (M, F,), jest podmartyngatem
takim, ze Esup,, |M,| < co. Czy z tego wynika, ze

(a) (M,), jest zbiezny p.n.?

(b) (M,), jest zbiezny w L'?

(c) (M,), jest zbiezny w L??

32 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Zmienne X, X ... sa niezalezne, sy-
metryczne i maja wariancje 2. Okreslmy M, = [T (1 + %2).
(a) Znalez¢ filtracje, wzgledem ktorej (M,), jest martyngatem. Uwaga: chodzi
o nietrywialng filtracje.
(b) Czy z zatozen wynika zbieznoéé M,, w L*?

(c) Czy z zalozen wynika zbieznos¢ M,, prawie na pewno?
33 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Zmienne Xi, X, ... sa niezalezne
i maja rozktad wyktadniczy ze $rednia 3.

(a) Znalez¢ liczby a,, takie, ze zmienne dane wzorem

n X
My =1, ankﬂl<ak+k§)

tworza martyngal wzgledem filtracji generowanej przez ciag (X,,).
(b) Czy ten martyngatl jest zbiezny prawie na pewno?
(c) Czy ciag (M?), jest jednostajnie catkowalny?



