Rachunek prawdopodobienstwa 11

III seria zadan — centralne twierdzenie graniczne

1 (Zadanie powtodrzeniowe z RP 1). Rzucono 10000 razy kostka. Podaé¢ przyblizone
prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek bedzie zawarta miedzy 34100
a 35900.

2. W banku pojawia si¢ 100 klientow dziennie, a kazdy z nich dokonuje wptaty X;
(lub wyptaty, gdy X; jest ujemne), gdzie X, ..., Xi00 sa zmiennymi iid o $redniej 0
i wariancji 100%. Ile gotéwki nalezy mie¢ w kasie rano, by na koniec dnia z prawdo-
podobienstwem 0,99 ~ ®(2, 33) nie zabrakto pieniedzy? Naczelnik banku w trakcie
dnia uzupehia braki z wlasnego nieskonczenie zasobnego portfela, ale wieczorem
chce odzyska¢ swoje pieniadze.

Jak zmieni sie odpowiedz, gdy rozpatrzymy 100 filii tego samego banku, pracujacych
na tych samych zasadach i mogacych wymienia¢ si¢ miedzy soba gotéwka na koniec
dnia, aby wyréwna¢ ewentualne braki w niektorych filiach?

3 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego kolokium). W czasie szczytu liczba rozméw taczona
przez pewna centrale w ciggu godziny ma rozktad Poissona ze Srednig 100. Zaktada-
jac niezaleznos¢ liczby rozmoéw w réznych godzinach oszacuj prawdopodobnienstwo,
ze centrala potaczy w ciagu 400 kolejnych godzin szyczytu miedzy 40 a 42 tysiace
rozmow.

4 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokium). Czas obstugi pojedynczego klienta w ka-
sie ma rozktad wyktadniczy ze Srednig 4 minuty. Zaktadajac, ze klienci sa obstugi-
wani w sposob niezalezny, oszacowa¢ prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu 6 godzin
uda sie obstuzy¢ w kasie co najmniej 100 klientow.

5 (Lekko zmodyfikowane zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Pani Anna przy-
jezdza do pracy tramwajem, a pan Jozef — samochodem. Czas dojazdu tramwajem
jest zmienna losowa o Sredniej 25 minut i odchyleniu standardowym 5 minut, a
samochodem — o $redniej 35 minut i odchyleniu standardowym 12 minut. Obli-
czy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze pani Anna w ciagu kolejnych 100
dni roboczych bedzie dojezdzata do pracy o 20 godzin krocej niz pan Jozef. Uwaga:
d(8/13) =~ 0.73.

6 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). W pewnym sklepie sa cztery kasy —
trzy zwykle i jedna ekspresowa (dla klientow kupujacych co najwyzej 10 artykutow).
Sredni czas obstugi w zwyklej kasie to 120 sekund, a w kasie ekspresowej 60 sekund,
za$ odchylenie standardowe wynosi odpowiednio 60 i 30 sekund. Zaktadamy, ze do
kazdej kasy zawsze ktos czeka w kolejce, a kasy obstuguja klientéw bez przerw.
Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze

(a) w ciagu godziny kazda z kas zwyklych obstuzy przynajmniej 30 klientow,
a kasa ekspresowa 60);
(b) czas obstugi 40 klientéw w kasie ekspresowej bedzie o wiecej niz 5 minut

dtuzszy niz 20 klientow w pierwszej z kas zwyktych.
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7. Dany jest cigg zmiennych iid (X,,), o $redniej 0 i skoficzonej wariancji o2 # 0.
Zbadac¢ zbiezno$¢ wedtug rozktadu ciagéw zmiennych losowych

(a) V(X + ...+ X,) (b) Xi+...+X,
X+ + X3 7 JXE+ .+ X2
8. Zmienne losowe X1, Xy, ... sa niezalezne i maja ten sam rozktad %5,1 + %51/a dla

pewnego a > 0. Wykazaé, ze zmienne losowe Y, = (X;X5.. .Xn)l/\/ﬁ sa zbiezne
wedlug rozktadu i znalez¢ rozktad zmiennej graniczne;j.
9. (a) Zmienne losowe X, maja rozktad Poissona z parametrem A. Wykazaé, ze

Xa—Aop
= N(0,1 dy A — oo.

(b) Wykazad, ze

oot Bl T2

10 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienna X, ma rozklad Poissona
z parametrem 5n. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste «, dla ktérych ciag zmien-
nych losowych

Y, =n*(X, — 5n)
jest ciasny.

11 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienne X; sa niezalezne i maja
(X14-+Xn)2—4n?
nyn

rozktad Poissona z parametrem 2. Czy ciag jest zbiezny wedtug

rozktadu? Jedli tak, to do jakiej granicy?

12 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienna S,, ma rozklad Poissona
z parametrem 3n. Czy ciagi %, 5"7\/_;’” oraz v/S, — v/ 3n sa zbiezne wedtug rozktadu?

W przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznaczy¢ odpowiednie granice.

13 (Zadanie domowe na ........ XI). Dane sg niezalezne zmienne losowe X, X, . ..
o takim samym rozkladzie z wartoscig oczekiwana réwna 0 i skonczona wariancja
0% > 0. Wyznaczyé¢ — w zaleznoéci od parametréw t,0 > 01 a € R — granice

X+ + X,
([P ).

n()é
14 (Byto na wyktadzie). Wykazaé, ze jesli niezalezne zmienne X7, Xs, ... maja ten
sam rozklad o $éredniej 0 i wariancji 1, to uklad trojkatny X, , = %, n € N,
1 < k < n spelia warunek Lindeberga.

lim P

n—oo

15. Ustalmy M > 0. Zmienne losowe X1, X5, ... sg niezalezne, maja $rednig 0 i p.n.
wszystkie przyjmuja wartosci w przedziale [— M, M]. Zatézmy, ze ciag

Op = i Var(X,,)

jest rozbiezny do nieskonczonosci. Wykazad, ze ciag (X +- - -+X,,) /0, zbiega wedtug
rozktadu do N(0, 1).
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16 (Warunek Lapunowa). Niech o,, = Var(>"; %, Xi). Wykazaé, ze jesli schemat serii
(X )nenk<k, spelnia dla pewnego p > 2 warunek

1 b n— oo
) Z E|Xn7k — EXn7k|p — 0,

" k=1
to spetnia tez waruek Lindeberga.
17. Dane sg p > 2 oraz ciag niezaleznych zmiennych losowych X, X5, ... o rozkta-
dach ze érednig 0 1 wariancja 1. Wykazaé, ze jesli sup,, E| X, |P < oo, to
X4+ X,
- 2 N(0,1).
vn

18. Dane sg niezalezne zmienne losowe X7, X5,... o tym samym rozktadzie syme-
trycznym wyktadniczym z parametrem 1. Zbada¢ zbieznos¢ wedtug rozktadu ciggu

_X1+2X2++71Xn
- n3/2 )

Y,

19. Dane sa niezalezne zmienne losowe X7, X5, ... o tym samym rozktadzie jedno-
stajnym na odcinku (—1, 1). Zbadaé zbieznosé wedtug rozktadu ciagu

X+ X5+ + X!

Y, =
Vinn
20 (Zadanie domowe na .........cc..ceue.e. ). Dane sg niezalezne zmienne losowe
X1, X5,... o tym samym rozkladzie o $redniej 0 i skofczonej wariancji o? > 0.

Niech S,, = >3, Xi. Zbadaé zbieznos¢ wedtug rozktadu ciagu (i, jesli jest zbiezny,
to wyznaczy¢ jego granice)
S 44 S,
y,= ottt on
n3/2
21. Dane sa niezalezne zmienne losowe X, X, ... o rozktadach:

P(X, = 1) = P(X, = —1) ;<1 _ ;2> P(X, = n) = P(X, — —n) = ——

Wykazac, ze
Xi+---+X, p

ale Var X2 — 2, wiec
X, 4+ X 1
L 2 (o).
JVar(X; + ...+ X,,) 2

22 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokium). Zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz
P(X; = £1) = 1. Okreslmy

—1
Y, = (—1)""

(2+3X,) dlan=12 ...
n

Czy cigg ﬁ(Yl + Yo+ -+Y,) jest zbiezny wedtug rozktadu? Jesli tak, to do jakiej
granicy?
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23 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne przy
czym X, ma rozklad jednostajny na przedziale [—3v/k, 3v/k]. Czy ciagi

1 n
YV,=—Y X oraz Z, =min{2X,,Y,}
=1
sg zbiezne wedlug rozktadu? W przypadku istnienia granicy badanego ciagu prosze
wyznaczy¢ jej dystrybuante.

24 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienne X, Xs, ... sa niezalezne
przy czym Xj ma rozklad jednostajny na przedziale [—5,5]. Czy ciag
v o X1 +V2Xo + - +nX,
" OXEH+XE 4+ X2
jest zbiezny wedtug rozktadu? Jesli tak, to do jakiej granicy?

25 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Rozwazmy ciag X, Xo, ... niezalez-
nych zmiennych losowych, taki ze zmienna Xj; ma rozktad wyktadniczy z parame-
trem % Niech S, = X1 +--- + X,,. Czy ciag zmiennych losowych

S, — ES,
v/Var S,

jest zbiezny wedtug rozktadu? Jesli tak, to do jakiej granicy?

Y, =

26 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Rozwazmy ciag Xi, Xo, ... niezalez-
nych zmiennych losowycho tym samym rozkltadzie wyktadniczym z parametrem 2.

Niech
R A e e e

n

Dla kazdego t € R zbada¢ istnienie granicy lim,, .., P(Y,, < t). Jedli granica istnieje,
wyznaczy¢ ja, a w przeciwnym przypadku uzasadni¢ brak zbieznosci.

27 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego egzaminu). Zmienne Xi,Ys, X5, Y5 ... sa nieza-
lezne, przy czym P(X,, = +£2) = %, za$ Y, ma rozktad wykladniczy ze érednia n='/2.
Dla liczby rzeczywistej ¢ obliczy¢

Jim (X XV > /).
i=1



