Rachunek prawdopodobienstwa 11

IT seria zadan — funkcje charakterystyczne

1. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne rozkltadéw dyskretnych:

1) jednopunktowego;

(a) .

(b) dwupunktowego;

(¢) dwupunktowego symetrycznego;
(d) geometrycznego;
(e) Bernoulliego;
G

(e

Poissona.
2. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne rozktadéw ciggtych:
(b) symetrycznego wykladniczego;

(c) jednostajnego;
(d) normalnego;

y
) wyktadniczego;
)
)

3. Wykazaé, ze kombinacje wypukte funkcji charakterystycznych sg funkcjami cha-
rakterystycznymi.

4. Rozstrzygnaé, ktore z nastepujacych funkeji sa funkcjami charakterystycznymi:
1+4-cost COSQ(t) (1+€')? 1
2 )

cost, 2cost, T oo

5. Zatozmy, ze X1, Xo, ... sa zmiennymi iid o funkcji charakterystycznej ¢, zas N —
zmienna o rozktadzie Poissona z parametrem A > 0, niezalezna od ciagu (X,,),. Wy-

znaczy¢ (w terminach ¢ i \) funkcje charakterystyczna zmiennej losowej ZN X

6 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Obliczy¢ funkeje charakterystyczna
zmiennej losowej S = YN X, gdzie X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

o rozktadzie normalnym ze sredmad 1 i wariancja 5, a N jest niezalezny od (Xj)g>1
i ma rozklad dwumianowy z parametrami n = 1001 p = 1/5.

7. Zatozmy, ze ¢ jest funkcja charakterystyczna. Czy musi Wynikaé stad, ze funkcja

charakterystyczna jest: (a) % (b) Rew; (c) |of* (d) |¢l; (¢) 51,7

8 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienna losowa X ma funkcje cha-
rakterystyczna ¢x.
(i) Wykazaé, ze istnieje zmienna losowa Y, ktorej funkcja charakterystyczna ma
postac
1
5—dpx
(ii) Zmienna X ma wartosci w przedziale [0, 1]. Czy z tego wynika, ze zmienna
losowa Y jest nieujemna? Czy wynika, ze Y jest ograniczona?

Py =

9 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Zmienne X7, X ... sa niezalezne i maja
rozkltad jednostajny na odcinku [0, 5]. Niech

Sp=X1+-+X,, T=inf{n > 1: X, > 4}.
Znalez¢ funkcje charakterystyczne zmiennych 7 i 5.

10. Wyznaczy¢ EX* dla X ~ N(0,0?).
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11 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokiwum). Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczy-
wiste a, b, ¢ takie, ze @(t) = e+ cos2(ct) jest funkeja chartakterystyczng pewnej
zmiennej losowej. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej o takiej
funkcji charakterystycznej.

12 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokiwum). Wykazaé, ze istnieje zmienna losowa
X, ktoérej funkcja charakterystyczna wynosi gy (t) = e=2+2¢50)  Wyznaczy¢ wartosé
oczekiwana i wariancje zmiennej X.

13. Wykazac, ze jesli funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X ma druga po-
chodng w zerze, to EX? < co.

—clt|*

14. Zalézmy, ze « > 2ic > 0. Wykazac, ze e nie jest funkcja charakterystyczna.

15. Dane jest p € (0,2) i zmienna losowa X. Wykazaé, ze E| X [P < oo wtedy i tylko
wtedy, gdy
/Oo L=Reox®) o oo
0 tpt+1
Jak wyglada¢ bedzie analogiczne kryterium dla p € (2,4)?

[Zadanie z gwiazdka, za dodatkowy punkt]| Sformutowaé warunek analo-
giczny do tego powyzej charakteryzujacy skoniczono$é p-tego momentu dla p € (2,4),
i wykazac, ze jest on konieczny i dostateczny. Charakteryzacja moze zawiera¢ — poza
skonczonoscia jakiej$ catki zalezacej od funkcji charakterystycznej X — réwniez wa-
runek typu EX? < co.

16. Wykazac, ze zmienna losowa X jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy obraz
jej funkcji charakterystycznej zawarty jest w prostej rzeczywistej.

17. Zmienne losowe X i Y sg niezalezne, przy czym X i X 4+ Y maja rozktady
normalne. Wykazaé¢, ze zmienna Y ma rozklad normalny lub skupiony w punkcie.

18 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Niech X, Y, Z beda niezaleznymi zmien-
nymi losowymi, przy czym X ma rozktad A'(0,1), a Y i Z maja rozklad wykladniczy
z parametrem 1. Wykazac¢, ze X+/2Y ma taki sam rozktad jak Y — Z.

19. Dane sa a > 0 i niezalezne zmienne losowe X i Y o jednakowym rozktadzie.
Zat6zmy ponadto, ze dla dowolnych u,v € R zmienna uX + vY ma taki sam roz-
ktad jak zmienna (Ju|® + |v|*)"/*X (méwimy wtedy, ze rozktad X jest a-stabilny).
Wykazaé, ze px(t) = =" dla pewnego ¢ > 0.

—clt|*

20. Wykazaé, ze jesli px(t) = e dla pewnego ¢ > 0 i a > 0, to rozktad X jest
a-stabilny (definicja w poprzednim zadaniu).

21 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Znalezé wszystkie zmienne losowe X
takie, ze jesli Y jest zmienng A (0, 1) niezalezna od X, to X +Y ma ten sam rozklad,
co %X +3Y + 1.

22. Zaltézmy, ze zmienna losowa X,, ma rozklad geometryczny z parametrem p, €
(0,1), zas (ay), jest takim zbieznym do zera ciggiem liczb dodatnich, ze lim,, ., o =

A > 0. Wykazaé, ze zmienne a, X,, zbiegajg stabo do rozktadu wyktadniczego z pa-
rametrem .

23. Dane sa niezalezne zmienne losowe €1, ¢, ... 0 rozkladzie symetrycznym sku-
pionym w punktach —1 i 1. Udowodni¢, ze szereg >7j_; 5F jest stabo zbiezny do
rozktadu jednostajnego na odcinku [—1, 1].
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24 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Czy funkcja ¢: R — R zadana wzorem

2
e qlat+#0
p(t) = { t 7

1 dlat =20
jest funkcja charakterystyczng?

25 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego kolokiwum). Ciag funkcji charakterystycznych
zmiennych losowych X, spelnia warunek

1

9 )
3 _ (= 2t “ =it =3t
lim ox, (1) = (36 +3e Je
dla wszystkich ¢ € R. Obliczy¢ lim,,_., P(X,, > 0).

26 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Ciag funkcji charakterystycznych
zmiennych losowych X, spelnia warunek

lim 2tpx, (t) = sin(2t)
dla wszystkich ¢ € R. Obliczy¢ lim,, ., P(X,, < t).

27 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Niech ¢(t) = %67121‘/2 + 2 cos(2t).

(a) Wykazaé, ze ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej.
(b) Niech (Z,)n>1 bedzie takim ciagiem zmiennych losowych, ze dla kazdego
t > 0 zachodzi
lim @z, (1) = o(t),
gdzie ¢, oznacza funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Z,,. Czy ciag
(Ee~7%),51 jest zbiezny? Jedli tak, wyznaczy¢ granice, a w przeciwnym przy-
padku — uzasadni¢ brak zbieznosci.

28 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Zmienne losowe €1, s, ..., X1, X5, ...
sa niezalezne, przy czym X; maja rozkltad jednostajny na przedziale [1,7], a &; maja
nastepujacy rozktad dwupunktowy: P(s; = 1) = £ = P(g; = —1). Niech Y, =

Sy %ang. Czy ciag (Y,), jest ciasny?

29. Zalézmy, ze zmienna losowa X spelnia P(X € Z) = 1. Wykazaé, ze dla kazdego

n € 7 zachodzi .

P(X =n)=— /27r e Mpx(t) dt.

21 Jo
30. Udowodni¢, ze funkcja charakterystyczng rozktadu Cauchy’ego z parametrem
a > 0 jest e~ Wywnioskowa¢ stad, ze rozktad Cauchy’ego jest 1-stabilny.
31. Udowodnié, ze funkcja "trojkat”, tj. ¢(t) = 0V (1 — |ct|), jest funkcja charakte-
rystyczna.

32 (Kryterium Pélyi). Zalézmy, ze ¢ : R — R jest parzysta, ciaglta w zerze, wypukta
i nierosnaca na przedziale [0,00) oraz ma w zerze warto$¢ 1. Wykazaé, ze ¢ jest
funkcja charakterystyczna.

33. Zalézmy, ze o € (0,1]i ¢ > 0. Wykazaé, ze e~ jest funkcja charakterystyczna.



