Rachunek prawdopodobienstwa 11

I seria zadan — staba zbieznosé

1. Niech z,x, € R, n € N. Wykaza¢ ze J, 25, wtedy i tylko wtedy, gdy x, — x.

2. Zalozmy, ze zmienne losowe X,,, X przyjmuja wartosci catkowite p.n. Wykazac,
e X, 2 X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k € Z zachodzi

lim P(X, = k) = P(X = k).
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Jak zmieni sie teza, jesli zbiorem wartosci zmiennych losowych jest Q zamiast Z7?

3. Niech Bin(n,p) oznacza rozktad Bernoulliego o n prébach i z prawdopodobien-
stwem sukcesu p, za$ Poiss(A\) — rozklad Poissona z parametrem . Udowodnié, ze

jesli np, — A, to Bin(n, p,) 2 Poiss(\).

4. Rozktady zmiennych losowych X,,, n € N zadane sg nastepujaco:
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Zbadaé zbiezno$¢ wedlug rozktadu ciagu (X,), i wyznaczy¢ jego granice, jesli ta
istnieje.

5. Dane sg niezalezne zmienne losowe X1, X, ... o rozktadzie jednostajnym na od-
cinku (0,a). Zbadaé zbieznosé wedtug rozktadu ciagu nmin{Xy,..., X,,} i wyzna-
czy¢ jego granice, o ile ta istnieje.

6. [Zadanie domowe na 14 X] Dane sa niezalezne zmienne losowe X7, Xo, ...
o rozktadzie Cauchy’ego z parametrem a > 0, to znaczy z gestoScia

g(z) =

v
m(a® + x?)

Wykazaé, ze % max{Xi,..., X,} KA +, gdzie Y ma rozklad wykladniczy. Wyznaczyé
parametr tego rozktadu.

7 (Lekko zmodyfikowane zadanie éwiczebne ze starego kolokwium). Dane sg a >
0 i niezalezne zmienne losowe Xi, Xs,... o gestosci g(x) = 2332]1[0,2] (x). Zbadaé
(w zaleznosci od parametru «) zbieznos¢ wedtug rozktadu ciagu

Y, =nmin{X;,..., X, }
i wyznaczy¢ jego granice dla tych parametrow «, dla ktérych ona istnieje.
8 (Zadanie ¢wiczebne ze starego egzaminu). Niech (X,), i (Y,), beda zmiennymi
iid o gestosci g(z) = (x 4+ 1) "2 1(g.00)(x). Dla n =1,2,... zdefiniujmy
1
Y, = — max (X; — 1).
n 0<in

Czy ciag (Y, )n zbiega wedtug rozktadu? Jedli tak, to wyznaczy¢ jego granice, a w prze-
ciwnym przypadku — uzasadni¢ brak zbieznosci.
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9 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Ciagi zmiennych losowych (X,,),
i (Y,)n zbiegaja wedtug rozktadu do rozktadu wyktadniczego z parametrem 2. Wie-
dzac, ze dla kazdego n zmienne losowe X, i Y,, sa niezalezne, udowodni¢, ze zmienne
losowe Z,, = min{ X,,, Y,,} zbiegaja wedtug rozktadu do zmiennej wyktadniczej z pa-
rametrem 4.

10 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Dla kazdego n € N zmienne losowe
X, 1Y, sa niezalezne. Zalézmy, ze zmienne losowe min{X,, Y, } zbiegaja wedlug
rozkltadu do zmiennej jedostajnej na odcinku [1,4]. Czy wynika stad, ze zmienne
losowe max{X,,Y,} zbiegaja wedtug rozktadu? Jedli tak, to do jakiej granicy?

11. Zatézmy, ze ¢ € R. Udowodnié, e jesli X, = ¢, to X, — c.

12. Podac¢ przyktad zbieznego punktowo ciggu dystrybuant, ktérego granica nie jest
dystrubuanta.

13. Poda¢ przyktad takiego ciggu zmiennych losowych zbieznego wedtug rozktadu,
ze odpowiadajacy mu cigg dystrybuant nie jest zbiezny punktowo do dystrybuanty
rozktadu granicznego.

14. Uzasadnic, ze jesli X, L X i X ma rozktad ciggtly, to dystrybuanty zmiennych
losowych X,, zbiegaja jednostajnie do dystrybuanty zmiennej losowej X.

15.  (a) Wykazac, ze jesli X, = X i |X, — Y,| =0, to V,, > X.
(b) Wykazaé, ze jesli X, 2> X iV, 20, to X, +Y, B X.

(c) Wykazaé, ze jesli X, 2 X iV, B¢, to X+ Y, = X +c.

(d) Wykazaé, 7e jesli X, = X iV, 20, to X,.Y, = 0.

(e) Wykazac, ze jesli X, > X iV, 5 ¢, to X,Y, > cX.

16 (Zadanie éwiczebne ze starego kolokwium). Zmienne losowe X, i Y;, okreslone sa
na wspolnej przestrzeni probabilistycznej. Zmienna X,, ma gestos¢ gn5x41{‘x|<1 /n}s
a zmienne Y,, zadane sa nastepujaco:
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Czy wynika stad, ze ciag X, + Y, jest zbiezny wedlug rozktadu? Jesli tak, to do

jakiej granicy?

17 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego kolokwium). Niech X, bedzie n-wymiarowym
wektorem losowym o rozktadzie jednostajnym na kuli euklidesowej w R™ o $srodku
w 0 i promieniu 1. Niech R, bedzie odlegtoscig X,, od 0.

(a) Wykazaé, ze R, zbiega do 1 wedlug prawdopodobienstwa.
(b) Czy ciag Y,, = n(1 — R,,) jest zbiezny wedtug rozktadu? Jedli tak, to wyzna-
czy¢ jego granice, a w przeciwnym wypadku — uzasadnic¢ brak zbieznosci.
18. Dane sg zmienne losowe X, X, o gestosciach odpowiednio g, g,, n € N. Wykaza¢,
ze jesli g, ©5 g, to X, 5 X. Czy zachodzi implikacja w druga strone?
19. (a) Wykazaé, ze jesli ciagi liczb rzeczywistych (ay), i liczb dodatnich (o),
sa zbiezne, to ciag rozktadow (N (a,,c?)), jest zbiezny.
(b) Wykazaé, ze jesli ciag liczb rzeczywistych (a,), jest nieograniczony lub ciag
liczb dodatnich (), jest nieograniczony, to ciag rozktadéw (N (a,, 02)), nie
jest ciasny.
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(c) Wykazaé, ze ciag rozktadéow (N (an,c?)), jest ciasny wtedy i tylko wtedy,
gdy ciagi liczb rzeczywistych (a,), i liczb dodatnich (o,,), sa ograniczone.

(d) Wykazaé, ze ciag rozktadéw (N (a,,c?)), jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy ciagi liczb rzeczywistych (a,), i liczb dodatnich (o), sa zbiezne.

20 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium).  Wykazaé, ze ciag zmiennych lo-
sowych (X,,), jest ciasny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu liczbowego
(an)n zbieznego do zera ciag (a,X,), zbiega do zera wedtug prawdopodobienstwa.

1 (Zadanie ¢éwiczebne ze starego kolokwium). Znalezé wszystkie zmienne losowe
X takie, ze ciag ((2X)")n>1 jest ciasny.

22 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Niech p bedzie rozktadem prawdo-
podobienstwa na R.

(a) Niech Z,, = (X,,,Y,) dla n € N beda dwuwymiarowymi wektorami losowymi
takimi, ze X,, oraz Y, maja rozktad p. Wykazaé, ze z ciagu (Z,), mozna
wybraé¢ podciag zbiezny wedtug rozktadu.

(b) Zalézmy, ze miara probabilistyczna p ma te wlasnosé, ze kazdy ciag (Z,)
dwuwymiarowych wektoréow losowych Z, = (X,,Y,) taki, ze jego wspdt-
rzedne maja (dla kazdego n) rozklad pu, jest zbiezny wedlug rozktadu. Wy-
kazac¢, ze u = o, dla pewnej liczby a € R.

23. Jaki warunek musi spetniaé¢ zbiér A aby ciasna byla rodzina rozktadow
(a) wykladniczych {Exp(\): A € A}, przy czym zaktadamy, ze A C (0, 00);
(b) jednostajnych {Unif(a,b): a,b € A,a < b}, przy czym zaktadamy, ze A C R?

Definicja 1. Powiemy, Ze rodzina zmiennych losowych (X;);cz jest jednostajnie
catkowalna, jesli
lim sup]E|X |1x, >3 = 0.

Innymi stowy, dla kazdego € > 0 1stnleJe takie M > 0, ze dla kazdego ¢ € Z zachodzi
E|Xz“ﬂ\xi\>M <e.

24. Wykazaé, ze jednostajnie catkowalna rodzina zmiennych losowych jest ciasna
oraz wszystkie zmienne losowe z tej rodziny sg catkowalne.

25.  Zalézmy, ze ciag zmiennych losowych (X,,), zbiega wedlug rozktadu do X.
Udowodnic¢, ze
(a) E|X| < liminf, E|X,|;
(b) jesli ciag (X,), jest dodatkowo jednostajnie catkowalny (definicja powyzej),
to X jest catkowalna i EX,, — EX;
(c) jesli zmienne losowe X, X, Xo, ... sa dodatkowo catkowalne i nieujemne oraz
spehiaja EX,, — EX, to ciag (X, ), jest jednostajnie catkowalny.

26. Udowodnié, ze jesli X, L X oraz sup,, E| X,|P < oo dla pewnego p > 0, to
E|X|? < oo dla kazdego ¢ € (0, p] oraz E|X,|? — E|X|? dla kazdego ¢ € (0, p), ale
nie musi zachodzi¢ E| X, [P — E| X .

27 (Zadanie ¢wiczebne ze starego kolokwium). Ciag dodatnich zmiennych losowych
(Xn)n zbiega wedtug rozktadu do X, a cigg zmiennych (—31In X,), zbiega wedlug
rozkltadu do Y. Wykazaé, ze X ma rozklad jednostajny na [0, 1] wtedy i tylko wtedy,
gdy Y ma rozktad wyktadniczy z parametrem 2.



