FAN*

IT seria zadan domowych,
termin: 21 pazdziernika, godzina 10.15

1 (P). Zal6zmy, ze f : C — C ma pochodng zespolona w punkcie z = 0 oraz
spelia f(0) = f/(0) = 11 f(z1 + 22) = f(21)f(22) dla wszystkich z1,2, € C.
Wykazaé, ze f(z) = exp(z).

2. Wyznaczy¢ homografie przeksztalcajaca obszar miedzy okregami {z: |z| = 2}
i{z:|z—1] =1} napas {z € C: |Rez| < 1}.

3. Zmalez¢é r € (0,1) oraz homografie przeksztatcajaca obszar
{z € C: Rez < 1/2,|z+ 2| > 2} na pierscien {z € C: r < |z| < 1}.

4 (P). Funkcja f: C — C dana jest wzorem

2 if 2 #£0
_ 2] 1 ;
/) { 0 ifz=0.

Wykazaé, ze:
(a) f ma pochodne czastkowe w 0,

(b) pochodne czastkowe f w 0 spelniaja réwnania Cauchy’ego-Riemanna,
(¢) f nie ma pochodnej zespolonej w 0.
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5. Wykazac, ze 5-(2"2') = kz"7'2' oraz Z(2"2') = [2"2'.

6. Zatézmy, ze f : U — C\ {0} jest holomorficzna na obszarze U oraz' ze Re f
i Im f sg klasy C?*(U). Wykaza¢, ze funkcja z +— In|f(z)| jest harmoniczna.

Definicja 1. Powiemy, ze funkcja w jest harmonicznym sprzezeniem funkcji har-
monicznej v : U — R, jesli u + 1w jest funkcja holomorficzna na U.

Co wigcej, z réwnann Cauchy’ego-Riemanna wynika, ze w € C?(U) jest sprzeze-
niem harmonicznym funkcji harmonicznej? u € C?(U) wtedy i tylko wtedy, gdy w
jest harmoniczna, u, = w, oraz u, = —w,.

7 (P). (Dlugie rozwigzania nie bedg oceniane ani punktowane.) Dana jest funkcja
harmoniczna u : C \ {0} — R klasy® C? i jednorodna stopnia o > 0. Wykazaé, ze
funkcja w = é(yum — zu,) jest harmonicznym sprzezeniem funkeji u. Wykorzystac
ten fakt do znalezienia sprzezenia harmonicznego funkcji 2 + 2zy — y>.

1Jak przekonamy si¢ pézniej, mozna pomingé zalozenie, ze Re f,Im f € C?(U), gdyz wynika
ono z holomorficznosci f na U.

2Zalozenie o klasie C? mozna pominaé, bo wynika ono z harmonicznosci.

3Zalozenie o klasie C® mozna pominaé, bo wynika ono z harmonicznosci.



