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Definicja 1. Dla danej funkcji catkowitej f jej rzqd (wzrostu) py definiujemy
jako kres dolny tych liczb dodatnich p, dla ktérych istnieja state A, B, takie ze
1f(2)] < AePl#” na C.

Fakt z wyktadu

(a) Jesli py < p, to ng(r) < C(1+r”) dla pewnego C > 0.
(b) Jedli 2, 2o, ... to rézne od 0 zera funkcji f, to dla kazdego s > p szereg
D ey ﬁ jest zbiezny.

1. Wyznaczy¢ rzad funkcji f(z) = sin(mwz). Wyznaczy¢ tez zbiér tych s > 0, dla
ktorych szereg > 724 ﬁ jest zbiezny (gdzie z; to réze od 0 zera funkeji f).

Przypomnijmy oznaczenia z wyktadu: Ey(z) = 1 — z oraz, dla k > 1, Ex(2) =
(1 __Z)ez+%22+éz3+u“%zk.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Hadamarda o faktoryzacji). Niech a,, bedzie ciagiem
roznych od 0 zer (liczac z krotnosciami) funkcji f rzedu py € [k, k + 1). Wowczas

(z) = €O T] Bue/on),

gdzie m to rzad zera w 0, zas P jest wielomianem stopnia co najwyzej k.

2. Wykaza¢, ze dla kazdego z € C zachodza wzory

00 2 00 2
sin(rz) =7z [] <1 — 22) oraz sinh(rz) = 7wz [| <1 - ;2>
n=1 n=1
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3. Niech g € ¥. Wykazac, ze vol((C \ g(C\ D)) =7(1 — 32, n|b,|?).
4. Niech f € §. Wykazac, ze
1 - |7
1+ 2]

2f'(2)
f(2)

1+ 2]
1]

dla wszystkich z € D.
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5. Zaltozmy, ze
g€ Xo={g€X: g # 0 dla wszystkich [£| > 1},
gdzie
Y ={g: C\D: g jest uniwalentna oraz g(z) = z + by + b1z " +byz 2 + ... }.
Wykazaé, ze dla kazdego |z| > 1 zachodzi

(1 ﬁ) <lo) <ol (1+ |1,)

2] — 1
|z|+1\

oraz
|z| + 1

N

zg'(2)
9(2)

6. Niech g € ©. Udowodnié, 7e diam(C \ g(C\ D)) < 4.
7. Niech g € ¥. Wykazac, ze
limsup |g(z) — bo| < 2

|2|—1+

oraz ze
3

— by — 2| <

dla wszystkich |z| > 1.
8. Niech g € ¥. Wykazaé, ze dla wszystkich |z| > 1 zachodzi nieréwnosé
1
/ _ 1 < -
|g(z> |\|Z|2—1

i w konsekwencji
2

9. Zatézmy, ze f: D — C jest uniwalentna oraz f(z) = z + S 25 ax2® (tzn. f € S
i ay =0). Wykaza¢, ze f(ID) zawiera D(0, 3).
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XI seria zadan domowych,
termin: 13 stycznia, godzina 10.15

Zadania 1-4 stanowia brakujace sktadniki dowodu twierdzenia o liczbach pierw-
szych pokazywanego na wyktadzie.

1. Uzasadni¢, ze funkcja zadana catka
[(s) :/ e 5l dt
0

zadaje funkcje holomorficzng na {Rez > 0}. Wykazaé, ze dla s € {Rez > 0}
zachodzi tozsamosé I'(s + 1) = sI'(s). Wywnioskowaé stad, ze I'(n + 1) = n! dla
n € N.

2. Uzasadni¢, ze znany z AM wzor
L(s)l'(1—s) =
zachodzi dla kazdego s € C \ Z.

™

dla s € (0,1)

sin s

3. Zaloimy, ze f: [1,00) — R jest taka funkcja niemalejaca, ze catka [0 LU=t gt

$2
jest zbiezna. Wykazaé, ze lim, . 1% = 1.

4. Wykazac, ze jesli Res > 1, to

¢(s) =11

peEP

1
1—ps’

gdzie P oznacza zbiér (dodatnich) liczb pierwszych.
5. Wyznaczy¢ rozwiniecie w iloczyn nieskoniczony na C funkcji sin z — z cos z.
6. Wykaza¢, ze dla kazdego z € C zachodzi

sinmz

SR (]

n=1

7. Dana jest a > 1. Wykazac, ze funkcja
Fo(2) :/ o1t o2t gy

jest funkcja catkowita rzedu 5.



