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1. Niech U C D bedzie obszarem, ktérego brzeg ma niepusty czes¢ wspolna
z okregiem jednostkowym. Niech dalej V = {z7': z € U}. Zalézmy, ze funkcja
f:UU(QUNID) — C jest ciagta oraz ze f £ 0, f € H(U) i f(0U N oD) C ID.
Okreslmy funkcje F': UUV U (90U NOV) — C wzorem

f(2) if z €D,
- -1
( f (2_1)) w przeciwnym przypadku.

Wykazaé, ze F' jest meromorficzna na U UV U (OU N dV') oraz holomroficzna na
UUu{zt:2€Uf(2) 20U (U NIV).

2. Zatézmy, ze f: D — C jest funkcja ciggla na D, holomroficzng na D oraz ze
f(0D) C oD. Udowodnié¢, ze:

e f jest funkcja wymierng;
e f ma miejsce zerowe w D lub f jest stala;
e jesli f nie zeruje sie na D\ {0}, to jest wielomianem.

3. Zrobi¢ Zadanie o biholomorficzno$ci pierscieni, uzywajac zasady symetrii:

Wykazaé, ze jesli pierscienie Ay = {z € C:r; < |z|] < Ry} oraz Ay = {z €
C: ry < |z| < Ry} sa bihlomorficzne, to sa jednoktadne, a jedyne biholomorfizmy
miedzy nimi to ztozenia sprzezonych inwersji, obrotéw i jednoktadnosci o skali %
Innymi stowy: jesli istnieje funkcja biholomorficzna (czyli holomorficzna bijekcja)

fr Al — Ay to = 2 oraz f(z) = RQCZ , gdzie |c] =1ia € {-1,1}.

Wzér Jensena
Niech Dp bedzie otwartym dyskiem o $rodku w zerze i promieniu R i niech f
bedzie funkcja holomorficzng na obszarze U zawierajacym domkniecie dysku Dpg.
Zatozmy, ze f(0) # 0 oraz ze f nie znika w zadnym punkcie z dDg. Niech 21, ..., 2y
oznaczaja wszystkie zera f w Dy (liczac z krotnosciami). Wéwczas

In|f(0 \_21 <|Zk|>—|—217r/27rln’f(Re”) dt

Niech ns(r) oznacza liczbe zer f w D,. Wtedy, przy zatozeniach wzoru Jensena,

R 1 27 ;
[ = L (et e - m £ 0))

’
4. Znalez¢ odpowiednik wzoru Jensena dla niestatej funkcji zerujacej sie w zerze.
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5. Zalézmy, ze f: D — C jest niestalg ograniczong funkcja holomorficzng.

(a) Wykazac, ze 111{17 ng(r)Inr = 0.

(b) Niech ay,as,... beda wszystkimi zerami funkeji f (liczac z krotnosciami;
ciag ten moze by¢ skonczony), przy czym 0 < |a;| < |az| < .... Wykazaé,
ze Y opo (1 —Jag|) < oc.

(c) Zalézmy, ze g: D — C réwniez jest ograniczong funkcja holomorficzna
oraz ze f(ar) = g(ax) zachodzi dla kazdego k € N, przy czym |a;| < 1 dla
kazdego k € N, 0 < |a1| < |az| < ... oraz 332 ,(1 — |ag|) = oco. Udowodnic,
ze f =gmnaD.

Definicja 1. Dla danej funkcji calkowitej f jej rzad (wzrostu) ps definiujemy
jako kres dolny tych liczb dodatnich p, dla ktérych istnieja state A, B, takie ze
|f(2)] < AePl#” na C.

Fakt z wyktadu

(a) Jedli py < p, to ng(r) < C(1+ rf) dla pewnego C > 0.
(b) Jesli z1, 29, ... to rézne od 0 zera funkcji f, to dla kazdego s > p szereg
Y ohey ﬁ jest zbiezny.

6. Wyznaczy¢ rzad funkcji f(z) = sin(nz). Wyznaczy¢ tez zbior tych s > 0, dla
ktérych szereg > 72, ﬁ jest zbiezny (gdzie z; to réze od 0 zera funkcji f).
Przypomnijmy oznaczenia z wykladu: Ey(z) = 1 — z oraz, dla k > 1, Ex(2) =

1,2,1,3 1,k
(1 _ Z)€Z+§Z +§z +...52 )

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Hadamarda o faktoryzacji). Niech a,, bedzie ciagiem
roznych od 0 zer (liczac z krotnosciami) funkeji f rzedu py € [k, k + 1). Wowczas

f(z) = "2 ] Bil2/an),
n=1
gdzie m to rzad zera w 0, zas P jest wielomianem stopnia co najwyzej k.

7. Wykazaé, ze dla kazdego z € C zachodza wzory

sin(rz) = 7z ﬁ (1 — 22) oraz, sinh(7z) = 7z ﬁ (1 + Z2>.
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