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1. Wykazac¢, ze kazda funkcja meromorficzna na C jest wymierna.

2. Udowodni¢, ze jesli pierscienie Ay = {z € C: r; < |2| < Ry} oraz Ay = {z €
C: ry < |z| < Ry} sa biholomorficzne, to sa jednoktadne, a jedyne biholomorfizmy
miedzy nimi to ztozenia sprzezonych inwersji, obrotéw i jednoktadnosci o skali %
Innymi stowy: jesli istnieje funkcja biholomorficzna (czyli holomorficzna bijekcja)

f: A — Ag,to%:%orazf(z) Rch ,gdzie [c] =1iae{-1,1}.

3. Wykaza¢, ze funkcja f(z) = /7% Arctg /75

otoczeniu 0. Niech r > 0 oznacza maksymalny promieﬁ, dla ktérego f jest holo-
morficzna na D(0,7). Wykazaé, ze 2z(1 — 2)f'(z) = f(z2) + z na D(0,r) oraz ze
f£(0) = 0. Wyznaczy¢ szereg Taylora funkeji f wokoét 0 1 obliczy¢ r.

4. Niech U C D bedzie obszarem, ktorego brzeg ma niepusta czes¢ wspdlng
z okregiem jednostkowym. Niech dalej V = {z7': z € U}. Zalézmy, ze funkcja
f:UU(QUNID) — C jest ciaglta oraz ze f £ 0, f € H(U) i f(OU N oD) C ID.
Okreslmy funkcje F: U UV U (OU NOV) — C wzorem

- f(2) 1 if z €D,
R
( f (zl)) w przeciwnym przypadku.

Wykazaé, ze F' jest meromorficzna na U UV U (OU N 0V') oraz holomroficzna na
Uu{zl:2€U,f(z) £0}uU (U NIV).

5. Zatézmy, ze f: D — C jest funkcja ciggla na D, holomroficzng na D oraz ze
f(0D) C oD. Udowodnic¢, ze:

e f jest funkcja wymierna;
e f ma miejsce zerowe w D lub f jest stala;
e jesli f nie zeruje sie na D\ {0}, to jest wielomianem.

6. Zrobi¢ Zadanie o biholomorficzno$ci pierscieni, uzywajac zasady symetrii:

Wykazaé, ze jesli pierscienie A1 = {z € C:r; < |z2|] < Ry} oraz Ay = {z €
C: ry < |z| < Ry} sa bihlomorficzne, to sa jednoktadne, a jedyne biholomorfizmy
miedzy nimi to ztozenia sprzezonych inwersji, obrotéw i jednoktadnosci o skali %
Innymi stowy: jesli istnieje funkcja biholomorficzna (czyli holomorficzna bijekcja)

[ AL — Ay to g = 2 oraz f(z) = Rch , gdzie |c] =1ia € {-1,1}.



