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1. Wykazaé, ze nie istnieje funkcja catkowita f spetniajaca
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dla nieskonczenie wielu n € N.

2. Dane sa m € N, € > 0, 25 € C oraz funkcja f holomorficzna w D(zg,¢) \ {z0}.
Wykazaé¢ rownowaznosé ponizszych warunkow:

(i) istnieja ¢y, ..., cn € C takie, ze ¢, # 0 oraz f(z) — 310, 7 a5r ma osobli-
wos¢ usuwalng w 2,
(ii) lim, ., | f(2)(z — 20)™ | = oo i istnieje (skoniczona) granica f(2)(z — 29)™
przy z zbiegajacym do zj.
3. Wyznaczy¢ wszystkie (izolowane) punkty osobliwe funkcji f(z) = %.
Dla kazdego z nich okresli¢, jakiego jest typu (osobliwo$é pozorna/biegun /osobliwosé
istotna).

4. Wyznaczy¢ wszystkie szeregi Laurenta wokét 0 funkeji f(2) = ﬁ Wyzna-

czy¢ wszystkie szeregi Laurenta wokot 1 funkceji f.

5. Dla kazdego n € N niech f,(z) = X2 cl(f)z’l€ w pierécieniu A = {z € C: r <
|z| < R}. Wykazaé, ze jesli f,, — f niemal jednostajnie na A, to lim,, . c,(cn) = ¢

istnieje dla kazdego k oraz zachodzi f(z) = 370 . cp2® na A.

6. Niech 0 < r; < B <00, 0< 1 < Ry < o0, f2) = 22 bpzF na {z €
C:r < |z] < Ri}oraz g(z) = 2 cxzfna {z € C: ry < |2| < Ry}. Wykazad,
ze jesli dla kazdego k € Z szereg Y70 bick—; = ay jest zbiezny, to f(z)g(z) =
Y2 capzfna{z € C: max{ry,ro} < |z| < min{R;, Ry}}.

Czy to prawda, ze (przy warunkach z pierwszego zdania) szereg > 7°
by¢ zbiezny dla kazdego k € Z7?
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7. Obliczy¢ residua funkcji f w kazdym z jej (skonczonych) punktéw osobliwych

dla: . X
(a) f(2) = = ; (b) f(z) = sin z cos —.

23 — 257 z

Dla funkcji f holomorficznej w {z € C: |z| > Ry} wartosé¢ calki
1

o d
211 /C(O,R) f(z)d

nie zalezy od R > Ry. Wartos¢ te nazywamy residuum funkcji f w nieskonczonosci
i oznaczamy ja res(f, 00).

8 (Fakt 2). Zalézmy, ze zbiér A C C jest skoniczony, zas funkcja f jest holomor-
ficzna w C\ A. Niech B = AU {o0}. Wykazaé, ze

> res(b, f) = 0.
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9 (Fakt 1). Wykazadé, ze jesli f jest holomorficzna w {z € C: |z| > Ry}, to
—res(o0, f) = res(O,f(z_l)z_Q).
10. Niech f(2) = X3 cz® w {z: |2] > Ry}. Udowodnié, ze res(oo, f) = —c_;.

11. Obliczy¢
19

/ dz / z J
—_— oraz ——dz.
c(0,2) 23(210 — 2) c(0,2) 210 —2



