FAN*
14 listopada 2025

1. Zatézmy, ze f: R — C jest holomorficzna w R = {z € C: 1 < [2| < 2} i ciagla
w R, a takze ze zachodza nieréwnosci:

lf(z) <1 dlalz|=1 oraz lf(2)] <4 dlalz| =2.
Wykaza¢, ze |f(z)] < |2]? na R.
2. Dana jest funkcja holomorficzna f : {z € C: |z] < R} - C.Dla0<r < R
niech M (r) = maxy.|—, | f(2)|. Wykazaé, ze funkcja M jest Scisle rosnaca na [0, R)
lub f jest stala.
3 (Twierdzenie Hadamarda o trzech okregach — wersja stabsza dla funkcji bez
zer). Dana jest funkcja holomorficzna f: A — C\ {0}, gdzie A jest pierscieniem
{z € C: Ry < |z| < Ry}. Niech M(r) = max,—, |f(2)| dla r € (R, Rs). Wykazac,
ze funkcja r +— In(M(e")) jest wypukta na (In Ry, 1In Ry).
Uwaga: w pracy domowej znajduje sie podobne zadanie (dodatkowe), z pominietym
zalozeniem o tym, ze f sie nie zeruje — z terminem oddania 2 XII.

4. Zalézmy, ze f: U — C jest holomorficzna na ograniczonym obszarze U i ciagta
w U. Wykazaé, ze jesli |f| jest stala na OU, to f jest stala lub ma zero w U.

Twierdzenie 1 (Lemat Schwarza). Jesli f: D — I jest holomorficzna i f(0) = 0,
to
1f(2)] < 7] dla wszystkich z € D.

Wobec tego, jesli g: D — C jest holomorficzna, g(0) =01 |g| < M na D, to
lg(2)] < M|z| dla wszystkich z € D.
Twierdzenie 2 (Lemat Schwarza-Picka). Jesli f: D — D jest holomorficzna, to
f(z1) = f(22)

1— f(z1)f(z2)
Wobec tego, jesli g: D — C jest holomorficzna, g(z;) =01 |g| < M na D, to

21 — 22

dla wszystkich z1, 29 € D.
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l9(2)| < M

— dla wszystkich z € D.
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5. Zatézmy, ze f : D — C jest holomorficzna. Niech zq,...,z, beda pewnymi
zerami f (liczac z krotno$ciami). Zatézmy, ze |f| < M na D. Wykazaé, ze dla
kazdego z € D zachodzi
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6. Wykazac, ze nie istnieje funkcja catkowita f spelniajaca

1 1 1
G =10 =
n n n
dla nieskonczenie wielu n € N.

7. Dane sa m € N, € > 0, z9 € C oraz funkcja f holomorficzna w D(zg,¢) \ {z0}-
Wykazaé¢ réwnowaznosé¢ ponizszych warunkdw:
(i) istnieja ¢y, ..., cm € C takie, ze ¢, # 0 oraz f(z) — X704, iy ma osobli-
wos¢ usuwalng w zg,
(i) lim,_,, |f(2)(z — 20)™"!| = oo i istnieje (skorficzona) niezerowa granica
f(2)(z — z0)™ przy z zbiegajacym do zp.
8. Wyznaczy¢ wszystkie (izolowane) punkty osobliwe funkcji f(z) = %.
Dla kazdego z nich okresli¢, jakiego jest typu (osobliwosé pozorna/biegun/osobliwosé
istotna).
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SR Wyzna-

9. Wyznaczy¢ wszystkie szeregi Laurenta wokét 0 funkeji f(z) =
czyC wszystkie szeregi Laurenta wokét 1 funkceji f.

10 (Do pomyslenia na nastepne ¢wiczenia).

(a) Czy istnieje funkcja holomorficzna f : C\ {0,1,%, % ...} — C, ktéra w

kazdym z punktéw z =1, %, %, ... ma biegun? e

(b) Czy istnieje funkcja holomorficzna f : C\ {0,1,3,1,...} — C, ktéra w
kazdym z punktow z = 1, %, %, ... ma osobliwos¢ istotng?

(c) Czy istnieje funkcja holomorficzna f : C\ {1,2,3,...} — C, ktéra dla

kazdego n € N ma biegun rzedu n w punkcie z = n?



