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Twierdzenie 1 (Wzor catkowy Cauchy’ego). Zatézmy, ze f : U — C jest holo-
morficzna oraz ze D jest takim obszarem jednospojnym, ze D C U i C' = 0D jest
krzywa Jordana z dodatnig orientacja. Wtedy dla wszystkich zy € D zachodzi

f(z0) = = (2) dz.
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Co wiecej, jesli n € N, to f istnieje w U i dla kazdego z, € D zachodzi

Fm(z) = n! /C( f(2) d»

2mi Jo (z — zo)"

1. Obliczy¢:
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2. Dana jest funkcja catkowita f. Obliczy¢

)
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gdzie a,b € D(0, R) sa rézne.
Wywnioskowaé twierdzenie Liouville’a: ograniczona funkcja catkowita jest stata.

3. Zalézmy, ze a,b > 0 oraz f jest taka funkcja catkowita, ze f(z+a) = f(z) oraz
f(z 4+ bi) = f(z) dla wszystkich z € C. Wykazaé, ze [ jest stala.
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5. Zatézmy, ze f: R — C jest holomorficzna w R = {z € C: 1 < |2] < 2} i ciagla
w R, a takze ze zachodza nieréwnosci:

lf(2) <1 dlalz|=1 oraz lf(2)] <4 dlalz| =2.
Wykaza¢, ze |f(z)] < |2]? na R.
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6. Dana jest funkcja holomorficzna f : {z € C: || < R} - C.Dla0<r < R
niech M (r) = maxy.|—, | f(2)|. Wykaza¢, ze funkcja M jest écisle rosnaca na [0, R)
lub f jest stala.

7 (Twierdzenie Hadamarda o trzech okregach — wersja stabsza dla funkcji bez
zer). Dana jest funkcja holomorficzna f: A — C\ {0}, gdzie A jest pierScieniem
{z € C: Ry < |z| < Ry}. Niech M(r) = max,|—, |f(2)| dla r € (R, Rs). Wykazac,
ze funkcja r — In(M(e")) jest wypukta na (In Ry, 1In Ry).

8. Zalozmy, ze f: U — C jest holomorficzna na ograniczonym obszarze U i ciagta
w U. Wykazaé, ze jesli | f| jest stata na OU, to f jest stala lub ma zero w U.



