FAN*
28 pazdziernika 2025

1. Zalézmy, ze funkcja f: U — C\ {0} jest holomorficzna na obszarze jednospdj-
nym U. Ustalmy a € D oraz A € C, takie ze e? = f(a). Wykaza¢, ze catka
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nie zalezy od drogi taczacej a z z € U zawarte] w U. Wykaza¢, ze I jest holomor-
ficzng gatezia logarytmu funkcji f w obszarze U.

2. Niech U bedzie obszarem w R™. Zatézmy, ze g : U — R jest funkcjg klasy C?(U)
speliajaca Ag > 0. Wykazad, ze
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dla kazdego zp € U i r > 0 takich ze B(xq,r) C U.
Co jesli zamiast usrednia¢ po sferach bedziemy uérednia¢ po kulach o §rodku w xy?

3. Zatézmy, ze U jest obszarem w R", a funkcja f : U — R jest klasy C?*(U)
i spelnia Af > 0. Wykazad, ze jesli dla pewnego zo € U nieréwnosé f(z) < f(zo)
zachodzi dla kazdego z € U, to f jest stala na U.

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje harmoniczne f: C\ {0} — R, ktére sa state na
okregach o srodku w zerze. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje harmoniczne f: C — R,
ktore sa state na okregach o srodku w zerze.

5. Niech U = C\ {0} ~ R?\ {(0,0)} = V oraz u(z,y) = In(z*+y?) dla wszystkich
(z,y) € V.

(a) Wykazaé, ze u jest harmoniczna.

(b) Zalézmy, ze v : V. — R jest taka, ze u + v jest holomorficzna na U.
Wykaza¢, ze 2 (v(sint,cost)) = —2.

(c) Wykazaé, ze nie istnieje taka funkcja v : V' — R, ze funkcja u + iv jest
holomorficzna na U.
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Definicja 1. Dla parametryzacji v: [a,b] — C kawalkami klasy C* krzywej v
definiujemy dtugosé krzywej v wzorem
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6. Dana jest krzywa v dtugosci L, ktérej obraz v* zawarty jest w obszarze U oraz
funkcja f: U — C spelniajaca |f| < M na ~v*. Wykazaé, ze

/f(z) dz| < ML.

Czy nieréwnos¢
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jest prawdziwa?

7. Zatézmy, ze f jest funkcja catkowita (tj. f jest holomorficzna na C). Czy to
prawda, ze dla kazdego z, w € Cistnieje ¢ € C, takie ze f(z)— f(w) = f'(§)(z—w)?

8. Zalézmy, ze f € H(D) (tj. f jest holomorficzna na D). Wykazaé, ze dla wszyst-
kich z,w € C zachodzi
[f(z) = f(w)] < |z —w| sup [f'(E)].
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Twierdzenie 1 (Wzor catkowy Cauchy’ego). Zatézmy, ze f : U — C jest holo-
morficzna oraz ze D jest takim obszarem jednospojnym, ze D C U i C'= 0D jest
krzywa Jordana z dodatnia orientacja. Wtedy dla wszystkich zy € D zachodzi
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f(z0) = (2) dz.
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Co wiecej, jesli n € N, to f istnieje w U i dla kazdego 2, € D zachodzi
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