Analiza 1.1

XII seria zadan domowych

ZADANIA ¢WICZEBNE — NIE NA PUNKTY

1. Dane sg funkcje ciagte f,g : [0,00) — R, przy czym f jest ograniczona (z gory
iz dotu), a g nie jest ograniczona z géry ani nie jest ograniczona z dotu. Wykazaé, ze
istnieje ciag (z,) zbiezny do oo, taki ze dla kazdego n € N zachodzi f(z,) = g(z,).

2. Funkcja f : R — R jest ciagta i 1-okresowa (to znaczy dla kazdego = € R zachodzi
f(z) = f(x +1)). Wykazad, ze

a) f jest jednostajnie ciagla;

b) dla kazdego a € R istnieje b € R, takie ze f(a+b) = f(b).

3. Zbada¢, czy funkcja f jest jednostajnie ciggta na A dla:
a) f=av", A=(0,1];
b) f=aV", A= (0,00);
¢c) f=xzcosx, A=R.

4. Zalézmy, ze f: R — R jest ciagta w 0, f(0) = 0 oraz ze dla wszystkich x,y € R
zachodzi f(x +y) < f(x) + f(y). Wykazaé, ze f jest jednostajnie ciggla.

5.
a) Rozstrzygnaé, czy istnieje jednostajnie ciagta surjekcja (czyli funkcja na)
f:]0,00) — R.
b) Rozstrzygnaé, czy istnieje ciagta bijekcja f : [0,00) — R.
¢) Zdefiniowaé ciagla bijekcje f : (0,00) — R.

6. Dana jest funkcja jednostajnie ciagta f: [1,00). Wykazaé, ze istnieje M > 0,
takie, ze dla wszystkich x > 1 zachodzi nier6wnos¢ |f(x)| < Mz.

7. Zalozmy, ze a > 1, C' > 0 oraz funkcja f: R — R spelnia dla wszystkich z,y € R
warunek

|f(x) = fy)] < Clz —y|*.
Wykazaé, ze f jest funkcja stala, tzn. ze istnieje takie a € R, ze f(z) = a dla
wszystkich x € R.

8.

(a) Czy jesli f: R — R jest jednostajnie ciagla na (—1,0] oraz jest jednostajnie
ciagta na [0, 1), to czy musi by¢ jednostajnie ciagla na (—1,1)?

(b) Czy kazda funkcja ciagla okresowa musi by¢ jednostajnie ciagta?

(c) Czy jesli f:(0,1) — R jest ciagla i ograniczona, to jest jednostajnie ciaglta?

(d) Czy jesli f : (0,1) — R jest ciagta, ograniczona i monotoniczna, to jest
jednostajnie ciggta?

(e) Czy jesli f :[0,1] — [0, 1] jest jednostajnie ciagta bijekcja, to f~! jest jed-
nostajnie ciggta?

(f) Czy jesli f,g : R — R spelniaja warunek Lipschitza, to fg réwniez spehia
warunek Lipschitza?



(g) Czy jesli f,g : R — [0, 1] speliaja warunek Holdera, to fg réwniez spelnia
warunek Holdera?

(h) Czy jesli f: A — R jest jednostajnie ciagta, to | f| réwniez jest jednostajnie
ciggta?

9. Zbadaj jednostajna ciaglos¢ i lipschitzowskosé na (0, 1) funkcji f zadanych wzo-
rami

(a) f(z) =sinz,  (b) f(z) = (c) fa) =7,
(d) f(z) =In(1+z), () f(z) =co <sm<x>> (f) f(z) = wsin(1/z).



