Analiza 1.1

XI seria zadan domowych

ZADANIA CWICZEBNE — NIE NA PUNKTY

1. Znalez¢ wszystkie takie pary liczb rzeczywistych (a,b), ze funkcja f: (—1,00) —
R zadana wzorem

esinz _1

O ot jezeli —1 < x < 0,

flx)=4b jezelix =0,
VEE=VI  ejeli x> 0.

jest ciggla.
2. Wykazaé, ze istnieja a,b € R, takie ze funkcja f : R zadana wzorem

(1+ax)"* jezeli x <0,
flz) =140 jezeli x = 0,

Loeostar) — egeli & > 0.
jest ciggla.

3. Zmalez¢ wszystkie punkty cigglosci funkcji f danej wzorem

| |z| dlaz¢Q,
J@ =2 dlaz="2 q>1, pqeZ NWD(p,q) =1

4. Dane sg funkcje ciagte fi, fo, ..., fm : D — R. Wykazaé, ze x — max{ fi(x), fo(z)}
jest funkcja ciagta. Wywnioskowa¢ stad, ze

x— max{ fi(z), fo(x), ..., fm(x)} oraz x — min{ fi(z), fo(x),..., fm(x)}
sg funkcjami ciggtymi.
5. Czy kwadrat funkcji nieciaglej musi by¢ funkcja nieciagta? A sze$cian?
6. Podaé przyktad funkcji f : [0,1] — R, ktérej zbiér punktéw nieciaglosci jest
rowny QN [0,1] = {2 : k,ne Nk <2"}.
7. Funkcja f : [-1,1] — (0,1] jest ciagta. Wykazaé, ze réwnanie f(z) = 2* ma co

najmniej dwa rozwiazania na [—1, 1].

8. Zalézmy, ze f: R — R jest ciagta oraz ze f(16) = f(1) 4+ 4. Wykazadl, ze istnieje
taki x € R, ze f(2z) = f(x) + 1.

/
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9. a) Liczby c,, c;, € {0,2} spetiajg rownos¢ 3502, gn = >0 | 2. Wykazad, ze
0 Cn 0 Cn
n=1 on+1 n=1 on+1 -

b) Niech C bedzie zbiorem Cantora, czyli zbiorem wszystkich liczb z przedziatu
[0, 1], ktére w (pewnym swoim) rozwinieciu (systemie) trojkowym skladaja
sie tylko z cyfr 0 i 2. Innymi stowy,

C = {i; Vn ¢, € {0,2}}.

n=1
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Definiujemy funkcje f : C — [0, 1] wzorem f(3°57, ¢ ney gkt Wiemy
z podpunktu a), ze f jest dobrze zdefiniowana. Funkcja f jest oczywiscie na
[0,1]. Wykazaé, ze f jest ciagla.

10 (*). Dana jest taka funkcja ciagta f : (0,00) — R, ze dla kazdego x > 0 zachodzi
x) =

)
lim, o f(%) = 0. Wykazac, ze lim,_q f( 0.



