Analiza 1.1
VI seria zadan domowych (na srode 19 XI, godz. 10.15)

Przypomnijmy, ze N = {1,2,...} oznacza zbior liczb naturalnych (na AM 1.1
przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna).

ZADANIA SPRAWDZANE PRZEZ GRADERKE

1. Ciag (a,)22, zadany jest rekurencyjnie:

1 1
2 as=1, a,= ian_l + /a,—2 dlan > 3.
Udowodnié, ze ciag (a,)5% jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.
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2. Wyznaczy¢

el e eV . VnFl—/n—1 2 3
(a) lim Tl (b) Jim. (e - 1) (14+V2+V/3+. . .+ /n).

o o0

3. Poda¢ przyktad ciagéw (a,)52, (b,)52,, takich ze spetnione sa (naraz) wszystkie
ponizsze warunki:
(1) limy, o0 @y = lim,, o b, = 400,
(2) dla kazdego n € N mamy b, # 0 oraz ciag (3*)n>1 jest zbiezny do pewne;
skoniczonej granicy g € R,
(3) dla kazdego n € N mamy b,,1 # b, oraz ciag (
pewnej skonczonej granicy h € R,
(4) g # h.
Wskazéwka. Twierdzenie Stolza podpowiada, wéréd jakich ciagéow (b,)n>1 na
pewno nie nalezy szukac.

an41—0n
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Jn>1 jest zbiezny do

Z ADANIE SPRAWDZANE PRZEZ PROWADZACA CWICZENIA
— PROSZE ZAPISAC JE NA OSOBNEJ KARTCE
4. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich mozliwych granic ciagdéw postaci (a?)°,, gdzie
()51 1 ()22, sa takimi ciagami zbieznymi do zera, ze dla kazdego i € N zachodzi
a; > 07 qi € Q

5. Dane sa taki ciag liczb dodatnich (p,,)>, ze
1- pn
im
" P+ Pt Py
oraz ciag (s,)r, zbiezny do s. Wykazaé, ze

=0

! S$1Pn + S2Pp—1 + ... + SuP1
im =5
n—oo pr+p2+...+ Dy

Na drugiej stronie znajduja si¢ zadania ¢wiczebne — nie na punkty.



ZADANIA CWICZEBNE — NIE NA PUNKTY

6. Dane jest a; > 0. Zadajemy ciag (a,)>, rekurencyjnie: a,.; = (1 + a,)/2 dla
n > 1. Rozstrzygnac, dla jakich a ten ciag ma granice. Wyznaczy¢ lim,, . a, dla
wszystkich a; > 0, dla ktérych ta granica istnieje.

7. Dane jest a; € R. Zadajemy ciag (a,)>, rekurencyjnie: a,41 = —(1 + a,)/3 dla
n > 1. Rozstrzygnac¢, dla jakich a ten ciag ma granice. Wyznaczy¢ lim,,_, . a, dla
wszystkich aq, dla ktérych ta granica istnieje.

8. Niech zy € [0,2]. Zadajemy ciag (x,)32, rekurencyjnie: ,,1 = ixn(5 — Ty)
dla n > 0. Rozstrzygnaé, dla jakich xg € [0,2] ten ciag ma granice. Wyznaczy¢
lim,, o 2, dla wszystkich xy € [0, 2], dla ktérych ta granica istnieje.

9. Dana jest liczba rzeczywista b. Ciag (b,) zadany jest rekurencyjnie:
bo=0b, by1=—b,+b dlan>1.

Zbadaé zbieznosé ciagu (b, ). Obliczy¢ granice ciagu (b,) dla wszystkich parametréw
b, dla ktoérych granica lub granica niewtasciwa tego ciggu istnieje.

o0

10. Dane sa = € R oraz taki ciag liczb dodatnich (a,)S2,, ze lim,,_,., n*a, = a € R.
1

Wykazaé, ze lim,, o n*(ajas - ... a,)n = ae®.

11. Dana jest liczba dodatnia a # 1. Znalezé wszystkie takie x € R, ze cigg
an =n*("Va—1)

ma granic¢ skoniczona i rézna od 0. Obliczy¢ te granice dla kazdego takiego x.

12. Niech a,b > 0. Obliczy¢ granice (w zaleznosci od parametréw a,b):

(a) nh_%lo annbn’ (b) nh_{go e—(lnn)anb7 (C) nh_g)lo enan_b7
(d)  lim o"(Inn)*™",
13. Dane sa ciagi liczb dodatnich (a,,)22; i (b,)5°,, dla ktérych

n=1»

lim ap =a € (0,00) i lim by =b € (0,00).

Zatézmy, ze liczby nieujemne p i ¢ spetniaja zaleznosé p + ¢ = 1. Zbadac zbieznosé
i obliczy¢ (jesli istnieje) granice ciagu o wyrazie (pa, + gb,)".

14. Wyznaczy¢ lim, o n(e — (14 1)),

15 (*). Uwaga: to zadanie wymaga podstawowej wiedzy o zbiorach przeliczalnych.
To zadanie rowniez nie jest na punkty. Definiujemy funkcje f : R — R wzorem
f(z):=1—]1—-2z|. Ciag (a,)2, zadany jest rekurencja: a; = a oraz a,1 = f(a,)
dla n € R. Wykazaé, ze istnieje a € [0,1], takie ze dla kazdego x € [0, 1] istnieje
podciag ciagu (a,)>2, zbiezny do x.



