Analiza 1.1
I1II seria zadan domowych (na srode 22 X)

ZADANIA PISEMNE

1. Dany jest taki ciag (a,)22, ze ag > 0 oraz dla kazdego n € N\ {0} zachodzi

Ap—1
ap = ——.
2an_1 +1
Wykaza¢, ze dla kazdego n € N zachodzi
ag
ap = ———.
2nag + 1

2. Niech S bedzie suma dodatnich dzielnikéw danej liczby n € N, za§ T — liczba
tych dzielnikéw. Udowodnié, ze S > T/n.

3. Dowies¢, ze dla kazdego n € N\ {1} liczba v/n + 1 — y/n jest niewymierna.
Wskazowka: sprawdzi¢ dokiadnie, czy wymyslone rozwigzanie jest poprawne.

Gwiazdka oznaczone sg zadania z gwiazdka, czyli zadania dodatkowe, ktore warte
sa tyle, co dwa zwykle zadania domowe, ale ktore nie zwigkszaja maksymalnej moz-
liwej do zdobycia liczby punktéw za zadania domowe. Przypominam, ze termin
widoczny u géry nie dotyczy zadan gwiazdkowych.

4 (*/2. To zadanie warte jest tyle, co p6t zadania gwiazdkowego, czyli jeden do-
datkowy punkt). Wykazaé nieréwnos¢ Bernoulliego dla wykladnikow wymiernych
i liczb dodatnich, to znaczy wykazac, ze dla z > 0 i liczby wymiernej ¢ > 1 zachodzi
nier6wnosé (14 x)? > 1+ qx.

5 (*). Dane sa dodatnie liczby wymierne p < ¢. Korzystajac jedynie z wiedzy
z pierwszych szesciu wyktadoéw, udowodnié¢ nieréwnosé miedzy Srednimi potegowymi
stopnia p i ¢, to znaczy wykazac¢, ze dla dowolnych liczb nieujemnych zq,...,x,

zachodzi )

1 1
(xﬁ’+...+a:g)” <x§+...+xg)"
-t Tn <[ ——=2 .

n n

6 (*). Dla z € R definiujemy czesé catkowita liczby x (i oznaczamy ja jako [z]) jako
jedyna liczbe catkowita k speliajaca: k < x < k+1. Innymi stowy [z] to najwicksza
liczba catkowita nie wieksza niz x.

Wykazadé, ze dla niewymiernej liczby = > 1 zbiory {[nx] ‘n € N} i H%] neN }
sg roztgczne, a ich suma to N.

Zadania ¢wiczebne, nie na punkty, znajduja si¢ na odwrocie



ZADANIA éWICZEBNE, NIE NA PUNKTY

7. Zatozmy, ze p i ¢ sa liczbami naturalnymi, przy czym ¢ > 1. Udowodni¢ réwnosé

oo < 1 (p+ 1)!)
= la+d)! g—1\(¢—-1D! (p+q!)
8. Dane sg liczby rzeczywiste aq, ..., a,, b1, ...b, oraz a > 0. Udowodni¢ nierdwnoscé

Sab|< - S e+ IR
i=1 a1 45

9. Wykazac¢ nieréwnos¢ Weierstrassa, to znaczy wykazac, ze jesli aq,...,a, > —1
maja ten sam znak (czyli wszystkie sa nieujemne lub wszystkie sg niedodatnie), to

zachodzi nieréwno$é .

n
i=1 i=1
Wywnioskowaé z niej nieréwnos¢ Bernoulliego.



