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Streszczenie. The lecture notes presents extended material from the
course Numerical Differential Equations which concerns numerical (ap-
proximate) methods for solving both ordinary and typical partial diffe-
rential equations. In particular, we will present the one-step and multi-
step methods of solving ordinary differential equations, as well as the
finite difference method and the finite element method of solving par-
tial differential equations. The Numerical Differential Equations lecture
contains only a part of the material included in the script. We tried to
present the material from the lecture notes as elementary as possible,
so to understand the lecture and the material from the lecture notes,
the knowledge of basic course lectures from the first two years of study
is sufficient, in particular, you do not need to know the material from
the lecture on partial differential equations.
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Rozdział 1

Wprowadzenie

W skrypcie przedstawimy niektóre metody przybliżone, inaczej zwane numerycznymi,
rozwiązywania równań różniczkowych zwyczajnych i cząstkowych. Skrypt zawiera rozsze-
rzony materiał z semestralnego wykładu Numeryczne Równania Różniczkowe na wydziale
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Na końcu skryptu za-
mieszczono dodatkowy rozdział 16 z materiałem wykraczającym w większości poza zakres
wykładu. Materiał w skrypcie starano się przedstawić w sposób możliwie elementarny, tak
więc do zrozumienia wykładu jak i skryptu wystarcza wiedza z podstawowych kursowych
wykładów z pierwszych dwóch lat studiów, w szczególności nie trzeba znać materiału z
wykładu z równań różniczkowych cząstkowych. Wszystkie potrzebne wiadomości o rów-
naniach różniczkowych zostaną podane w czasie wykładu.

Semestralny wykład powinien koniecznie objąć rozdziały 3-5, 7, 11-12 i 14-15. Ewentu-
alnie można omówić któreś z następujących zagadnień: równania sztywne z rozdziału 6,
elementy teorii metody elementu skończonego, tzn. rozdział 13, teorię metody różnic
skończonych dla równań eliptycznych, tj. rozdział 8 lub w wersji rozszerzonej także któ-
ryś z rozdziałów 9 lub 10. Rozdział 16 zawiera materiał tylko dla osób zainteresowanych
teorią metody elementu skończonego.

Z uwagi na to, że rozwiązywanie numeryczne równań różniczkowych to obszerny dział
nauki, przedstawiliśmy wybór podstawowych zagadnień różniczkowych, jak i metod ich
numerycznego rozwiązywania. Jeśli chodzi o równania cząstkowe rozważamy tylko mode-
lowe zagadnienia liniowe.

Skrypt zawiera również ćwiczenia teoretyczne i laboratoryjne, jak również wyniki prostych
eksperymentów komputerowych potwierdzających niektóre wyniki teoretyczne.

Rozdział 2 krótko omawia różne typy równań różniczkowych, których metody rozwiązy-
wania omawiamy w kolejnych rozdziałach.

W rozdziałach 3, 4, 5 i 6 przedstawiono niektóre metody rozwiązywania zagadnień począt-
kowych dla równań różniczkowych zwyczajnych, czyli dwie podstawowe klasy schematów
- schematy jednokrokowe i wielokrokowe liniowe wraz z teorią zbieżności tychże schema-
tów. Opisano również schematy dla ważnej klasy zagadnień sztywnych, idee konstruk-
cji schematów ze zmiennym krokiem dyskretyzacji, oraz idee metody strzałów służącej
rozwiązywaniu zagadnień brzegowych. Obszerniejsze informacje dotyczące numerycznego
rozwiązywania równań zwyczajnych można znaleźć w pozycjach w języku polskim w [16],
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[17], [11], [14], a w języku angielskim w monografiach [5], [9] i [10]. Dobrym podręcznikiem
w języku angielskim, poświęconym w dużej części numerycznemu rozwiązywaniu równań
zwyczajnych jest np. część druga [15], czy rozdział 11 w [18].

W rozdziałach 7, 8, 9 i 10 przedstawiono metodę różnic skończonych (MRS) dla modelo-
wego zagadnienia eliptycznego drugiego rzędu w jednym i dwóch wymiarach, wraz z teorią
zbieżności i metodami badania stabilności, zarówno w dyskretnych normach typu maksi-
mum jak i typu L2. Metoda różnic skończonych rozwiązywania zagadnień różniczkowych
cząstkowych jest najprostsza zarówno koncepcyjnie, jak i w praktycznej implementacji.
Dotyczy to szczególnie sytuacji, gdy obszar w którym postawione jest zagadnienie róż-
niczkowe posiada prostą geometrię, np. jest kostką, czy kwadratem. Więcej informacji
dotyczących MRS można znaleźć w pozycjach w języku polskim w [7], a w języku angiel-
skim np. w podręcznikach: [15] lub [20].

W kolejnych rozdziałach 11, 12 i 13 zaprezentowano metodę elementu skończonego (MES),
ponownie dla modelowego zagadnienia różniczkowego eliptycznego drugiego rzędu w jed-
nym i dwóch wymiarach wraz z elementami teorii zbieżności. Metoda elementu skończo-
nego jest dzisiaj podstawową metodą rozwiązywania równań różniczkowych cząstkowych,
z uwagi na uniwersalność, jak i rozwiniętą teorię zbieżności. W dodatkowym rozdziale 16
przedstawiono kilka definicji i własności przestrzeni Sobolewa, jak również niezbędnych
do zrozumienia niektórych szczegółów dowodów zawartych w rozdziale 13. W języku pol-
skim sporo informacji o metodzie elementu skończonego można znaleźć w [7], a w języku
angielskim np. w obszernych podręcznikach: [2], [19], [13] (reprint oryginału z 1987 roku
[12]), czy monografiach np. [4], [6].

W rozdziale 14 omówiono metody konstrukcji schematów rozwiązywania równań parabo-
licznych i hiperbolicznych drugiego rzędu. Ogólnie rzecz ujmując najpierw wprowadzamy
dyskretyzację po zmiennej przestrzennej (np. metodą różnic skończonych lub elementu
skończonego) i otrzymujemy układ równań zwyczajnych, którego rozwiązanie przybliża
wyjściowe zadanie ewolucyjne, następnie powyższy układ równań zwyczajnych możemy
rozwiązać korzystając z jakiejś metody zaprezentowanej w rozdziałach 3,4, 5 tego skryp-
tu. Więcej informacji na ten temat w języku polskim można znaleźć w [7], a w języku
angielskim np. w [15], [19] lub [13].

W rozdziale 15 krótko omówiono kilka prostych metod różnicowych rozwiązywania mo-
delowego równania różniczkowego hiperbolicznego pierwszego rzędu. Więcej informacji
o numerycznych metodach rozwiązywania równań hiperbolicznych można znaleźć np. w
[19], [20], lub w [13].



Rozdział 2

Równania różniczkowe -
wprowadzenie

Przy pomocy równań różniczkowych modelowanych jest wiele różnych zagadnień. Rów-
naniami różniczkowymi nazywamy takie równania, w których szukaną niewiadomą jest
funkcja lub wektor funkcyjny, których pochodne i same funkcję muszą spełniać odpo-
wiednie równania.

2.1 Równania różniczkowe zwyczajne

Najprostszą klasą równań są równania różniczkowe zwyczajne, (ang. ordinary differential
equation), czyli równania postaci:

F

(
t, u,

du

dt
, . . . ,

dku

dtk

)
= 0 (2.1)

na funkcję u ∈ Ck((a, b),Rn) dla F : D → Rn i D zbioru otwartego w R1+(k+1)n. Takie
równanie zwyczajne nazywamy równaniem rzędu k.

Przy założeniu, że ∂F
∂yk

(t̂, ŷ) 6= 0 dla (t̂, ŷ = (t̂, ŷ0, . . . , ŷk), otrzymujemy równanie dające

się rozwikłać względem dku
dtk

, tzn. istnieje funkcja f określona na otoczeniu D1 punktu
(t̂, ŷ0, . . . , ŷk−1) taka, że F (t, y0, . . . , yk−1, f(t, y0, . . . , yk−1)) = 0 na D1. Zatem po rozwi-
kłaniu otrzymujemy nowe równanie:

dku

dtk
= f

(
t, u,

du

dt
, . . . ,

dk−1

dtk−1
u

)
,

którego rozwiązaniem jest funkcja u ∈ Ck((a, b),Rn) i które łatwiej numerycznie rozwią-
zać. Od tej pory będziemy zakładać, że równanie różniczkowe jest w tej postaci. Więcej
informacji na temat metod numerycznych rozwiązywania równań różniczkowych zwy-
czajnych podanych w sposób niejawny, tzn. w postaci (2.1) (zwanymi też równaniami
różniczkowo-algebraicznymi) można znaleźć w [1] lub [3].

Zauważmy, że przez proste podstawienie x = y1 i x(j) = yj+1 dla j = 1, . . . , k − 1

9
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otrzymujemy nowy układ równań pierwszego rzędu:

dy1
dt

= y2
dy2
dt

= y3
...

dyk
dt

= f1(t, y1, . . . , yk),

(2.2)

który jest szczególnym równaniem pierwszego rzędu postaci:

dx

dt
= f(t, x), (2.3)

gdzie funkcja f : (a, b) × G ⊂ R × Rm → Rm jest zadaną funkcją ciągłą. Tutaj G jest
zbiorem otwartym.

Zagadnieniem początkowym (zagadnieniem Cauchy’ego) nazywamy równanie z warun-
kiem początkowym: {

dx
dt

= f(t, x)
x(t0) = x0

(2.4)

gdzie t0 ∈ (a, b), x0 ∈ G jest ustalone.

Rozwiązaniem równania (2.3) nazwiemy funkcję φ klasy C1 określoną na podzbiorze
otwartym (c, d) ⊂ (a, b) taką, że

dφ

dt
(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ (c, d).

Jeśli dodatkowo t0 ∈ (c, d) i φ(t0) = x0, czyli φ spełnia warunek początkowy to φ jest
rozwiązaniem zagadnienia początkowego (2.4). W przyszłości często będziemy oznaczać
rozwiązanie (2.3) jako x(t).

Podamy teraz kilka prostych przykładów zagadnień fizycznych, czy ogólnie przyrodni-
czych modelowanych równaniami różniczkowymi zwyczajnymi.

Przykład 2.1. Najprostszy model populacji danego gatunku zwierząt:

dN
dt

= aN t > t0
N(t0) = x0 > 0

gdzie N(t) - stan populacji w momencie czasu t i a jest stałą większą od zera, szybkością
namnażania się osobników, zależną od gatunku. Tu możemy podać rozwiązania N(t) =
exp(a (t− t0)).

Oczywiście ten model jest nierealistyczny, ponieważ populacja - nawet izolowana - nie
może rosnąc do nieskończoności. Podajmy więc bardziej skomplikowany model wzrostu
logistycznego:

Przykład 2.2. Model logistyczny populacji.

dN
dt

= aN (1−N/K) t > t0
N(t0) = x0 > 0

gdzie a,K są stałymi większymi od zera. K oznacza pojemność populacji, czy górną
granicę populacji. Tu też możemy podać rozwiązania, ale pozostawimy to jako zadanie.



Korzystaj. Nie kopiuj. Nie rozpowszechniaj. 11/161

Przykład 2.3. Rozpad radioaktywnego węgla. Wiemy, że w czasie T połowa atomów
węgla rozpada się. Ilość atomów modelowana jest równaniem:

dx
dt

= −a x t > t0
x(t0) = x0 > 0

,

gdzie a jest szybkością rozpadu, stałą większą od zera. Rozwiązaniem tego równania jest
x(t) = x0 exp(−a (t− t0)).

v

x

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 2.1: Ruch cząsteczki.

Przykład 2.4. Równanie Newtona.

Rozpatrzmy ruch cząsteczki w przestrzeni. Oznaczmy wektory:

• x(t) ∈ R3 położenie cząsteczki w przestrzeni w czasie t,

• v = d2x
dt2

prędkość cząsteczki,

• a = dv
dt

= d2x
dt2

pochodna prędkości, czyli druga pochodna położenia, tj. przyspiesze-
nie.

Jeśli ruch cząsteczki sterowany jest jakąś zewnętrzną siłą

F : D ⊂ R3 → R3

to - zgodnie z prawem dynamiki Newtona - zachodzi następujący związek:

ma = F (x(t)),

gdzie m jest masą cząsteczki. W ten sposób otrzymaliśmy równanie różniczkowe zwane
równaniem Newtona:

d2x

dt2
=
F (x)
m

Jeśli dodatkowo znamy położenie i prędkości cząsteczki, tzn. x(t0) i v(t0) = dx
dt

(t0) w
danym momencie czasu, to możemy wyznaczyć jej położenie po jakimś czasie.

W najprostszym przypadku załóżmy, że działa siła grawitacji skierowana w dół, czyli
wzdłuż osi OX3 (jest to duże uproszczenie, ale dość dobrze modeluje ruch): tzn. siła stała
F (x) = (0, 0,−mg)T . Otrzymujemy wówczas równanie

d2x1
dt2

= 0
d2x2
dt2

= 0
d2x3
dt2

= −mg.



12/161 © Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski, 2022.

Znając położenie i prędkość w chwili t = 0 łatwo je rozwiązać: x1(t) = x1(0) + v1(0) t,
x2(t) = x2(0) + v2(0) t i x3(t) = x3(0) + v3(0) t− 0.5mg t2.

m*g*sin(  )θ

l

θ

m*g [Opis zastępczy obrazka: W]

Rysunek 2.2: Wahadło.

Przykład 2.5. Równanie wahadła.

Wyprowadzamy równanie zgodnie z Rysunkiem 2.2. Ruch powoduje siła F (θ) = − sin(θ)mg,
gdzie m jest masą, g to przyspieszenie ziemskie, a θ jest kątem wychylenia się wahadła.
Długość łuku:

s = l θ

gdzie l to długość wahadła, stąd

ma = m
d2s

dt2
= m

d2θ

dt2
l = − sin(θ)mg

zatem otrzymujemy równanie:
d2θ

dt2
= − sin(θ) g/l.

Sprowadzając je do równania pierwszego rzędu otrzymujemy:

d

dt

(
θ
ν

)
=
(
dθ
dt
dν
dt

)
=
(

ν
− sin(θ) g/l

)
= f

((
θ
ν

))

Możemy naszkicować pole wektorowe tego równania. Tzn. ogólnie jakakolwiek trajektoria
rozwiązania {(θ(t), ν(t))} jest styczna do pola wektorowego zadanego przez prawą stronę
równania f((θ, ν)T ), czyli w naszym przypadku pole wektorowe w punkcie (θ, ν) przyjmuje
wartość (ν,− sin(θ) g/l)T , por. Rysunek 2.3.

2.2 Równania różniczkowe cząstkowe

Ogólnie mówiąc, równania różniczkowe cząstkowe to równania, których rozwiązania są
funkcjami wielu zmiennych, i w których pojawiają się pochodne cząstkowe. Przy nie-
których typach równań wyróżnia się jedną ze zmiennych i oznacza jako czas t; o takich
równaniach mówimy często jako o równaniach ewolucyjnych.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 2.3: Pole wektorowe równania wahadła.

W tym rozdziale wymienimy podstawowe typy równań różniczkowych cząstkowych, które
pojawią się w treści tego skryptu.

Po więcej informacji na temat podstawowych idei i pojęć dotyczących dziedziny matema-
tyki zwanej równaniami różniczkowymi cząstkowymi odsyłamy do obszernego podręcznika
Lawrence’a Evansa [8].

2.2.1 Równania eliptyczne

W przypadku równań eliptycznych nie mamy wyróżnionej zmiennej, ponieważ opisują
one często stany stacjonarne zjawisk fizycznych.

Podstawowym przykładem równania eliptycznego jest

równanie Laplace’a:
−4u(x) = f(x) x ∈ Ω ⊂ Rn,

gdzie 4 =
∑n
k=1

∂2

∂x2
k

i Ω jest obszarem.

Jeśli dołożymy warunek brzegowy, to otrzymamy klasyczne równanie Poissona. Szukamy
tu u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) takiego, że{

−4u(x) = f(x) x ∈ Ω
u(s) = g(s) s ∈ ∂Ω

(2.5)

Zagadnienie z laplasjanem może mieć też inne warunki brzegowe.

To jest podstawowy przykład zagadnienia eliptycznego, zwanego też zagadnieniem sta-
cjonarnym, czy zagadnieniem brzegowym. W szczególności równanie Laplace’a modeluje
rozkład potencjału elektrycznego w R3.
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Zachodzi prawo fizyczne Gaussa:
divE = ρ/ε0,

gdzie div u =
∑3
k=1

∂uk
∂xk

- to operator dywergencji (rozbieżności) pola, E - to natężenie pola
elektrycznego, ρ0 - to gęstość ładunku elektrycznego, ε0 - to przenikalność elektryczna.

Minus gradient potencjału V daje natężenie pola elektrycznego, tzn.

E = −∇V

z tego wynika, że otrzymujemy

divE = div(−∇V ) = −4V.

Jeśli ładunek równy zero, to otrzymujemy równanie Laplace’a:

4V = 0.

Podamy teraz ogólniejszą definicję równania (operatora) eliptycznego drugiego rzędu.
Rozważmy równanie różniczkowe liniowe drugiego rzędu dla ogólnego operatora liniowego
drugiego rzędu L, określonego dla u ∈ C2(G) dla G ⊂ Rn:

Lu = −
n∑

k,l=1

akl(x)
∂2u

∂xk∂xl
(x) +

n∑
k=1

bk(x)
∂u

∂xk
(x) + c(x)u(x) = f(x) (2.6)

gdzie akl, bk, c, f są danymi funkcjami (zazwyczaj ciągłymi) określonymi na obszarze G ⊂
Rn.

Definicja 2.1. Równanie (2.6) (operator L) jest eliptyczne w punkcie x, gdy macierz
A(x) = (akl(x))kl=1,...,n jest dodatnio określona: tzn.:

ξtA(x)ξ > 0 ∀ξ ∈ Rn

Operator L jest eliptyczny w obszarze Ω jeśli L jest eliptyczny w każdym punkcie obszaru
Ω.

Warto wspomnieć, że w praktyce pojawiają się także równania eliptyczne czwartego rzędu,
np. równanie bi-harmoniczne, które modeluje np. wygiętą cienką membranę (czy płytkę)
poprzez zewnętrzną siłę:

42u = f w Ω ⊂ R2,

gdzie 42 = 44 - to operator bi-harmoniczny, u - to odchylenie membrany od położenia
zero, f - to siła wyginająca membranę pionowo do góry. Tutaj też mogą zachodzić warunki
brzegowe różnego typu:

u = g1 ∂nu = g2 na ∂Ω

dla płytki przygiętej (tutaj n - to wektor normalny zewnętrzny do brzegu Ω), czy

u = g na ∂Ω

dla zadania podpartej płytki.
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2.2.2 Równania hiperboliczne pierwszego rzędu

Ogólnie za równanie różniczkowe hiperboliczne pierwszego rzędu uważamy równanie po-
staci:

F

(
x, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

)
= 0 x ∈ Ω ⊂ RN

dla funkcji F : Ω×G ⊂ Ω× R× RN → R i obszaru Ω ⊂ RN .

Dodatkowo dodaje się warunek brzegowy na brzegu lub części brzegu Ω np.:

u = g,

gdzie g - to dana funkcja.

Będą nas w szczególności interesować równania liniowe:

F (x, u,∇u) = ~a(x)T∇u+ b(x)u+ c(x) (2.7)

dla danych funkcji a, b, c : Ω→ R.

Ważnym przykładem jest równanie:

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 t ∈ R x ∈ R

gdzie a - to stała, dla którego znamy rozwiązanie:

u(t, x) = F (at− x)

dla dowolnej funkcji różniczkowalnej w sposób ciągły F .

Dodając warunek początkowy
u(0, x) = φ(x)

dla φ ∈ C1(R) otrzymujemy jednoznaczne rozwiązanie

u(t, x) = φ(at− x).

2.2.3 Równania hiperboliczne drugiego rzędu

Ogólnie równaniem liniowym hiperbolicznym drugiego rzędu nazwiemy równanie:

∂2u

∂t2
− Lu = f t > 0 x ∈ Ω (2.8)

dla operatora L eliptycznego w Ω ⊂ RN . Tutaj utt = ∂2u
∂t2

.

Klasycznym przykładem takiego równania jest równanie falowe:

∂2u

∂t2
−4u = f x ∈ Ω ⊂ RN N = 1, 2, 3.
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Dla prawej strony równej zero, tj. f = 0, nazywamy je jednorodnym równaniem falowym,
a w przeciwnym przypadku nazywamy je niejednorodnym równaniem falowym.

Odpowiada ono drganiu struny (N = 1), membrany (N = 2) i elastycznej bryły (N = 3).
Wartości u(t, x) odpowiadają położeniu np. struny w momencie czasu t, jako że zmienna
t odpowiada czasowi - jest to równanie ewolucyjne.

Aby zadanie posiadało jednoznaczne rozwiązanie należy:

• Podać warunki brzegowe np. typu Dirichleta

u(t, s) = g(t, s) s ∈ ∂Ω

dla danej funkcji g : [0, T ] × ∂Ω → R. Zakładamy, że na brzegu znamy położenie
struny. Gdyby g(t, s) = g(s), to struna czy membrana byłaby zaczepiona.

• Podać warunki początkowe:

u(0, x) = φ(t)
∂u

∂t
(0, x) = ψ(t)

dla danych funkcji określonych na Ω. Warunki początkowe oznaczają, że znamy
położenie i prędkości np. struny w momencie startowym t = 0.

2.2.4 Równania paraboliczne

Równaniem liniowym parabolicznym drugiego rzędu nazywamy równanie:

∂u

∂t
− Lu = f t > 0 x ∈ Ω, (2.9)

gdzie L operator eliptyczny w Ω ⊂ RN .

Klasycznym równaniem parabolicznym jest równanie przewodnictwa ciepła:

∂u

∂t
−4u = f t > 0, x ∈ Ω ⊂ RN N = 1, 2, 3

opisujące rozchodzenie się ciepła w pręcie (N = 1), cienkiej płytce (N = 2), czy bryle
(N = 3). Wartości u(t, x) odpowiadają temperaturze w punkcie x w momencie czasu t.
Jest to równanie ewolucyjne. Aby zadanie było dobrze postawione należy dodać warunek
początkowy u(0, x) = φ(x) w Ω oraz warunki brzegowe np. typu Dirichleta

u(t, s) = g(s) s ∈ ∂Ω

dla danej funkcji g : [0, T ] → ∂Ω co oznacza, że znamy temperaturę na brzegu i tempe-
raturę początkową:

u(0, x) = φ(x)

dla danej funkcji φ określonej na Ω.



Korzystaj. Nie kopiuj. Nie rozpowszechniaj. 17/161

Możemy też na brzegu Ω postawić inne warunki brzegowe np. z pochodną, które odpo-
wiadają temu, że znamy strumień energii wpływającej do płytki, czyli

∂nu(t, s) = h(s) s ∈ ∂Ω.

W jednym wymiarze, tzn. dla Ω = (0, L) i dla równania ze współczynnikiem stałym
a > 0 i f = 0, warunkami brzegowymi u(0) = u(L) = 0 i warunkiem początkowym
u0 = sin(k t π/L) tzn.:

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
w (0, T )× (0, L)

u(0) = u(L) = 0,
u(x, 0) = sin(π x/L) x ∈ (0, L)

znamy rozwiązanie: u(t, x) = exp(−a (π/L)2 t) sin(π x/L), czyli rozwiązanie gaśnie wraz
z upływem czasu.

2.3 Zadania

Ćwiczenie 2.1. Rozpatrzmy zadanie początkowe autonomiczne (tzn. prawa strona rów-
nania nie zależy od t):

dy

dt
= g(x, y)

dx

dt
= f(x, y)

x(t0) = x0 y(t0) = y0

dla f, g ∈ C1(G), G - to obszar, i |f(x0, y0)| > 0 dla pewnego (x0, y0)T ∈ G. Pokaż, że
istnieje otoczenie Ux0 punktu x0 takie, że na tym otoczeniu równanie

dy/dx = f(x, y)/g(x, y) y(x0) = y0

ma rozwiązania ψ(x) takie, że krzywa całkowa tego równania, tzn. zbiór {(x, ψ(x) : x ∈
Ux0} zawarta jest w trajektorii wyjściowego równania, tzn. w zbiorze {(x(t), y(t))} dla
x, y rozwiązań wyjściowego równania.

Rozwiązanie. Z tego, że dx
dt

(t0) = f(x0, y0) 6= 0 i z twierdzenia o funkcji odwrotnej wynika,
że istnieje otoczenie Ux0 , na którym określona jest funkcja t(x) odwrotna do x(t), której
pochodna równa się dt/dx = 1/(dx/dt) = 1/f . Wtedy szukaną funkcją jest złożeniem y(t)
i t(x), czyli ψ(x) := y(t(x)) i zawieranie się krzywej całkowej w trajektorii jest oczywiste.
♦

Ćwiczenie 2.2. Wyprowadź równania ruchu wahadła w postaci:

d2x

dt2
= f(x, y)

d2y

dt2
= g(x, y).

dla (x, y) położenia wahadła (przyjmujemy, że dla θ = 0 zachodzi x = y = 0).

Narysuj powyższe pole wektorowe wahadła w Octavie (funkcja quiver()).
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Wskazówka. Trzeba dokonać rozkładu na odpowiednie składowe jedynej siły, która powo-
duje ruch wahadła czyli −mg sin(θ) stycznej do toru ruchu. Następnie skorzystać z tego
jak wyraża się położenie punktu w terminach θ.

Rozwiązanie. Zauważmy, że (x, y)T = (sin(θ), cos(θ))T i siła działająca poziomo jest rów-
na −mg sin(θ) cos(θ) = −mg x y a działająca pionowo: −mg sin(θ) sin(θ) = −mg x2.
♦

Ćwiczenie 2.3 (Metoda Fouriera). Rozważmy równanie paraboliczne jednowymiarowe:

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) w (0, T )× (0, 1)

z warunkami brzegowymi u(t, 0) = u(t, 1) = 0 i początkowym u(0, x) = u0(x). Załóżmy,
że szukamy rozwiązania postaci:

u(t, x) = f(x)g(t).

Wstaw u takiej postaci do powyższego równania i pokaż, że dostajemy dwa niezależne
równania różniczkowe zwyczajne na f i g. Rozwiąż te równania tzn. znajdź rozwiązania
uogólnione i sprawdź dla jakich u0 możemy wyznaczyć rozwiązanie wyjściowego problemu.

Ćwiczenie 2.4 (Metoda Fouriera). Rozważmy równanie hiperboliczne jednowymiarowe:

∂2u

∂t2
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) w (0, T )× (0, 1)

z warunkami brzegowymi u(0, t) = u(1, t) = 0 i początkowymi u(x, 0) = u0(x) i ∂u
∂t

(x, 0) =
v0(x). Załóżmy, że szukamy rozwiązania postaci:

u(t, x) = f(x)g(t).

Wstaw u takiej postaci do powyższego równania i pokaż, że dostajemy dwa niezależne
równania różniczkowe zwyczajne na f i g. Rozwiąż te równania, tzn. znajdź rozwiązania
uogólnione, czyli rodzinę rozwiązań zależną od stałej, i sprawdź dla jakich u0, v0 możemy
wyznaczyć rozwiązanie wyjściowego problemu.

Ćwiczenie 2.5 (Metoda charakterystyk). Rozpatrzmy równanie różniczkowe pierwszego
rzędu F (x, u,∇u) = 0 dla funkcji F : G × R × Rm → R i G ⊂ Rm. Przyjmijmy, że
szukamy krzywych ~x : (a, b)→ Rm na których można wyznaczyć rozwiązanie. Przyjmijmy
oznaczenia

w(s) = u(x(s))

zj(s) =
∂u

∂xj
(x(s)) j = 1, . . . ,m.

Różniczkując ostatnie równanie otrzymujemy:

dzj
ds

=
m∑
i=1

∂2u

∂xj∂xi
(x(s))

dxi
ds

(2.10)
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a różniczkując po xj wyjściowe równanie widzimy, że

∂F

∂xj
(x, u,∇u) +

∂F

∂w
(x, u,∇u)

∂u

∂xj
+

m∑
i=1

∂F

∂zi
(x, u,∇u)

∂2u

∂xj∂xi
= 0 (2.11)

Treścią zadania jest wykazanie, że definiując krzywą x(s) jako krzywą spełniającą rów-
nanie:

dxi
ds

=
∂F

∂zi
(~x, w, ~z) i = 1, . . . ,m, (2.12)

i korzystając z powyższych równań otrzymujemy, że ~x, w, ~z spełniają następujący układ
równań zwyczajnych:

dxj
ds

=
∂F

∂zj
(~x, w, ~z) j = 1, . . . ,m

dw

ds
=

m∑
i=1

zi
∂F

∂zi
(~x, w, ~z)

dzj
ds

= − ∂F
∂xj

(~x, w, ~z)− zj
∂F

∂w
(~x, w, ~z) j = 1, . . . ,m.

Równania te nazywamy równaniami charakterystyk dla wyjściowego równania pierwszego
rzędu, a krzywe ~x - charakterystykami tego równania.

Wskazówka. Drugie równanie na pochodną, tzn. w, uzyskujemy różniczkując po zmiennej
s równanie w(s) = u(x(s)), a ostatnie równanie otrzymujemy eliminując człon z drugimi
pochodnymi u z (2.10) korzystając z (2.11).

Ćwiczenie 2.6. Wyprowadź równania charakterystyk dla równań liniowych pierwszego
rzędu (2.7) jednorodnych tzn. z c(x) = 0. Oblicz rozwiązania dla równania liniowego
w dwóch wymiarach dla ~a(x) = (1, a2) i a2 stałej, b = c = 0 i warunku brzegowego
u(0, x) = sin(x) dla x ∈ R.



Rozdział 3

Metody dla równań różniczkowych
zwyczajnych

W tym i kilku następnych rozdziałach zajmiemy się schematami rozwiązywania równań
różniczkowych zwyczajnych. Ten rozdział jest poświęcony wprowadzeniu najprostszych
metod (schematów) rozwiązywania równań różniczkowych zwyczajnych.

3.1 Wprowadzenie

Załóżmy, że rozpatrujemy zagadnienie początkowe pierwszego rzędu (zagadnienie Cau-
chy’ego) : {

dx
dt

= f(t, x)
x(t0) = x0

(3.1)

gdzie G ⊂ Rm, f : (a, b)×G→ Rm jest funkcją ciągłą, a t0 ∈ (a, b), x0 ∈ G jest ustalone.

Z ogólnej teorii równań różniczkowych, por. [17] wiadomo, że

Twierdzenie 3.1 (Peano). Jeśli f jest funkcją ciągłą na otoczeniu (t0, x0), to istnieje
rozwiązanie (3.1) określone na pewnym otoczeniu t0.

Jeśli dodatkowo założymy, że f jest funkcją lipschitzowska na otoczeniu (t0, x0) względem
zmiennej x, to możemy pokazać jednoznaczności rozwiązania, tzn. zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie 3.2 (Picarda-Lindelöfa). Jeśli f jest funkcją ciągłą na otoczeniu (t0, x0)
oraz f jest funkcją lipschizowską względem x w pewnej kuli B((t0, x0), δ), tzn.

∃L  0 ∀(t, x), (t, y) ∈ B((t0, x0), δ) ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ¬ L‖x− y‖,

to istnieje c > 0 i x ∈ C1((t0−c, t0 +c), Rn) takie, że x jest jednoznacznym rozwiązaniem
(3.1).

Od tej pory będziemy przyjmować, że funkcja f , zwana też polem wektorowym, spełnia
założenia twierdzenia Picarda-Lindelöfa, tzn. Twierdzenia 3.2, czyli że istnieje jedno-
znaczne rozwiązanie zadania Cauchy’ego na odcinku [t0, T ].

Zauważmy, że każde rozwiązanie jest krzywą styczną do pola wektorowego.

20
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3.2 Równania liniowe ze stałymi współczynnikami

W tym podrozdziale krótko przypomnimy teorie dla ważnej klasy równań różniczkowych
zwyczajnych, tzn. jednorodnych równań liniowych ze stałymi współczynnikami, czyli rów-
nań postaci:

dx

dt
= Ax

gdzie A - to stała macierz n× n, dla których znamy rozwiązania zadania Cauchy’ego:

dx

dt
= Ax x(t0) = x0 (3.2)

Znamy wzór na rozwiązanie tego zadania:

x(t) = eA (t−t0) x0,

gdzie eksponent od macierzy zdefiniowany jest wzorem

exp(B) = eB =
∞∑
k=0

Bk

k!
.

Skorzystamy ze znajomości postaci rozwiązania tej klasy równań w rozdziale 6.

W zależności od postaci Jordana macierzy A można wypisać postać exp(A t), w szczegól-
ności jeśli macierz A jest diagonalizowalna, tzn. istnieje baza wektorów własnych, które
zapisane jako kolumny macierzy V dają:

V ΛV −1 = A

gdzie Λ - to macierz diagonalna z wartościami własnymi macierzy A na diagonali:

Λ =


λ1

. . .
λn

 .
Wtedy wiadomo, że

eA t = V


eλ1t

. . .
eλnt

V −1.

W szczególności jeśli Reλk < 0 dla wszystkich k = 1, . . . , n to każde rozwiązanie spełnia

lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0,

a z kolei jeśli istnieje λk takie, że Reλk > 0, to istnieje rozwiązanie zagadnienia Cauchy’go
z niezerowym warunkiem brzegowym, dla którego

lim
t→+∞

‖x(t)‖ = +∞.
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3.3 Kilka prostych schematów

Załóżmy, że rozpatrujemy zadanie skalarne tzn. m = 1. Chcemy w jakiś sposób przybliżyć
rozwiązanie równania (3.1). Przybliżamy pochodną poprzez iloraz różnicowy dla pewnego
parametru h > 0:

x(t+ h)− x(t)
h

≈ dx

dt
i otrzymujemy otwarty schemat Eulera:

xh(t+ h)− xh(t)
h

= f(t, xh(t))

czy inaczej:
xh(t+ h) = xh(t) + h f(t, xh(t))

znając rozwiązanie w punkcie t0 xh(t0) = x0 możemy wyznaczyć przybliżone rozwiązanie
xh w kolejnych punktach tn = t0 + nh z powyższego wzoru. Ale można też przybliżyć
pochodną biorąc parametr −h w tył :

xh(t)− xh(t− h)
h

≈ dx

dt

i wtedy zastępując pochodną przez taki iloraz otrzymujemy zamknięty schemat Eulera:

xh(t)− xh(t− h)
h

= f(t, xh(t))

czy inaczej:
xh(t+ h) = xh(t) + h f(t, xh(t+ h)).

Proszę zauważyć, że jeśli znamy rozwiązanie w punkcie t0, tzn. xh(t0) = x0, to aby
wyznaczyć kolejne przybliżenia rozwiązania w punktach t = tn = t0+nh należy rozwiązać
równania postaci:

g(y) := y − h f(t, y)− xh(t) = 0 (3.3)

względem y, co sprawia, że zamknięty schemat Eulera może wydać się mało praktyczny
w porównaniu z otwartym schematem Eulera. Dla niektórych równań jest to pozorne.
Zauważmy tylko, że im h mniejsze, tym potencjalnie równanie (3.3) jest łatwiejsze do
rozwiązania (dlaczego?). Przyjrzymy się temu problemowi dokładniej w kolejnych roz-
działach.

W dalszej części wykładu założymy, że chcemy przybliżyć rozwiązanie x(t) na odcinku
[t0, T ], na którym x ∈ Ck([t0, T ]), w dyskretnych punktach czasu:

tn ≡ thn = t0 + nh h > 0.

Często będziemy opuszczali indeks h, o ile to nie będzie powodowało niejasności. Wartość
rozwiązania w punkcie thn, czyli x(tn) będzie przybliżana przez xhn, spełniające odpowiedni
schemat. Wygodnie jest też oznaczać f(thn, x

h
n) = fhn . Górny indeks h będziemy często

opuszczali, jeśli h będzie ustalone.

Tak więc otwarty schemat Eulera możemy zapisać jako:

xn+1 = xn + h fn n > 0 x0 = x(t0), (3.4)
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a zamknięty schemat Eulera możemy zapisać jako:

xn+1 = xn + h fn+1 n > 0 x0 = x(t0). (3.5)

Kolejnym wyprowadzeniem otwartego schematu Eulera (3.4) jest obcięcie rozwinięcia
szeregu Taylora rozwiązania:

x(t+ h) = x(t) +
dx

dt
(t)h+

1
2
d2x

dt2
(t)h2 + . . . (3.6)

Zostawiamy tylko pierwsze dwa człony i otrzymujemy

x(t+ h) ≈ x(t) +
dx

dt
(t)h = x(t) + f(x(t), t)h

czyli wstawiając xn za przybliżenie x(tn), a xn+1 za przybliżenie x(tn + h) = x(tn+1)
otrzymujemy znów otwarty schemat Eulera (3.4). Analogicznie możemy wyprowadzić
zamknięty schemat Eulera (3.5) rozwijając rozwiązanie w t dla h < 0.

Jeszcze innym intuicyjnym wyprowadzeniem schematu otwartego Eulera jest podążanie
za polem wektorowym. Jak wiemy, wykresem rozwiązania równania różniczkowego jest
krzywa styczna do zadanego pola wektorowego f(t, x) spełniająca odpowiedni warunek
początkowy. Zatem znając rozwiązanie przybliżone dla tn tzn. mając xn, możemy wy-
znaczyć xn+1, przybliżenie rozwiązania x(tn+1), biorąc poprawkę w kierunku pola wekto-
rowego tzn.:

xn+1 = xn + h f(xn, tn).

Czyli znów otrzymujemy otwarty schemat Eulera.

Zadajmy pytanie, czy takie schematy są wystarczająco dokładne. Czy one działają sta-
bilnie na dłuższych odcinkach czasu, na których istnieje rozwiązanie?

Sprawdźmy, co się dzieje dla modelowego zadania:

dx

dt
= a x x(0) = 1,

którego rozwiązaniem jest x(t) = eat.

Otwarty schemat Eulera daje nam ciąg:

xhn = xn−1 + h a xn−1 = (1 + h a)xn−1 = (1 + h a)n.

Ustalmy t = hn, czyli h = t/n. Wtedy

xhn = (1 + h a)n = (1 + t a/n)n → eat n→∞.

Dla zamkniętego schematu Eulera otrzymujemy analogicznie:

xhn = xhn−1 + h a xhn,

czyli

xn = (1− h a)−1 xn−1 = (1− a h)−n =
1

(1− a t/n)n
→ 1

e−a t
= ea t.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.1: Otwarty Euler - cztery punkty.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.2: Otwarty Euler - 10 punktów.

Popatrzmy jak te dwa schematy działają (w praktyce) na wykresach dla a = 1 i x(0) =
x0 = 1, por. rysunki 3.1 - 3.4 dla otwartego schematu Eulera i rysunki 3.5 - 3.8 dla
zamkniętego schematu Eulera.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.3: Otwarty Euler - 100 punktów.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.4: Otwarty Euler - na [0,100], 100 punktów.

Zauważmy, że wykres rozwiązania ze schematu Eulera otwartego jest poniżej wykresu
dokładnego rozwiązania, a dla schematu zamkniętego - powyżej, co widać lepiej na ry-
sunku 3.9.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.5: Zamknięty Euler - cztery punkty.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.6: Zamknięty Euler - 10 punktów.

Popatrzmy na przypadek dwuwymiarowy. Weźmy modelowe zadanie wahadła. Dla ma-
łych prędkości możemy przyjąć, że sin(x) ≈ x, stąd otrzymujemy równanie liniowe ze
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.7: Zamknięty Euler - 100 punktów.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.8: Zamknięty Euler - na [0,100], 100 punktów.

stałymi współczynnikami (zlinearyzowane równanie wahadła):

d2x

dt2
= −a x,
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.9: Schematy Euler - na [0,1], 20 punktów.

gdzie x to prędkość kątowa, a a = g/l > 0 dla g wartości przyspieszenia ziemskiego i l
długości wahadła.

Zapisując to równanie jako układ dwóch równań pierwszego rzędu otrzymujemy:

dx
dt

= y
dy
dt

= −a x.

Przyjmijmy, że a = 1.

Znamy rozwiązania:
x(t) = c1 sin(t) + c2 cos(t),

czyli trajektorie rozwiązania zawarte są w okręgach.

A teraz zastosujmy otwarty schemat Eulera do tego równania z warunkiem początkowym
(x(0), y(0))T = (0, 1)T , którego rozwiązaniem jest x(t) = sin(t) z y(t) = cos(t):{

xn+1 = xn + h yn
yn+1 = yn − hxn

n = 0, 1, . . . , N

dla ustalonego h > 0 i T = N h.

Zatem: xn ≈ x(tn) = sin(nh), a yn ≈ y(tn) = cos(nh) z x0 = 0 i y0 = 1

Dla zamkniętego schematu Eulera jest analogicznie:{
xn+1 = xn + h yn+1

yn+1 = yn − hxn+1
n = 0, 1, . . . , N,
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czy równoważnie {
xn+1 − h yn+1 = xn
yn+1 + hxn+1 = yn

n = 0, 1, . . . , N

czyli w każdym kroku dla ustalonego n musimy rozwiązać układ dwóch równań liniowych.

Popatrzmy teraz na rysunki 3.10 - 3.12.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.10: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - rozwiązanie.

Widać, że mimo małego kroku rzędu (h = 1e − 2) wyniki są wyraźnie gorsze niż w
przypadku skalarnym, mimo że wyjściowe równanie różniczkowe jest liniowe.

Rozważmy wyjściowe równanie wahadła, por. Przykład 2.5. Znów przyjmijmy, że g = l
i warunek początkowy x(0) = 0 i y(0) = 1. Wtedy schematy Eulera przybierają odpo-
wiednio formę:

schemat otwarty Eulera:{
xn+1 = xn + h yn
yn+1 = yn + h sin(xn)

n = 0, 1, . . . , N

z x0 = x(0) = 0 i y0 = y(0) = 1. Znając xn, yn otrzymujemy natychmiast wzór na
xn+1, yn+1.

W przypadku schematu zamkniętego Eulera:{
xn+1 = xn + h yn+1

yn+1 = yn − h sin(xn+1)
n = 0, 1, . . . , N

z x0 = x(0) = 0 i y0 = y(0) = 1, musimy w każdym kroku rozwiązać układ równań
nieliniowych: {

xn+1 − h yn+1 = xn
yn+1 + h sin(xn+1) = yn

n = 0, 1, . . . , N
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.11: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - pochodna rozwiązania.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.12: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - trajektoria.

Im h jest bliższe zera, tym układ jest łatwiejszy do rozwiązania.

Można pokazać, że rozwiązanie wyjściowego równania ma trajektorie okresowe, co po-
twierdza wykres na rysunku 3.15 (tu wyliczony przy pomocy dużo dokładniejszego sche-
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matu niż schematy Eulera). W kolejnych rysunkach 3.10- 3.13 - prezentujemy przybliżone
rozwiązania dla nieliniowego równania wahadła, otrzymane przy pomocy obu schematów
Eulera.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.13: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - rozwiązanie.

3.3.1 Absolutna stabilność schematów Eulera

Rozpatrzmy ponownie modelowe zadanie skalarne, ale na długich odcinkach czasu:

dx

dt
= a x, x(0) = 1 a < 0.

Rozwiązaniem jest x(t) = exp(a t) i wtedy limt→+∞ x(t) = 0. Im |a| większe, tym rozwią-
zanie szybciej zbiega do zera.

Rozpatrzmy teraz zastosowanie otwartego i zamkniętego schematu Eulera do rozwiązania
tego zagadnienia. Dla otwartego schematu Eulera wiemy już, że:

xn = (1 + a h)n.

Zauważmy, że przy ustalonym h ciąg przybliżeń xn jest dodatni i zbiega do zera dla
n→ +∞ o ile zachodzi warunek:

h < −1/a.

W przypadku gdy parametr a jest ujemny i o dużym module, warunek ten wymusza to,
że musimy wziąć bardzo małe h, aby otrzymać schematem otwartym Eulera rozwiązanie
przybliżone, które jest dodatnie i malejące do zera, czyli zachowujące się jak rozwiązanie
zagadnienia początkowego: exp(a t).
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.14: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - pochodna rozwiązania.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 3.15: Schematy Eulera dla równania 2-wymiarowego - trajektoria.

Natomiast dla zamkniętego schematu Eulera widzimy, że:

xn = (1− a h)−n.
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Otrzymujemy wtedy, że dla dowolnego a < 0 zachodzi xn > 0 i xn → 0 dla n→ +∞, czyli
nie otrzymujemy żadnego ograniczenia na krok h, co jest istotne, jeśli chcemy rozwiązywać
równanie na długim odcinku czasu.

Schemat zamknięty Eulera można uznać za lepszy od schematu otwartego dla tego za-
gadnienia dla ujemnego a o bardzo dużym module, szczególnie na długim odcinku czasu,
ponieważ nie wymusza żadnych ograniczeń na krok h. Wrócimy do tego problemu w
następnych rozdziałach.
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3.4 Zadania

Ćwiczenie 3.1. Czy rozwiązanie y(x) zagadnienia początkowego:

dy

dx
= y2/3 y(0) = 0.

jest wyznaczone jednoznacznie? Znajdź wszystkie rozwiązania y(x) tego zagadnienia po-
czątkowego. Wskazówka. Jest to równanie o zmiennych rozdzielonych (autonomiczne)
dy
dx

= f(y)g(x) z warunkiem początkowym y(x0) = y0, więc w postaci uwikłanej rozwiąza-
nie ma postać

∫ y
y0

1/f(y)dy =
∫ x
x0
g(x)dx.

Ćwiczenie 3.2 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octavie otwarty schemat Eulera i za-
stosuj go do równania:

dy

dx
= y2/3 y(0) = 0.

na różnych odcinkach czasu np. [0, 1] lub [0, 10] i różnych wartości h np. h = 1e− 1, 1e−
2, 1e − 4. Zmniejszając h sprawdź, czy ten schemat znajdzie rozwiązanie różne od zera.
Następnie weź przybliżenie startowe na poziomie błędu zaokrągleń np. x0 = 10−16 i
sprawdź, jakie schemat znajduje rozwiązania; w szczególności, czy są one różne od zera.

Ćwiczenie 3.3. Rozpatrzmy równanie różniczkowe zwyczajne liniowe jednorodne rzędu
n o stałych współczynnikach:

dnx

dtn
(t) + an−1

dn−1x

dtn−1
(t) + . . .+ a0x(t) = 0.

1. Poprzez podstawienie xk(t) = dkx
dtk

k = 0, . . . , n− 1 sprowadź to równanie do równa-
nia liniowego jednorodnego ze stałą macierzą:

dx

dt
= A~x,

2. Znajdź wielomian charakterystyczny A oraz dla n = 2 postać Jordana tej macierzy
w zależności od tego, jakie wartości własne ma A,

3. Przy założeniu, że A ma n jednokrotnych wartości własnych rzeczywistych, znajdź
eA t i dla n = 2 znajdź rozwiązanie zadania początkowego dla tego równania z
warunkami początkowymi: dkx

dtk
(0) = bk k = 0, . . . , n− 1.

Ćwiczenie 3.4 (częściowo laboratoryjne). Dla n = 2 i macierzy A kolejno [a, 1; 0, a],
[a, 0; 0, b], [a,−b; b, a] dla rożnych wartości parametrów a, b, np. a = 1, b = 10, naszkicuj
na kartce portrety fazowe (wykresy trajektorii) równania jednorodnego:

dx

dt
= A~x

w otoczeniu zera. Naszkicuj pole wektorowe na ekranie korzystając z funkcji octave’a
quiver() i portrety fazowe z pomocą funkcji lsode().
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Ćwiczenie 3.5 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octavie otwarty schemat Eulera i
zastosuj go do równania dy

dx
= a y z y(0) = 1 dla różnych wartości parametru a np.

a = −1e − 3,−100,−1, 1, 10. Narysuj na monitorze wykresy przybliżonych rozwiązań
razem z wykresem rozwiązania dokładnego y(t) = exp(a t).

Ćwiczenie 3.6 (częściowo laboratoryjne). Rozpatrzmy równanie dy
dx

=
(
−20 1
−21 1

)
y. Po-

licz wartości własne macierzy A =
(
−20 1
−21 1

)
i porównaj z wynikiem obliczonym w octa-

vie z użyciem odpowiedniej funkcji np. eig(). Znajdź rozwiązanie ogólne tego równania.
Przy pomocy otwartego schematu Eulera i funkcji octave’a lsode() rozwiąż to równanie z
y(0) = (1, 1)T na odcinku [0, 100] z h = 0.1. Porównaj wyniki rysując wykresy na ekranie
obu rozwiązań i rozwiązania dokładnego, które należy też wyznaczyć.

Wskazówka. Rozwiązanie ogólne - to exp(A t) c, gdzie c wektor stałych a funkcja expm()
octave’a pozwala obliczyć eksponent macierzy.

Ćwiczenie 3.7 (częściowo laboratoryjne). Udowodnij, że przybliżenia rozwiązania ukła-
du równań dx

dt
= y; dy

dt
= −x z x(0) = 1, y(0) = 0, otrzymane za pomocą otwartego (lub

zamkniętego) schematu Eulera, mają normę drugą zbieżną do jeden, tzn.
√

(xn)2 + (yn)2

zbiegają do jeden, dla ustalonego czasu t = nh z h dążącym do zera. Zaimplementuj oba
schematy Eulera dla tego równania w octave (w przypadku zamkniętego schematu Eule-
ra użyj operatora backslash: w każdym kroku czasowym do rozwiązania odpowiedniego
układu dwóch równań liniowych). Naszkicuj na ekranie monitora portret fazowy przy
pomocy plot(), lsode() i obu schematów dla różnych wartości h. Policz wartości normy
drugiej rozwiązań otrzymanych przy pomocy tych schematów i lsode() dla ustalonego
czasu np. t = 1 czy t = 1000 i różnych wartości h.

Ćwiczenie 3.8 (laboratoryjne). Naszkicuj na ekranie monitora portrety fazowe równań
liniowych dy

dx
= Ay = [a, b; c, d]y dla macierzy A o różnych postaciach Jordana przy

pomocy plot(), lsode().



Rozdział 4

Metody dla równań różniczkowych
zwyczajnych - rząd schematów

W tym rozdziale zajmiemy się pewnymi własnościami schematów dla równań różniczko-
wych zwyczajnych. W szczególności przedstawimy pojęcie rzędu schematu oraz zdefiniu-
jemy, co oznacza zbieżność schematu z odpowiednim rzędem.

4.1 Kilka kolejnych schematów

Można postawić pytanie, czy istnieją schematy o wyższej dokładności niż schematy Eu-
lera. Okazuje się, że tak jest i w tym rozdziale przedstawimy kolejne schematy, które
dokładniej przybliżają rozwiązanie wyjściowego problemu różniczkowego.

Dość niska dokładność schematów Eulera, którą zaobserwowaliśmy w eksperymentach z
rozdziału 3 wynika z tego, że pochodną rozwiązania przybliżyliśmy najprostszym ilorazem
różnicowym. W schematach Eulera przybliżamy pochodną poprzez iloraz różnicowy dla
parametru h > 0 i otrzymujemy:∣∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)

h
− dx

dt
(t)

∣∣∣∣∣ = O(h) (4.1)

o ile x ma ciągłą drugą pochodną w otoczeniu t.

Jeśli x jest bardziej regularna, to pochodną można przybliżyć dokładniej, np. poprzez
iloraz różnicowy centralny (pochodna różnicowa centralna)∣∣∣∣∣x(t+ h)− x(t− h)

2h
− dx

dt
(t)

∣∣∣∣∣ = O(h2). (4.2)

Dowód pozostawiamy jako zadanie.

Otrzymujemy w ten sposób:
xn+1 = xn−1 + 2h fn (4.3)

czyli schemat kroku środkowego (midpoint) dla (3.1) .

Schemat midpoint, czyli kroku środkowego, jest dwu-krokowy, tzn. że aby obliczyć xn+1

musimy znać xn i xn−1, czyli trzeba znać x0 i x1.

36
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.1: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,1].

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.2: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10].

Policzmy przy pomocy tego schematu rozwiązanie zagadnienia początkowego:

dx

dt
= a x x(0) = 1
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Na początek weźmy a = 1 i porównajmy z rozwiązaniem; za x1 do naszych testów schema-
tu midpoint weźmiemy dokładną wartość rozwiązania: exp(h), por. rysunek 4.1. Wyraźnie
dokładniejszym okazuje się schemat midpoint.

Można się zastanowić, co się stanie na dłuższym odcinku czasu, por. rysunek 4.2. Okazuje
się, że schemat midpoint dokładniej działa także w tym przypadku.

Schemat ten nie jest jednak w ogóle używany. W kolejnym rozdziale wyjaśnimy dlaczego.

Inną drogą wprowadzenia nowych schematów jest skorzystanie z rozwinięcia rozwiąza-
nia w szereg Taylora: (3.6), tak jak dla schematu Eulera, ale z większą ilością członów.
Otrzymujemy w ten sposób np. schemat Taylora:

x(t+ h) ≈ x(t) +
dx

dt
(t)h+

1
2
d2x

dt2
(t)h2

= x(t) + f(t, x(t))h+
h2

2
(
∂f

∂x
(t, x(t))f(t, x(t)) +

∂f

∂t
(t, x(t))).

Skorzystaliśmy tu z tego, że d2x
dt2

= d
dt
f(t, x(t)) = ∂f

∂x
(t, x(t))dx

dt
(t) + ∂f

∂t
(t, x(t)).

Schemat Taylora, a dokładniej schemat Taylora rzędu dwa, wygląda następująco:

xn+1 = xn + h fn +
h2

2
(∂xfn fn + ∂tfn), (4.4)

gdzie ∂xfn = ∂f
∂x

(tn, xn) i ∂tfn = ∂f
∂t

(tn, xn). W przypadku równania autonomicznego
(f(t, x) = f(x)) schemat się upraszcza i otrzymujemy:

xn+1 = xn + h fn +
h2

2
(∂xfn fn).

Proszę zauważyć, że ogólnie ∂xf(t, x) jest macierzą m × m, a ∂tf(t, x) jest wektorem
wymiaru m, czyli koszt schematu Taylora w przypadku wielowymiarowym dla m > 1 jest
dość duży. Musimy obliczyć w każdym kroku dwa wektory tzn. fn i ∂tfn oraz macierz
∂xfn, wymnożyć tę macierz przez fn i przemnożyć odpowiednie wektory przez h, h2 i
dodać je do siebie. Możemy w ten sposób tworzyć kolejne schematy Taylora o coraz
większej dokładności - jeśli f jest funkcją dostatecznie gładką. Będą to schematy coraz
droższe, szczególnie w przypadku dużego wymiaru m.

Na rysunkach 4.3 i 4.4 widać, że podobnie jak dla schematu midpoint, schemat Taylora
jest dokładniejszy niż schemat Eulera otwarty.

4.1.1 Zbieżność metod - idea

Błąd schematu (ang. global error) np. Eulera otwartego, czy zamkniętego, czy schematu
midpoint zastosowanych do rozwiązywania przybliżonego (3.1) możemy zdefiniować dla
ustalonego t ∈ [t0, T ] jako

Eh(t) = |xhn − x(t)|
dla h = (t− t0)/n, x rozwiązania (3.1) na [t0, T ]. Zbadajmy, jak zachowuje się błąd Eh(t)
wraz ze zmniejszaniem h w ustalonym t. W szczególności, czy maleje do zera.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.3: Rozwiązanie dokładne y′ = y z y(0) = 1, rozwiązanie schematem Taylora i
otwartym schematem Eulera na [0,1] z h = 0.1.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.4: Rozwiązanie dokładne y′ = y z y(0) = 1, rozwiązanie schematem Taylora i
otwartym schematem Eulera na [0,10] z h = 0.1.
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Popatrzmy, co pokazują eksperymenty - zastosowaliśmy otwarty schemat Eulera z różny-
mi krokami do policzenia przybliżenia rozwiązania równania dx/dt = x z x(0) = 1 dla
czasu t = 1, czyli znamy dokładną wartość rozwiązania x(1) = e. Ustaliliśmy h0 = 0.5, a
następnie kolejno je połowiliśmy tzn. 2−1h0, . . . , 2−5h0. Wyniki są w tabeli 4.1.

h otwarty Euler midpoint Taylor
5.0e− 01 −4.7e− 01 −7.8e− 02 −7.0e− 02
2.5e− 01 −2.8e− 01 −2.3e− 02 −2.4e− 02
1.2e− 01 −1.5e− 01 −6.4e− 03 −6.6e− 03
6.2e− 02 −8.0e− 02 −1.7e− 03 −1.7e− 03
3.1e− 02 −4.1e− 02 −4.3e− 04 −4.4e− 04
1.6e− 02 −2.1e− 02 −1.1e− 04 −1.1e− 04
7.8e− 03 −1.1e− 02 −2.7e− 05 −2.8e− 05

Tabela 4.1: Błąd dla schematów: otwartego, Eulera, schematu midpoint i schematu Tay-
lora, przybliżających rozwiązanie dx/dt = x z x(0) = 1 dla t = 1 czyli exp(1).

Widać, że dla schematu Eulera błąd dla zmniejszonego dwukrotnie h maleje dwukrotnie
co sugeruje, że błąd zachowuje się jak O(h), gdy dla schematów midpoint i schematu
Taylora błąd maleje czterokrotnie, czyli zachowuje się jak O(h2).

W schemacie midpoint przybliżamy pochodną różnicą centralną, dla której zachodzi:

(x(t+ h)− x(t− h))/(2h) =
dx

dt
(t) +O(h2)

dla dostatecznie gładkiej funkcji, a w przypadku otwartego schematu Eulera - zwykłym
ilorazem różnicowym

(x(t+ h)− x(t))/(h) =
dx

dt
(t) +O(h).

Przy konstrukcji schematu Taylora wykorzystujemy więcej członów z rozwinięcia roz-
wiązania w szereg Taylora (3.6). Każdy dodatkowy człon z szeregu Taylora powinien
podwyższyć dokładność danego schematu.

Dlatego też wprowadza się pojęcie rzędu lokalnego błędu schematu (ang. local truncation
error), czyli rzędu schematu. Badamy lokalny błąd schematu względem parametru h,
jeśli wstawimy za xn dokładną wartość rozwiązania x(tn). Najpierw zdefiniujmy samo
pojęcie schematu rozwiązywania (3.1), potem zbieżności schematu i rzędu schematu.

Definicja 4.1. Schematem k krokowym rozwiązywania zadania początkowego (3.1) ze
stałym krokiem h > 0 na odcinku [t0, T ]) nazywamy równanie różnicowe:

xn = Φ(h, tn, xn−k . . . , xn−1, xn) n  k (4.5)

z warunkami startowymi x0, . . . , xk−1 dla tn = t0 + nh. Jeśli Φ nie zależy od xn, to
schemat nazywamy otwartym (ang. explicit). W przeciwnym razie - schemat nazywamy
zamkniętym (ang. implicit).

Schematy konstruujemy tak, aby dla ustalonego h zachodziło xn ≈ x(tn).
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Definicja 4.2. Niech x ∈ C1([t0, T )) rozwiązania zagadnienia początkowego (3.1). Błąd
schematu k krokowego postaci (4.5) dla t = t0 + nh ∈ [t0, T ] definiujemy jako

Eh(t) = |xhn − x(t)| (t = t0 + nh),

a błąd globalny (ang. global error) na [t0, T ] jako

Eh = max
n=0,...,N

Eh(thn)

dla N = (T − t0)/h. Schemat jest zbieżny na [t0, T ], jeśli

Eh → 0 h→ 0,

a jest zbieżny z rzędem p (ang. convergent with order p) (rząd błędu globalnego wynosi
p), jeśli dodatkowo

Eh ¬ C hp

dla pewnej stałej C > 0 niezależnej od h (zazwyczaj zależnej od rozwiązania x (3.1) i
T − t0).

Definicja 4.3. Niech x ∈ C1([t0, T )) będzie rozwiązaniem zagadnienia początkowego
(3.1). Dla parametru h > 0 i schematu k krokowego postaci (4.5) błąd lokalny (ang. local
truncation error) definiujemy jako

eh = max
t∈[t0,T−k h]

|x(t+ k h)− Φ(h, t, x(t), . . . , x(t+ k h))|.

Definicja 4.4. Schemat (4.5) jest rzędu p (ang. local truncation error is of order p), jeśli
dla x ∈ Cp+1([t0, T )) rozwiązania zagadnienia początkowego (3.1) zachodzi

eh ¬ C hp+1

dla pewnej dodatniej stałej C niezależnej od h.

Dla otwartego schematu Eulera lokalny błąd schematu jest równy:

eh = max
t∈[t0,T−h]

|x(t+ h)− x(t)− hf(t, x(t))|.

Z rozwinięcia w szereg Taylora widzimy, że:

eh = h max
t∈[t0,T−h]

∣∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)
h

− dx

dt
(t)

∣∣∣∣∣ = O(h2)

o ile x rozwiązanie (3.1) jest klasy C2, czyli schemat ma rząd jeden. Analogicznie można
pokazać, że rząd zamkniętego schematu Eulera jest też jeden, a rząd schematów midpoint
i Taylora wynosi dwa. Wykazanie tego, pozostawimy jako zadanie.
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4.1.2 Schematy Adamsa

Możemy też wyprowadzić schematy korzystając z równoważnej całkowej wersji zagadnie-
nia początkowego (3.1):

x(t+ h) = x(t) +
∫ t+h

t
dx/dt(s)ds = x(t) +

∫ t+h

t
f(s, x(s))ds. (4.6)

To prowadzi do konstrukcji całej rodziny schematów (tzw. schematów Adamsa). Jeśli
wprowadzimy siatkę równomierną z krokiem h > 0, tzn. wprowadzamy {tk}Nk=1 dla thk ≡
tk = t0 + k h, to możemy przybliżyć wartość rozwiązania x(tk) zastępując w (4.6) całką z
jakiejś aproksymacji funkcji f , którą daje się wyliczyć znając wartości fk = f(tk, xk) dla
ustalonej ilości k = n+ 1, n, n− 1, . . ., np. k = n, n− 1, n− 2. Wtedy

xn+1 = xn +
∫ tn+1

tn
P (s)ds,

gdzie P (s) jest jakimś wielomianem przybliżającym f(s, x(s)) zdefiniowanym poprzez
wartości odpowiednie fk dla k ¬ n+ 1.

W przypadku schematów Adamsa, P (t) definiujemy jako odpowiedni wielomian inter-
polacyjny Lagrange’a dla funkcji f z węzłami w punktach tn+j dla j = 1, 0,−1, .. dla
schematu zamkniętego (lub j = 0,−1, .. dla schematu otwartego), spełniający odpowied-
nie warunki interpolacyjne:

P (tn+j) = fn+j = f(tn+j, xn+j)

dla p+ 1 kolejnych indeksów j ¬ 1 dla schematów Adamsa zamkniętych i j < 1 dla sche-
matów Adamsa otwartych. Wtedy otrzymujemy klasę zamkniętych schematów Adamsa-
Moultona postaci:

xn+1 = xn +
1∑

j=−p+1

β̂jfn+j

lub otwartych schematów Adamsa-Bashfortha:

xn+1 = xn +
0∑

j=−p
β̂jfn+j

Przenumerowując indeksy uzyskujemy schemat zamknięty Adamsa-Moultona p krokowy:

xn+p = xn+p−1 + h
p∑
j=0

βjfn+j

lub otwarty p+ 1 krokowy Adamsa-Bashfortha:

xn+p+1 = xn+p + h
p∑
j=0

βjfn+j.

Oczywiście w obu przypadkach βj nie zależą od rozwiązania x, ani od f .

W szczególności dla p = 0, P (t) jest wielomianem interpolacyjnym stałym, zdefiniowanym
przez wartość w jednym punkcie odpowiednio tn czy tn−1. Dla

p = 0 P (s) = fn,
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otrzymujemy schemat otwarty Eulera:

xn+1 = xn +
∫ tn+h

tn
fnds = xn + h fn

Biorąc wartość w punkcie tn+1 uzyskujemy schemat zamknięty Eulera. A dla p = 1, P (s)
jest wielomianem liniowym interpolującym f w punktach tn i tn+1. Wtedy otrzymujemy
schemat trapezów (ang. trapezoidal scheme):

P (s) = h−1 ((tn+1 − s) fn + (s− tn) fn+1),

czyli

xn+1 = xn +
∫ tn+h

tn
P (s)ds = xn + 0.5h (fn + fn+1). (4.7)

Można pokazać, że schemat trapezów jest rzędu dwa.

W przypadku, gdy punkt tn+1 czyli fn+1 nie jest uwzględniony w definicji P (s) tzn.
βp+1 = 0 rozpatrujemy otwarte schematy Adamsa, które też nazywamy schematami
Adamsa-Bashforda, np. schemat otwarty Eulera. W przeciwnym przypadku otrzymu-
jemy schematy zamknięte, które nazywamy schematami Adamsa-Moultona: np. schemat
zamknięty Eulera lub schemat trapezów.

4.1.3 Schematy BDF

Schematy BDF (Backward Differentiation Formula) są niejawne i zbudowane są na zasa-
dzie zastąpienia dx

dt
w punkcie tn+1 = tn +h przez pochodną wielomianu interpolacyjnego

Lagrange’a pk(t) stopnia nie większego niż k > 0 takiego, że

pk(tn+1−j) = xn+1−j j = 0, . . . , k,

tzn.definiujemy

h
d

dt
pk(tn+1) = hf(tn+1, xn+1).

Można pokazać, że 6 kolejnych schematów BDF ma następującą postać:

(schemat niejawny Eulera) xn+1 − xn = hfn+1,

xn+2 −
4
3
xn+1 +

1
3
xn =

2
3
hfn+2,

xn+3 −
18
11
xn+2 +

9
11
xn+1 −

2
11
xn =

6
11
hfn+3,

xn+4 −
48
25
xn+3 +

36
25
xn+2 −

16
25
xn+1 +

3
25
xn =

12
25
hfn+4,

xn+5 −
300
137

xn+4 +
300
137

xn+3 −
200
137

xn+2 +
75
137

xn+1 −
12
137

xn =
60
137

hfn+5,

xn+6 −
360
147

xn+5 +
450
147

xn+4 −
400
147

xn+3 +
225
147

xn+2 −
72
147

xn+1 +
10
147

xn =
60
147

hfn+6.

Schematy dla k > 6 nie są używane z powodu braku stabilności, por. Rozdział 5.2.1.
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4.2 Schematy liniowe wielokrokowe

Definicja 4.5. Dla zadania początkowego (3.1) schematem liniowym wielokrokowym
(ang. linear multistep) - dokładniej k krokowym dla stałego kroku dla h = T−t0

N
nazywamy

równanie różnicowe:
k∑
j=0

αjx
h
n+j = h

k∑
j=0

βjf
h
j+n n  0 (4.8)

z αk 6= 0 i fhj = f(tj, xhj ) dla tj = t0 + j h.

Jeśli βk 6= 0, to schemat nazywamy zamkniętym, a w przeciwnym wypadku mówimy o
schemacie otwartym.

Jeśli znamy xh0 , x
h
1 , . . . , x

h
k−1 to możemy wyliczyć rozwiązanie schematu xhj ≈ x(tj) dla

tj = t0 + j h i j  k (o ile ono istnieje, co w przypadku schematów zamkniętych nie jest
oczywiste).

Zgodnie z Definicją 4.4 schemat liniowy k-krokowy ma rząd p  1 jeśli dla x ∈ Cp+1([t0, T ])
rozwiązania zagadnienia (3.1) dla t ∈ [t0, T ]) takich, że t+k h ¬ T lokalny błąd schematu
spełnia

eh(t) :=

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=0

αjx(t+ j h)− h
k∑
j=0

dx

dt
(t+ j h)

∣∣∣∣∣∣ ¬ C hp+1 (4.9)

ze stałą niezależną od C, czyli eh = O(hp+1).

Jeśli za xn weźmiemy wartości rozwiązania w punktach czasu tn, to błąd schematu wynosi
O(hp+1) (dla gładkiego rozwiązania).

Oczywiście schematy Adamsa i BDF opisane w rozdziałach 4.1.2 i 4.1.3 są szczegól-
nym przypadkiem schematów liniowych wielokrokowych. Tak więc schematy: otwarty i
zamknięty Eulera, schemat midpoint, lub schemat trapezów są schematami wielokroko-
wymi liniowymi - w myśl naszej definicji.

W przypadku schematu k krokowego Adamsa mamy dla współczynników z lewej strony
(4.8) zawsze αk = −αk−1 = 1 i αj = 0 j < k, a dla schematów BDF dla współczynników
z prawej strony (4.8) zawsze βk = 1 i βj = 0 j < k.

4.3 Schematy jednokrokowe

W tym podrozdziale wprowadzimy pojęcie schematu jednokrokowego:

Definicja 4.6. Dla zadania początkowego (3.1) schematem jednokrokowym dla stałego
kroku h = T−t0

N
nazywamy równanie różnicowe:

xn+1 = xn + hφ(h, tn, xn, xn+1) n = 0, . . . , N (4.10)

gdzie tj = t0 + j h a φ jest funkcją ciągłą określoną na [0, H)× [t0, T )×Ux0 ×Ux0 dla Ux0
otoczenia x0. Dodatkowo, jeśli φ nie zależy od xn+1, to schemat jednokrokowy nazywamy
otwartym, a w przeciwnym wypadku mówimy o schemacie zamkniętym.
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W przypadku schematów otwartych możemy wyliczyć xn+1 znając xn, natomiast w przy-
padku schematów zamkniętych musimy rozwiązać liniowy, bądź nieliniowy układ równań.
Do tej pory poznaliśmy dwa schematy jednokrokowe (które zarazem są schematami linio-
wymi wielokrokowymi) - czyli oba schematy Eulera i schemat trapezów.

Analogicznie do przypadku schematów liniowych wielokrokowych, zgodnie z Definicją 4.4,
schemat jednokrokowy ma rząd p  1, jeśli dla x ∈ Cp+1([t0, T )) rozwiązania zagadnienia
(3.1) dla 1 ¬ p, h = T−t0

N
i t ∈ [t0, T ]) lokalny błąd schematu spełnia:

eh(t) := |x(t+ h)− x(t)− hφ(h, t,
dx

dt
(t),

dx

dt
(t+ h))| ¬ C hp+1,

ze stałą C niezależną od t, czyli eh = O(hp+1) dla dostatecznie gładkiego rozwiązania.

4.3.1 Schematy Rungego-Kutty

Podstawową klasą schematów jednokrokowych są tzw. schematy Rungego-Kutty lub -
mówiąc krótko - schematy Rungego. Idea ich jest prosta.

Załóżmy, że znamy xn, i chcemy wyliczyć wartość xn+1 ze wzoru uwzględniającego wartość
pola wektorowego nie tylko w xn, ale również w dodatkowym punkcie x̃. Wtedy

xn+1 = F (h, tn, xn, x̃).

Biorąc schemat otwarty Eulera z krokiem h̃ otrzymujemy punkt

x̃ = xn + h̃ f(t, xn),

który, jak wiemy, przybliża x(t + h̃), ale niedokładnie. Możemy policzyć wartość pola
wektorowego f w tym punkcie i następnie, wykorzystując wartość yn = f(tn, xn) i ỹ =
f(tn+h̃, x̃), znaleźć lepsze przybliżenie x(tn+1) - czyli np. za przybliżenie pola wektorowego
wziąć ważoną średnią obu wartości b yn + cỹ dla pewnych ustalonych wag b, c. Możliwości
jest wiele. Pojawia się pytanie: jak oceniać różne konstrukcje F? Można tak dobierać F ,
aby rząd schematu był możliwie duży.

Załóżmy, że h̃ = a h. Wtedy szukamy schematu postaci:

xn+1 = xn + b h fn + c h f(tn + a h, xn + a h f(tn, xn)) (4.11)

tak, aby schemat miał maksymalny rząd.

Rozwijamy rozwiązanie x w szereg Taylora:

x(t+ h)− x(t) = h
dx

dt
(t) + 0.5h2 d

2x

dt2
(t) +O(h3)

i rozwijając ostatni z członów (4.11) w punkcie (t, x) otrzymujemy:

f(t+ a h, x+ a h f(t, x)) = f + a h fx f + a h ft +O(h2)
= f + a h(fx f + ft) +O(h2)

=
dx

dt
+ a h

d2x

dt2
+O(h2).
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Skorzystaliśmy z tego, że d2x
dt2

= d
dt
f(t, x(t)) = fx f + ft. Zatem, wstawiając dwa ostatnie

równania do (4.11) otrzymujemy warunki na to, aby schemat był rzędu dwa:

b+ c = 1
c a = 0.5

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.5: Schemat Heuna w porównaniu ze schematem otwartym Eulera na [0,1] z
h = 0.1.

Tak więc otrzymaliśmy całą rodzinę schematów Rungego-Kutty rzędu dwa, np.:

1. Zmodyfikowany schemat Eulera

xn+1 = xn + h f

(
tn +

h

2
, xn +

h

2
fn

)
(4.12)

dla c = 1, b = 0, a = 0.5,

2. Schemat Heuna
xn+1 = xn +

h

2
(fn + f(tn+1, xn + h fn)) , (4.13)

dla b = c = 0.5; a = 1.

Warto zauważyć, że w niektórych publikacjach wszystkie schematy otwarte Rungego-
Kutty rzędu dwa nazywane są zmodyfikowanym schematem Eulera.

Na rysunkach 4.6 i 4.5 pokazano rozwiązania uzyskane tymi dwoma schematami dla
zadania dx/dt = x z x(0) = 1 na [0, 1]. Widać, że wykresy się pokrywają z wykresem
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.6: Zmodyfikowany schemat Euler w porównaniu ze schematem otwartym Eu-
lera na [0,1] z h = 0.1.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.7: Schemat Heuna na [0,100] i exp(t). Wykres dla t bliskich 100.

rozwiązania. W porównaniu do otwartego schematu Eulera widzimy znaczącą poprawę.
Zobaczmy, co się dzieje na dłuższym odcinku czasu w przypadku schematu Heuna, por.
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rysunek 4.7.

Graficzne wytłumaczenie zmodyfikowanego schematu Eulera

Na rysunku 4.8 zawarliśmy graficzne wytłumaczenie jednego kroku zmodyfikowanego
schematu Eulera.

t

B

t+h

C

D

A

t+h/2

E

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.8: Graficzne wytłumaczenie zmodyfikowanego schematu Eulera.

Punkt A - oznacza (t, x), czyli wcześniej obliczone przybliżenie dla czasu t. Chcemy wy-
znaczyć przybliżenie dla czasu t+h. Otwarty schemat Eulera w jednym kroku przyjmuje
za różnicę między kolejnymi punktami h f(t, x), czyli idzie w kierunku pola wektorowego
w punkcie t, czyli na naszym rysunku daje to punkt C. Z kolei w zmodyfikowanym sche-
macie Eulera przyjmujemy za różnicę h pomnożone przez kierunek pola wyznaczonego w
dodatkowym pomocniczym punkcie x̂ = x + 0.5 fn oznaczonym jako B, tzn. idziemy w
kierunku f(t+ 0.5h, x̂) i otrzymujemy w efekcie punkt D.

Na rysunku widać, że jeśli nachylenie pola wektorowego mocno się zmienia, to pole w
punkcie B powinno mieć lepszy kierunek niż w A, czy w E. Jest to oczywiście argument
heurystyczny.

Analogicznie konstruuje się schematy Rungego wyższych rzędów poprzez wprowadzenie
większej ilości kroków pośrednich, jak również schematy zamknięte Rungego - dopuszcza-
jąc wartość fn+1 w schemacie.
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[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 4.9: Schematy Rungego rzędu cztery i schemat Heuna rzędu dwa na [0, 1].

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 4.10: Schematy Rungego rzędu cztery i schemat Heuna rzędu dwa na [0, 50] w
skali pół-logarytmicznej.

Podamy kilka wzorów na powszechnie używany otwarty schemat Rungego-Kutty czwar-
tego rzędu.
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Najpierw definiujemy cztery wartości:

K1 = f(tn, xn)
K2 = f(tn + h

2 , xn + h
2 K1)

K3 = f(tn + h
2 , xn + h

2 K2)
K4 = f(tn + h, xn + hK3)

(4.14)

i otrzymujemy ostateczny wzór:

xn+1 = xn +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) (4.15)

schematu rzędu cztery (co oczywiście wymaga dowodu).

Ogólnie dla otwartych schematów Rungego definiujemy:

K1 = f(tn, xn)
K2 = f(tn + c2h, xn + ha21K1)
...
Ks = f(tn + csh, xn + h(as1K1 + . . .+ as,s−1Ks−1))

i otrzymujemy ostateczny wzór:

xn+1 = xn + h(b1K1 + 2 b2K2 + b3K3 + . . .+ bsKs)

Współczynniki definiujące schemat można zapisać w tzw. tabelce Butchera (Butcher ta-
bleau):

0
c2 a21
...

... . . .
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs

Metoda Rungego jest konsystentna jeśli

i−1∑
j=1

aij = ci i = 2, . . . , s.

Nasz schemat można opisać w następujący sposób w takiej tabelce:

0
0.5 0.5
0.5 0 0.5
1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6

Istnieje oczywiście cała rodzina otwartych schematów Rungego-Kutty rzędu cztery. Tu
podaliśmy tylko przykładowy schemat z tej rodziny.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 4.11: Schematy Rungego rzędu cztery i schemat Heuna rzędu dwa na [44, 50].

Popatrzmy jak działa ten schemat w porównaniu ze schematem Heuna dla naszego mo-
delowego zagadnienia dx/dt = x z x(0) = 1.

Na odcinku [0, 1] dla h = 0.1 oba schematy praktycznie pokrywają się z rozwiązaniem,
por. rysunek 4.9. Na rysunku 4.10 widać wykresy rozwiązań na [0, 50] (w skali pół-
logarytmicznej), a na rysunku 4.11 wykres na odcinku [44, 50] - tu już widać, że schemat
rzędu cztery jest jednak znacznie lepszy.

W rozdziale 5.4 przedstawimy metodę eksperymentalną badania rzędu schematu. Przy
okazji zobaczymy ogromną różnicę w dokładności obu schematów, por. Tabela 5.2.

4.4 Zadania

Ćwiczenie 4.1. Udowodnij, że wzory (4.1) i (4.2) są prawdziwe dla funkcji dostatecznie
gładkich.

Wskazówka.Rozwiń funkcje w szereg Taylora.

Ćwiczenie 4.2. Pokaż, że rząd schematów Eulera wynosi jeden, o ile rozwiązanie zadania
Cauchy’ego jest klasy C2.

Ćwiczenie 4.3. Pokaż, że rząd schematu kroku środkowego wynosi k, o ile rozwiązanie
zadania Cauchy’ego jest klasy Ck+1 dla k = 1, 2.

Ćwiczenie 4.4. Znajdź rząd schematu Taylora (4.4) dla rozwiązania dostatecznie gład-
kiego.
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Ćwiczenie 4.5. Znajdź wzór na schemat Taylora rzędu trzy.

Ćwiczenie 4.6. Rozpatrzmy rodzinę schematów:

xn+1 = xn + h (a fn + b fn+1)

Określ rząd schematu w zależności od wartości parametrów a, b. Dla jakich a, b rząd
jest największy? Dla jakich wartości parametrów schemat będzie zamknięty, a dla jakich
otwarty?

Ćwiczenie 4.7. Wyprowadź otwarty dwukrokowy schemat Adamsa bazujący na wielo-
mianie interpolacyjnym stopnia jeden (żeby policzyć xn+2 potrzebujemy h, tn, xn+1, fn i
fn+1, tak jak opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rząd schematu.

Rozwiązanie. Zgodnie z zasadą konstrukcji schematów Adamsa musimy scałkować na
odcinku [tn, tn + h] wielomian liniowy interpolacyjny P1(s) = fn + 1

−h (fn− fn−1)(s− tn).
Otrzymujemy schemat xn+1 = xn + 0.5h (3 fn − fn−1). ♦

Ćwiczenie 4.8. Wyprowadź otwarty trzykrokowy schemat Adamsa bazujący na wie-
lomianie interpolacyjnym stopnia dwa (żeby policzyć xn+3 potrzebujemy h, tn, xn+2 i
fn, fn+1, fn+2, tak jak opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rząd schematu.

Ćwiczenie 4.9. Wyprowadź zamknięty dwukrokowy schemat Adamsa bazujący na wie-
lomianie interpolacyjnym stopnia dwa (żeby policzyć xn+2 potrzebujemy h, tn, xn+1 i
fn, fn+1, fn+2, tak jak opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rząd schematu.

Ćwiczenie 4.10 (średnio trudne). Rozpatrzmy rodzinę schematów:

xn+2 = xn+1 + h (a fn + b fn+1 + c fn+2).

Określ rząd schematu w zależności od wartości parametrów a, b, c. Dla jakich wartości
rząd jest największy? Dla jakich wartości parametrów schemat będzie zamknięty, a dla
jakich otwarty?

Ćwiczenie 4.11 (trudne). Udowodnij, że schemat (4.15) ma rząd cztery.

Ćwiczenie 4.12 (laboratoryjne). Zbadaj eksperymentalnie metodą połowienia kroków
rząd lokalnego błędu schematu dla schematów:

• otwartego schematu Eulera (3.4),

• zamkniętego schematu Eulera (3.5),

• schematu midpoint (4.3),

• schematu Taylora (4.4),

• schematu Heuna (4.13),

• schematu trapezów (4.7),

• zmodyfikowanego schematu Eulera (4.12),
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• schematu Rungego rzędu cztery (4.15).

zastosowanych do modelowego zadania dx
dt

= 1+x2 z x(0) = 0 z rozwiązaniem x(t) = tg(t).
Tzn. dla ustalonego t, np. t = 1 i kolejnych połowionych kroków hk = hk−1

2 = 2−kh0 z

h0 = 1e−1 liczymy lokalny błąd schematu ehk(t), por. (4.9), i następnie stosunek
ehk (t)
ehk+1 (t) .

Jeśliby ten stosunek wynosił w przybliżeniu 2p+1, to lokalny błąd schematu zachowuje
się jak O(hp+1), oznacza to, że schemat posiada rząd p przynajmniej dla tego zadania
początkowego.

Ćwiczenie 4.13. Wyprowadź wzór na trzykrokowy schemat BDF bazujący na wielo-
mianie stopnia dwa. Policz rząd schematu.

Rozwiązanie. Zgodnie z zasadą konstrukcji schematów BDF musimy zróżniczkować wie-
lomian kwadratowy interpolacyjny

p2(s) = xn+1
(t− tn)(t− tn−1)

2h2
+ xn

(t− tn+1)(t− tn−1)
−h2

+ xn−1
(t− tn)(t− tn+1)

2h2

i policzyć wartość tej pochodnej w tn+1, tak jak opisano w rozdziale 4.1.3. Otrzymujemy
schemat 3

2xn+1 − 2xn + 0.5xn−1 = h fn+1. Korzystając z wzoru Taylora pokazujemy, że
schemat ma rząd dwa. ♦



Rozdział 5

Metody dla równań różniczkowych
zwyczajnych - teoria zbieżności

W tym rozdziale przedstawimy teorię zbieżności schematów jednokrokowych i wielokroko-
wych. Rozpatrzymy tylko przypadek skalarny, ale teoria dla układów równań jest analo-
giczna. Wystarczy tylko moduł zastąpić przez jakąś normę w Rm np. normę euklidesową.

5.1 Teoria zbieżności schematów jednokrokowych

Teoria zbieżności schematów jednokrokowych jest teorią odrębną od teorii dla schematów
wielokrokowych liniowych.

Okaże się, że kluczowym pojęciem jest tu zgodność schematu jednokrokowego - inaczej
konsystentność, którą definiujemy następująco:

Definicja 5.1. Schemat jednokrokowy (4.10) jest zgodny (konsystentny), (ang. consi-
stent) jeśli:

• φ jest ciągłą ze względu na wszystkie zmienne

• φ(0, t, x, x) = f(t, x) dla wszystkich (t, x).

• φ jest lipschitzowska ze względu na zmienne xn i xn+1 tzn. istnieje L > 0 takie, że
dla wszystkich x1, x2, y1, y2 ∈ Ux0

|φ(h, t, x1, x2)− φ(h, t, y1, y2)| ¬ L
2∑

k=1

|xk − yk|.

Twierdzenie 5.1 (o zbieżności schematów jednokrokowych). Jeśli rozwiązanie zagadnie-
nia początkowego (3.1) x ∈ Cp+1([t0, T ]), schemat jednokrokowy jest zgodny i jest rzędu
p  1, to ten schemat jest zbieżny z rzędem p.

Dowód. Dowód zostanie tutaj przedstawiony dla prostoty tylko dla schematów otwartych
z rzędem p tj. φ(h, t, x, y) = φ(h, t, x). Dowód w całej ogólności można znaleźć np. w [17].

54
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Oznaczmy przez En = xn − x(tn), czyli błąd pomiędzy obliczonym schematem przy-
bliżeniem rozwiązania dla czasu tn, a dokładną wartością rozwiązania x(tn). Niech
τn = eh(tn) = x(tn+1) − x(tn) − hφ(h, tn, x(tn)), czyli τn to lokalny błąd schematu dla
czasu tn. Wtedy otrzymujemy, że

En = En−1 + h(φ(h, tn−1, xn−1)− φ(h, tn−1, x(tn−1)))− τn−1,

a stąd, korzystając ze zgodności schematu, a dokładniej lipschitzowskości funkcji φ, por.
Definicja 5.1, otrzymujemy

|En| ¬ (1 + h ∗ L)|En−1|+ |τn−1|.

Dalej, poprzez indukcję matematyczną otrzymujemy:

|En| ¬ (1 + h ∗ L)n|E0|+
n−1∑
k=0

(1 + h ∗ L)n−k−1|τk|

Korzystając z tego, że (|1 + x| ¬ e|x|)

(1 + h ∗ L)n ¬ en∗h∗L ¬ eL∗(T−t0)

dla n takich, że h ∗ n ¬ T − t0 widzimy, że

|En| ¬ eL∗(T−t0)(|E0|+
n−1∑
k=0

|τk|)

Zauważmy, że E0 = 0. Widzimy też, że

|τn| ¬ eh.

Ponieważ schemat ma rząd p i x ∈ Cp+1, to eh = O(hp+1) zatem

|En| ¬ eL∗(T−t0)n ∗ eh ¬ eL∗(T−t0)
T − t0
h

O(hp+1) = O(hp).

W szczególności zbieżność z rzędem p oznacza dla ustalonego t ∈ [t0, T ] i n ∗ h = t, że

|xhn − x(t)| = O(hp)→ 0 h→ 0 (n→∞).

Przykład 5.1. Zgodność otwartego schematu Eulera. W zasadzie sprawdzenie
konsystentności (zgodności) schematu jest w tym przypadku oczywiste, ponieważ funkcja
Φ(h, t, x, y) = f(t, x), czyli spełnia założenia zgodności. Dodatkowo wiemy, że schemat
ma rząd jeden, więc jeśli x rozwiązanie zadania początkowego (3.1) należy do C2, to
|xn− x(t)| = O(h) dla n ∗ h = t− t0, co potwierdzają wyniki eksperymentów z tabeli 4.1
w przypadku skalarnym dla równania dx

dt
= x z x(0) = 1.
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5.2 Teoria zbieżności schematów liniowych wielokro-
kowych

Teoria zbieżności dla schematów wielokrokowych liniowych różni się od teorii zbieżności
dla schematów jednokrokowych. Precyzyjniej pisząc - używamy tak samo jak w przy-
padku schematów jednokrokowych pojęcie rzędu schematu, ale równie ważne jest pojęcie
stabilności schematu. Używając nieformalnego języka - stabilność schematu oznacza to,
że błędy z poprzednich kroków się nie kumulują, a wręcz zanikają.

5.2.1 Stabilność, zgodność

Na początku rozważmy dowolny schemat liniowy wielokrokowy (4.8) zastosowany do rów-
nania z polem wektorowym równym zero tzn. do zagadnienia początkowego:

dx

dt
= 0 x(0) = 1,

którego jedynym rozwiązaniem jest rozwiązania stałe x(t) = 1. Nasz schemat staje się
wtedy równaniem różnicowym liniowym jednorodnym o stałych współczynnikach:

αkxn+k + . . . α0xn = 0. (5.1)

Wprowadzając wielomian

ρ(λ) =
k∑
j=0

αjλ
j (5.2)

otrzymujemy, że jeśli ξ 6= 0 jest zerem (pierwiastkiem) wielomianu ρ(λ), to ciąg

xn = ξn n = 0, 1, 2, . . . ,∞

jest rozwiązaniem równania różnicowego. Jeśli zero jest dwukrotne , to otrzymujemy nowe
rozwiązanie związane z tym pierwiastkiem tzn.:

yn = n ∗ ξn−1, n = 0, 1, 2, . . . ,∞.

i tak dalej - jeśli zero jest trzykrotne, to kolejne rozwiązanie:

zn = n ∗ (n− 1) ∗ ξn−2.

W każdym razie - co ważne - jeśli jakiś pierwiastek ρ(λ) ma moduł |ξ| > 1 lub |ξ| = 1,
ale krotność pierwiastka jest większa od jeden, to istnieją rozwiązania nieograniczone, a
dokładnie, zachodzi dla pewnych rozwiązań:

|xn| → +∞ n→∞.

Jeśli pierwiastek |ξ| < 1 to zawsze wszystkie rozwiązania z nim związane spełniają

|xn| → 0 n→∞.
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Podsumowując: jeśli jakiś pierwiastek ma moduł mniejszy od jeden, albo ma moduł jeden i
krotność jeden, to rozwiązania z nim związane są ograniczone. Wydaje się, że wymaganie
żeby wszystkie rozwiązania schematu zastosowanego do równania z prawą stroną równą
zero były ograniczone jest jak najbardziej uzasadnione.

Dlatego w ten sposób definiujemy stabilność (ang. stability) schematu liniowego wielo-
krokowego (4.8):

Definicja 5.2. Schemat (4.8) jest stabilny, jeśli każdy pierwiastek ξ wielomianu ρ(λ) =∑k
j=0 αjλ

j spełnia
|ξ| ¬ 1,

a w przypadku jeśli |ξ| = 1, to krotność pierwiastka ξ wynosi jeden.

Dodatkowo wprowadzamy pojęcie silnej stabilności schematu (ang. strong stability):

Definicja 5.3. Schemat (4.8) jest silnie stabilny, jeśli spełnia Definicję 5.2 stabilności, i
jeśli ξ jest zerem wielomianu ρ(λ) takim, że |ξ| = 1, to ξ = 1.

Pojęcie silnej stabilności nie wpływa na samą teorię zbieżności schematów, ale można się
spodziewać, że schematy silnie stabilne zachowują się lepiej, por. rozdział 5.2.2.

W praktycznych obliczeniach wszystkie używane schematy liniowe wielokrokowe są silnie
stabilne.

Zgodność schematu

Możemy oczekiwać, że jednym z rozwiązań naszego równania różnicowego (5.1) będzie
rozwiązanie stałe: xn = 1, czyli oczekujemy żeby ξ = 1 było pierwiastkiem wielomianu
ρ(λ), tzn. ρ(1) = 0. Ten warunek nazwiemy prezgodnością (ang. preconsistency) schematu.

Dodatkowo rozpatrzmy drugie proste równanie z warunkiem początkowym:

dx

dt
= 1 x(0) = 0,

którego rozwiązaniem jest x(t) = t. Jeśli zastosujemy schemat do tego równania (zawsze
fn = 1), to otrzymujemy następujące liniowe równanie różnicowe o stałych współczynni-
kach:

k∑
j=0

αjx
h
n+j − h ∗

k∑
j=0

βj = 0 n  0.

Dodatkowo wprowadzimy wielomian:

σ(λ) =
k∑
j=0

βjλ
j.

Zakładając, że schemat jest dokładny w tn = n ∗ h dla tego zagadnienia początkowego
tzn. wstawiając xn = x(n ∗ h) = n ∗ h otrzymujemy:

k∑
j=0

αj(n+ j)−
k∑
j=0

βj = n ∗ ρ(1) + ρ′(1)− σ(1) = 0.
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Jeśli założymy, że schemat jest prezgodny, to powyższe równanie daje nam:

ρ(1) = 0 ρ′(1)− σ(1) = 0. (5.3)

Wprowadzamy pojęcie zgodności (konsystentności) schematu liniowego wielokrokowego:

Definicja 5.4. Schemat liniowy wielokrokowy (4.8) jest zgodny (konsystentny), (ang.consistent)
jeśli zachodzi (5.3).

Nie jest trudno pokazać, że ten warunek jest równoważny temu, że rząd schematu jest co
najmniej jeden, tzn. prawdziwe jest następujące stwierdzenie:

Stwierdzenie 5.1. Schemat liniowy wielokrokowy (4.8) jest zgodny wtedy i tylko wtedy,
gdy rząd schematu wynosi co najmniej jeden.

Dowód pozostawiamy jako zadanie, por. ćwiczenie 5.14.

Zbieżność

Twierdzenie 5.2 (o zbieżności schematów wielokrokowych). Jeśli rozwiązanie zagadnie-
nia początkowego x ∈ Cp+1([t0, T ]), schemat liniowy k-krokowy jest rzędu p dla p  1 i
jest stabilny, oraz wartości startowe xhj dla j = 0, . . . , k − 1 spełniają nierówność:

max
j=0,...,k−1

|x(thj )− xhj | ¬ Chp

dla pewnej stałej nieujemnej C niezależnej od h, to ten schemat jest zbieżny z rzędem p.

Dowód twierdzenia można znaleźć w [5] lub [17].

Przykład 5.2. Zbieżność otwartego schematu Eulera jako schematu liniowego wielokro-
kowego. Wiemy już, że rząd otwartego schematu Eulera wynosi jeden. Wystarczy więc
zbadać stabilność schematu. Wielomian ρ(λ) = λ− 1 zatem ma jeden pierwiastek λ1 = 1
więc schemat jest stabilny, a nawet silnie stabilny. Jeśli rozwiązanie jest klasy C2, to
zbieżność zachodzi z rzędem jeden, co potwierdzają wyniki eksperymentów z tabeli 4.1
w przypadku skalarnym dla równania dx

dt
= x z x(0) = 1.

5.2.2 Stabilność, a silna stabilność

Rozpatrzmy schemat kroku środkowego (4.3), który jest dwukrokowym schematem linio-
wym rzędu dwa (zadanie). Nietrudno sprawdzić, że jest to schemat stabilny, ale nie silnie
stabilny. Rozpatrzmy nasze modelowe równanie liniowe:

dx

dt
= −x t > 0, x(0) = 1,

którego rozwiązanie x(t) jest równe exp(−t). Zastosujmy schemat midpoint biorąc za x1

dokładną wartość rozwiązania xh1 = exp(−h). Narysujmy wykres rozwiązania przybliżo-
nego otrzymanego tym schematem i schematem Eulera otwartym dla h = 0.1 na odcinku
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[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 5.1: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,1] dla dy
dx

= −y; y(0) = 1
z h = 1e− 1.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 5.2: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10] dla dy
dx

= −y; y(0) = 1
z h = 1e− 1.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 5.3: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10] dla dy
dx

= −y; y(0) = 1
z h = 1e− 2.

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 5.4: Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,20] dla dy
dx

= −y; y(0) = 1
z h = 1e− 2.
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[0, 1], por. rysunek 5.1, i potem na [0, 10], por. rysunek 5.2. W tym drugim przypadku
rozwiązanie przybliżone otrzymane schematem midpoint od pewnego momentu przestaje
zachowywać się jak rozwiązanie dokładne exp(−t), tzn. widzimy coraz większe oscylacje.

Weźmy mniejsze h = 0.01. Wtedy na [0, 10] wszystko jest w porządku, ale na odcinku
[0, 20] znów rozwiązanie otrzymane schematem midpoint zaczyna od pewnego momentu
oscylować z coraz większą amplitudą, zamiast maleć do zera. Im h jest mniejsze, tym
odcinek na którym rozwiązanie otrzymane schematem midpoint dobrze aproksymuje roz-
wiązanie równania wyjściowego jest większy, ale zawsze w pewnym momencie pojawi się
zaburzenie numeryczne, por. rysunki 5.3 i 5.4.

Numeryczne zaburzenie wynika właśnie z tego, że schemat nie jest silnie stabilny. Można
wypisać wzór na rozwiązania równania różnicowego zadanego przez schemat midpoint dla
tego równania i wykazać, że po jakimś czasie zawsze pojawią się oscylacje.

Wyniki tu otrzymane nie stoją w jakiekolwiek sprzeczności z teorią zbieżności schematów
liniowych wielokrokowych. Można sprawdzić, że schemat midpoint spełnia założenia tej
teorii dla tego równania, i że na ustalonym odcinku [0, T ] zachodzi zbieżność z rzędem
dwa. W praktyce nie należy stosować schematów, które nie są silnie stabilne, ponieważ
zawsze mogą pojawić się oscylacje po a priori nie znanym czasie, szczególnie kiedy chcemy
rozwiązać równanie na długim odcinku czasu.

5.3 Wartości startowe schematów wielokrokowych

W tym miejscu warto zwrócić uwagę, jak w praktycznych obliczeniach implementować
schematy liniowe wielokrokowe. Aby przy pomocy danego schematu k-krokowego rzędu
p obliczyć xn+k, należy znać poprzednie k przybliżenia xn+k−1, . . . , xn. Czyli aby wy-
startować schemat musimy znaleźć odpowiednio dobre (tzn. takie, że Ej = O(hp), por.
Twierdzenie 5.2) startowe przybliżenia x0, x1, . . . , xk−1. Wartość x0 jest zadana jako wa-
runek początkowy, tzn. możemy przyjąć dany warunek początkowy x0 = x(t0). Natomiast
musimy wyliczyć x1, . . . , xk−1. W praktyce do wyliczenia tych wartości możemy np. za-
stosować k − 1 razy schemat jednokrokowy tego rzędu co najmniej p.

Dla schematu Adamsa-Bashfortha dwukrokowego rzędu dwa za x1 możemy przyjąć x1

obliczone jednym krokiem schematu Heuna. Tu warto zauważyć że musimy zastosować
tylko jeden krok schematu Heuna. Uwzględniając to widzimy, że x1 można by też obliczyć
stosując dowolny schemat jednokrokowy rzędu jeden np. otwarty schemat Eulera. Ogólniej
do obliczenia startowych wartości x1, . . . , xk−1 dla schematu k-krokowego rzędu p można
zastosować schemat jednokrokowy rzędu p− 1 lub większego.

5.4 Eksperymentalne badanie rzędu zbieżności sche-
matów

Rząd zbieżności schematu dla czasu t można badać eksperymentalnie dla ustalonego za-
gadnienia początkowego dx

dt
= f(t, x) z warunkiem początkowym x(0) = x0 i ze znanym

rozwiązaniem x(t) określonym na odcinku [t0, T ] . Możemy wtedy przy pomocy naszego
schematu, np. schematu Heuna, zmodyfikowanego schematu Eulera i otwartego schematu
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h otwarty Euler |en/e2n| Heun |en/e2n| zmod. Euler |en/e2n|
2.5e− 01 4.61e− 02 0.00 1.90e− 03 0.00 6.57e− 03 0.00
1.1e− 01 1.98e− 02 2.33 3.51e− 04 5.40 1.19e− 03 5.53
5.3e− 02 9.23e− 03 2.14 7.63e− 05 4.60 2.56e− 04 4.64
2.6e− 02 4.47e− 03 2.07 1.78e− 05 4.28 5.97e− 05 4.29
1.3e− 02 2.20e− 03 2.03 4.32e− 06 4.13 1.44e− 05 4.14
6.3e− 03 1.09e− 03 2.02 1.06e− 06 4.07 3.55e− 06 4.07
3.1e− 03 5.44e− 04 2.01 2.63e− 07 4.03 8.79e− 07 4.03
1.6e− 03 2.71e− 04 2.00 6.55e− 08 4.02 2.19e− 07 4.02

Tabela 5.1: Eksperymentalne badanie rzędu zbieżności schematów: otwartego Eulera,
Heuna i zmodyfikowanego schematu Eulera poprzez połowienie kroków dla równania
dx
dt

= cos(x)2 z x(0) = 0 dla t = 1, którego rozwiązaniem jest arctan(x). W kolum-
nach o indeksach parzystych jest podany błąd odpowiedniego schematu dla t = 1, a w
kolumnach 3, 5 i 7 są stosunki błędów dla kroku 2 ∗ h podzielone przez błędy dla kroku
h dla odpowiednich schematów.

Eulera obliczać przybliżone wartości xhn dla ustalonego t = thn = t0 + n ∗ h, z połowio-
nym krokiem h: h0, h0/2, . . . , 2−kh0 dla ustalonego h0. Będziemy badać jak zmienia się
błąd w kolejnych krokach, a dokładniej, jak zmienia się stosunek błędów dla kolejnych
połowionych h.

Jeśli błąd dla ustalonego t zachowywałby się jak O(hp), a dokładniej, gdyby en = |xhn −
x(t)| = c ∗ hp +O(hp), to stosunek błędu powinien się zachowywać jak:

‖x2h
n − x(t)‖

‖xh2n − x(t)‖
=
c2php +O(hp+1)
chp +O(hp+1)

≈ 2p h < 1

dla dostatecznie małych h, czyli dla schematów Heuna i zmodyfikowanego schematu Eu-
lera jak cztery, a dla otwartego schematu Eulera jak dwa, a dla schematu rzędu cztery
jak 24 - czyli szesnaście.

W tabeli 5.1 widzimy wyniki eksperymentu dla t = 1 dla schematów: otwartego sche-
matu Eulera, Heuna i zmodyfikowanego schematu Eulera zastosowanych do zagadnie-
nia początkowego dx

dt
= cos(x)2 z x(0) = 0 , którego rozwiązaniem jest arctan(x), czyli

x(1) = arctan(1).

W tabeli 5.2 przedstawiliśmy wyniki tego samego eksperymentu, ale dla schematu Rungego-
Kutty rzędu cztery dla zadania początkowego dx

dt
= x z x(0) = 1 i dla t = 10, czyli z

rozwiązaniem x(10) = exp(10). Skoro schemat jest rzędu cztery, możemy oczekiwać, że
błąd będzie jak O(h4) dla ustalonego t.

Wyniki uzyskane w tabeli 5.2 potwierdzają nasze przypuszczenie. Dla kroku o połowę
mniejszego błąd maleje około 24 = 16 razy dla dostatecznie małych h (im h mniejsze,
tym ten stosunek bliższy jest szesnastu). Przy okazji zauważmy, jak ogromna jest różnica
w błędzie dla schematu rzędu cztery (Rungego-Kutty), a dla schematu Heuna rzędu dwa.
W przypadku tego ostatniego - błąd bezwzględny dla h = 2 ∗ 10−3 jest rzędu 1/10, a dla
tego pierwszego błąd jest rzędu 10−8. Z kolei patrząc na błędy względne, w przypadku
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h Heun |en/e2n| rk4 |en/e2n|
5.3e− 01 5.96e+ 03 9.09e+ 01
2.6e− 01 1.91e+ 03 3.12 6.41e+ 00 14.18
1.3e− 01 5.29e+ 02 3.61 4.24e− 01 15.12
6.3e− 02 1.38e+ 02 3.83 2.73e− 02 15.56
3.1e− 02 3.52e+ 01 3.92 1.73e− 03 15.78
1.6e− 02 8.88e+ 00 3.96 1.09e− 04 15.89
7.8e− 03 2.23e+ 00 3.98 6.81e− 06 15.95
3.9e− 03 5.59e− 01 3.99 4.27e− 07 15.97
2.0e− 03 1.40e− 01 4.00 2.66e− 08 16.02

Tabela 5.2: Eksperymentalne badanie rzędu zbieżności schematów: Heuna i Rungego Kut-
ty rzędu cztery poprzez połowienie kroków dla równania dx

dt
= x z x(0) = 1 dla t = 10. W

kolumnach indeksach parzystych jest podany błąd odpowiedniego schematu dla t = 10, a
w kolumnach 3, i 5 są stosunki błędów dla kroku 2 ∗ h podzielone przez błędy dla kroku
h dla odpowiednich schematów.

schematu Heuna błąd jest na poziomie 10−5, a dla schematu Rungego 10−12, czyli poziom
błędu w arytmetyce podwójnej precyzji praktycznie jest wystarczająco dokładny.

Błędem bezwzględnym nazywamy en, a względnym en/|x(tn)|. W przypadku gdy |x(tn)|
jest bardzo duże lub bardzo małe należy rozpatrywać błąd względny choćby z powodu
własności arytmetyki zmiennopozycyjnej.

5.5 Zadania

Ćwiczenie 5.1. Zbadaj rząd zbieżności zamkniętego schematu Eulera korzystając z teorii
zbieżności dla schematów jednokrokowych.

Ćwiczenie 5.2. Zbadaj rząd zbieżności zamkniętego schematu Eulera korzystając z teorii
zbieżności dla schematów wielokrokowych liniowych. Czy schemat jest silnie stabilny?

Ćwiczenie 5.3. Zbadaj rząd zbieżności schematu trapezów dany wzorem (4.7).

1. korzystając z teorii zbieżności dla schematów jednokrokowych,

2. korzystając z teorii zbieżności dla schematów wielokrokowych liniowych.

Czy schemat jest silnie stabilny?

Ćwiczenie 5.4. Zbadaj rząd zbieżności zmodyfikowanego Eulera i schematu Heuna.

Ćwiczenie 5.5. Zbadaj rząd zbieżności schematu punktu środkowego (ang. midpoint).
Czy schemat jest silnie stabilny?

Ćwiczenie 5.6 (laboratoryjne). Zaimplementuj schematy: otwarty i zamknięty Eulera
w octave i przetestuj rzędy zbieżności eksperymentalnie metodą połowionego kroku, jak
opisano w rozdziale 5.4 dla równania skalarnego dy

dx
= y2; y(0) = 1 oraz dla równania

drugiego rzędu d2y
dx2

= −y z y(0) = 0, dy
dx

(0) = 1.
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Wskazówka. Do rozwiązywania nieliniowego równania przy implementacji schematu za-
mkniętego w każdym kroku możesz użyć funkcji fsolve().

Ćwiczenie 5.7 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat trapezów, por. (4.7), w octave
i przetestuj rząd zbieżności eksperymentalnie metodą połowionego kroku, jak opisano w
rozdziale 5.4 dla równania skalarnego dy

dx
= −y; y(0) = 1 oraz dla równania drugiego rzędu

d2y
dx2

= −y z y(0) = 0, dy
dx

(0) = 1.

Wskazówka. Do rozwiązywania nieliniowego równania w każdym kroku możesz użyć funk-
cji fsolve().

Ćwiczenie 5.8 (laboratoryjne). Zaimplementuj zmodyfikowany schemat Eulera oraz
schemat Heuna w octave i przetestuj rzędy zbieżności eksperymentalnie metodą poło-
wionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4.

Ćwiczenie 5.9 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat Rungego rzędu cztery, dany
wzorem (4.15) w octave i przetestuj rząd zbieżności schematu eksperymentalnie metodą
połowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4.

Ćwiczenie 5.10 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat (ang. midpoint) w octave i
przetestuj rząd zbieżności schematu eksperymentalnie metodą połowionego kroku, jak
opisano w rozdziale 5.4, przyjmując, że x1 = y(t0 + h), czyli jest równe dokładnemu
rozwiązaniu. Dla równania dy

dx
= −y z y(0) = 1 zastosuj schemat na długim odcinku czasu

dla ustalonego h. Czy rozwiązanie zachowuje się tak jak tego oczekujemy? Zmniejsz h i
zobacz czy sytuacja się poprawia?

Ćwiczenie 5.11. Zbadaj rząd, stabilność i rząd zbieżności otwartego dwukrokowego
schematu Adamsa, por. Ćwiczenie 4.7.

Ćwiczenie 5.12 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave otwarty dwukrokowy schemat
Adamsa, por. Ćwiczenie 4.7. Następnie przetestuj eksperymentalnie rząd zbieżności tego
schematu metodą połowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4 dla dy

dt
= −y z y(0) =

−1. Biorąc za x1:

1. x1 = y(h) = e−h czyli rozwiązanie dokładne dla t = h.

2. x1 obliczone schematem Heuna czyli schematem Rungego-Kutty rzędu dwa.

3. x1 obliczone schematem Eulera otwartym czyli schematem rzędu jeden.

Ćwiczenie 5.13. Znajdź dokładne rozwiązanie (yk)∞k=1 schematu różnicowego, który jest
schematem punktu środkowego zastosowanym dla równania dy

dx
= −y. Pokaż, że jeśli

y0 = 1, a y1 różne od jednej konkretnej wartości (co np. odpowiada warunkom startowym
y0 = 1, y1 = exp(−h)), to limn→∞ |yn| = +∞, czyli pojawią się niepotrzebne kumulujące
się zaburzenia numeryczne.

Ćwiczenie 5.14 (trudne). Udowodnij stwierdzenie 5.1.

Wskazówka.Z tego, że rząd schematu jest co najmniej jeden, wynika od razu warunek
zgodności schematu (wystarczy rozważyć oba równania dy

dx
= 0 z y(0) = 1 i dy

dx
= 0 z

y(0) = 0). Natomiast aby pokazać, że ze zgodności schematu wynika to, że rząd schematu
jest większy od jeden, należy zastosować wzór Taylora.
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Ćwiczenie 5.15. Czy schemat Adamsa (por. rozdział 4.1.2) może nie być stabilny, ewen-
tualnie nie być silnie stabilny? Uzasadnij podając ewentualnie kontrprzykład niestabilne-
go (czy nie będącego silnie stabilnym) schematu Adamsa.



Rozdział 6

Sztywność, zmienny krok całkowania
i metoda strzałów

W tym rozdziale zajmiemy się ważnymi schematami rozwiązywania tzw. sztywnych ukła-
dów równań różniczkowych zwyczajnych. Omówimy schematy ze zmiennym krokiem cał-
kowania i metodę strzałów rozwiązywania zadań brzegowych.

6.1 Sztywne równania różniczkowe zwyczajne

Dość trudno jest podać precyzyjnie poprawną matematycznie definicję sztywności dla
dowolnego zadania różniczkowego zwyczajnego. My przyjmiemy definicję pragmatyczną
za [10]:

Definicja 6.1. Równanie różniczkowe zwyczajne nazywamy sztywnym (ang. stiff), jeśli
numeryczne schematy zamknięte, w szczególności metody zamknięte Adamsa, działają
zdecydowanie lepiej niż schematy otwarte przybliżonego rozwiązywania zagadnień po-
czątkowych.

Oczywiście definicja nie jest do końca precyzyjna. Podamy też inne definicje sztywno-
ści (ang. stiffness) np. dla zagadnień liniowych, jakkolwiek powyższa definicja jest dla
nas wygodna, ponieważ podkreśla to, że równania sztywne rozwiązujemy przy pomocy
schematów zamkniętych. Za chwilę podamy kilka przykładów sztywnych równań różnicz-
kowych, aby przekonać się, że pojawiają się one dość często w realistycznych modelach
nauk przyrodniczych, por. rozdział 6.2.

6.1.1 Przypadek skalarny

W rozdziale 3.3.1 już zobaczyliśmy, że dla modelowego zadania skalarnego:

dx

dt
= a ∗ x x(0) = 1 a < 0.

rozwiązanie uzyskane przy pomocy otwartego schematu Eulera zachowuje własności roz-
wiązania x(t) = exp(a∗ t), tzn. jest dodatnie i malejące do zera dla t→ +∞ tylko wtedy,

66
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gdy jest spełniony warunek: h < −1/a. W przypadku gdy |a| jest bardzo duże, waru-
nek ten wymusza, że musimy stosować bardzo małe h. Natomiast rozwiązanie uzyskane
przy pomocy zamkniętego schematu Eulera zachowuje własności powyższe rozwiązania
dla dowolnego h > 0.

Schemat zamknięty Eulera można zatem uznać za lepszy od schematu otwartego dla tego
zagadnienia dla ujemnego a o dużym module.

6.1.2 Przypadek wielowymiarowy

Załóżmy, że rozpatrujemy jednorodne liniowe równanie różniczkowe zwyczajne ze stałymi
współczynnikami:

dx

dt
= A ∗ x x(t0) = ~β,

gdzie A - to macierz o stałych współczynnikach taka, że w pewnej bazie jest ona diago-
nalizowalna, tzn. istnieje macierz nieosobliwa C taka, że

A = CΛC−1

z

Λ =


λ1

λ2
. . .

λN


Załóżmy, że wszystkie λk < 0, wtedy oczywiście rozwiązaniem jest

x(t) = CeΛ(t−t0)C−1~β.

Oznaczmy k-tą kolumnę macierzy C przez ~ck, tzn. C = (~c1, . . . ,~cN), wtedy otrzymujemy:

x(t) =
∑
k

αk~cke
λk(t−t0).

dla ~α = (α1, . . . , αN)T = C−1~β. Jeśli zastosujemy otwarty schemat Eulera do tego
zagadnienia, to analogicznie jak w poprzednim rozdziale otrzymujemy, że

xn = (I + h ∗ A)xn−1 = C(I + h ∗ Λ)C−1xn−1 = C(I + h ∗ Λ)n~α =
∑
k

αk~ck(1 + hλk)n.

Czyli: o ile |λk| >> 1 (λk < 0) tym odpowiednia składowa rozwiązania ~ckeλk(t−t0) szybciej
dąży do zera. Z drugiej strony warunek na to, aby odpowiadająca składowa rozwiązania
dyskretnego otrzymanego otwartym schematem Eulera nie zmieniała znaku i zbiegała do
zera wynosi:

h < 1/|λk|,

czyli jest to warunek ograniczający dopuszczalny zakres wartości h.

Widzimy zatem, że otwarty schemat Eulera dla takiego równania jest zupełnie nieprak-
tyczny na dłuższych odcinkach czasu, ponieważ ograniczenie na h związane jest ze skła-
dowymi rozwiązań, które najszybciej zanikają, czyli na dłuższym odcinku czasu nie mają
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większego wpływu na rozwiązanie. Z kolei dla schematu zamkniętego Eulera nie otrzy-
mujemy żadnych ograniczeń na h, ponieważ:

xn = C(I − h ∗ Λ)−n~α =
∑
k

αk~ck(1− hλk)−n.

Widzimy, że dla tego typu równań schemat otwarty zachowuje się gorzej niż odpowiedni
schemat zamknięty, co jest zgodne z naszą oryginalną definicją sztywności. W ogólnym
przypadku, gdy wszystkie części rzeczywiste wartości własnych macierzy A są ujemne
sytuacja jest analogiczna.

Zatem definiujemy zadanie liniowe jednorodne jako sztywne, jeśli:

1. Reσ(A) ⊂ {x : x < 0}

2.
maxλk∈σ(A) |Reλk|
minλk∈σ(A) |Reλk|

jest duże.

Tutaj σ(A) oznacza zbiór wartości własnych macierzy A. Oczywiście w tej definicji nie
jest doprecyzowane co oznacza «duże», ale łatwo określić, że jeśli stosunek w drugim
punkcie jest równy dziesięć, to układ nie jest sztywny, a jeśli 1020 to układ jest sztywny.
Rozszerza się powyższą definicję sztywności na układy równań nieliniowych przyjmując,
że układ:

dx

dt
= F (t, x)

jest sztywny w obszarze G i dla t z odcinka (a, b) jeśli Jakobian F , czyli DxF (t, x) spełnia
powyższą definicję dla każdego x ∈ G i t ∈ (a, b).

Wadą powyższej definicji sztywności jest to, że nie obejmuje np. układu skalarnego
.
x= a∗x

dla a < 0.

6.2 Przykłady schematów sztywnych

W tym rozdziale podamy kilka przykładów równań sztywnych, por. [10].

6.2.1 Oscylator Van der Pola

Równanie Van der Pola opisujące oscylator z nieliniowym tłumieniem:

d2y

dx2
− a ∗ (1− y ∗ y) ∗ dy

dx
+ y = 0 a > 0,

gdzie a > 0 jest parametrem, dla dużego a > 1 np. a = 1000 powyższe równanie jest
sztywne.
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6.2.2 Reakcje chemiczne

Rozważmy następujące reakcje chemiczne, które symbolicznie opiszemy następująco:

A
0.04→ B (wolna)

B +B
3∗107→ C +B (bardzo szybka)

B + C
104→ A+ C (szybka)

co prowadzi do następującego układu równań różniczkowych zwyczajnych:

A : x′1 = −0.04 ∗ x1 + 104x2 ∗ x3 x1(0) = 1
B : x′2 = 0.04 ∗ x1 − 104x2 ∗ x3 −3 ∗ 107x2

2 x2(0) = 1
C : x′3 = 3 ∗ 107x2

2 x3(0) = 1

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie z pomocą octave’a, że np. schematy otwarte nie
działają najlepiej dla tego problemu.

6.2.3 Równania paraboliczne

Ten przykład jest szczególnym przypadkiem dyskretyzacji równań, których metody dys-
kretyzacji omawiane są później dokładniej w rozdziale 14.

Rozpatrzmy równanie paraboliczne:

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) + f(t, x) x ∈ (0, 1) t ∈ (0, T ]

z warunkami brzegowymi u(t, 0) = u(t, 1) = 0 i początkowym u(0, x) = u0(x).

Dyskretyzując je względem zmiennej przestrzennej x metodą różnic skończonych, tzn.
wprowadzając siatkę xk = k ∗ h dla k = 0, . . . , N z h = 1/N i przybliżając drugą
pochodną przez

∂2u

∂x2
(t, x) ≈ u(t, x− h)− 2 ∗ u(t, x) + u(t, x+ h)

h2
,

otrzymujemy następujący układ równań różniczkowych zwyczajnych:

duk
dt

(t) =
uk−1(t)− 2 ∗ uk(t) + uk+1(t)

h2
+ fk(t) k = 1, . . . , N − 1

z u0(t) = uN(t) = 0 (warunki brzegowe) i warunkiem początkowym uk(0) = u0(k ∗ h) i
fk(t) = f(k ∗ h, t), por. rozdział 14.

Oczekujemy, że uk(t) ≈ u(t, xk) gdzie u(t, x) jest rozwiązaniem wyjściowego problemu.
Nietrudno zauważyć, że powyższy układ równań zwyczajnych można zapisać jako

~u′ = −h−2AN~u+ ~f, ~u(0) = (u0(x1), . . . , u0(xN−1))T

dla ~u = (u1(t), . . . , uN−1(t))T , ~f(t) = (f1(t), . . . , fN−1(t))T i

AN =



2 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1
0 −1 2

 (6.1)
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Można pokazać, że wartości własne AN są dodatnie i

maxλ∈σ(AN ) λ

minλ∈σ(AN ) λ
= O(N2),

czyli układ jest sztywny dla dużych N , czyli małych h.

Dla przykładowych dużych N możemy sprawdzić, czy rzeczywiście tak jest w octave, że
stosunek największej do najmniejszej wartości własnej wynosi ok. 4000 dla N = 100, a
dla N = 103 ten stosunek wynosi ok. 4 ∗ 105. Tu podajemy kod octave obliczający ten
stosunek:

N=100;
A=diag(2∗ones(N,1))−diag(ones(N−1,1),1)−diag(ones(N−1,1),−1);
max(eig(A))/min(eig(A))
#ans = 4133.6
#a teraz dla N=10ˆ3 − co zajmie dluzsza chwile
N=10ˆ3;
A=sparse(diag(2∗ones(N,1)))−sparse(diag(ones(N−1,1),1))−sparse(diag(ones(N−1,1),−1));
ev=eig(A);
max(ev)/min(ev)
#ans = 4.0610e+05

6.3 Schematy zamknięte. Predyktor-korektor

Schematy zamknięte stosujemy dla zadań sztywnych.

Aby obliczyć kolejne przybliżenie xn w schematach zamkniętych, musimy rozwiązać li-
niowy lub nieliniowy układ równań np. dla zamkniętego schematu Eulera:

xn = xn−1 + h ∗ fn,

czyli w każdym kroku musimy rozwiązać układ równań:

g(xn) = 0

dla funkcji g(x) = x− h ∗ f(tn, x)− xn−1.

W ogólności dla zamkniętego schematu k-krokowego liniowego musimy w każdym kroku
rozwiązać układ równań względem xn:

0 = g(xn) = αkxn − h ∗ βkf(tn, xn) +
k−1∑
j=0

αjxn+j−k − h
k−1∑
j=0

βjfn+j−k.

Analogiczna sytuację widzimy dla zamkniętych schematów jednokrokowych. Powyższe
równanie (układ równań) możemy rozwiązać przy pomocy różnych metod np. metody
Newtona, czy jakiejś wersji metody iteracji prostej, zob. np. [?], [?]. Zauważmy, że w
przypadku otwartego schematu Eulera xn jest punktem stałym dla funkcji Gn(x) = h ∗
f(tn, x) + xn−1, czyli naturalne jest zastosowanie następującej metody iteracyjnej: dla
danego x0 liczymy

xk = h ∗ f(tn, xk) + xn−1 = Gn(xk) k = 1, . . . .
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Z odpowiedniej gładkości pola wektorowego f wynika, że x 7→ f(tn, x) jest funkcją lip-
schizowską względem x (lokalnie na K = K(xn−1, ε)) ze stałą Lipschitza Lf i f jest
ograniczona na kuli K, tzn. dla x ∈ K zachodzi ‖f(tn, x)‖ ¬M . Wtedy

∀x ∈ K ‖Gn(x)− xn−1‖ ¬ h ∗ ‖f(tn, x)‖ ¬ h ∗M,

i stała Lipschitza Gn wynosi h ∗ Lf , ponieważ

∀x, y ∈ K ‖Gn(x)−Gn(y)‖ = ‖h ∗ f(tn, x)− h ∗ f(tn, y)‖ ¬ h ∗ Lf‖x− y‖.

Zatem jeśli dla odpowiednio małego h zachodzi h ∗ M < ε i h ∗ Lf ¬ α < 1, to
Gn jest kontrakcją na K. Z tego wynika istnienie xn i zbieżność metody iteracji prostej.
W przypadku innych schematów zamkniętych możemy skonstruować analogiczne wersje
metody iteracji prostych.

Postawmy kwestię - jak dobierać startowe przybliżenie x0.

Pierwsza opcja to: wziąć x0 = xn−1. Z ciągłości rozwiązania wynika, że jeśli h jest do-
statecznie małe, to xn ≈ x(tn) i xn−1 ≈ x(tn − h) są sobie bliskie, a dokładnie zachodzi
‖x(tn − h)− xn‖ ≈ O(h) .

Zastanówmy się, czy można dobrać x0 lepiej?

Istnieje możliwość, żeby za x0 brać przybliżenie x(tn) obliczone jednym krokiem otwartego
schematu tego samego rzędu p co schemat zamknięty (oczywiście zbieżnym z tym samym
rzędem) tzn.

x0 = x̂n = Φ(h, tn, xn−l . . . , xn−1)

gdzie xn−1, . . . , xn−l są obliczone wczesniej naszym schematem zamkniętym, a x̂n =
Φ(h, tn, x̂n−l . . . , x̂n−1) jest dowolnym l- krokowym otwartym schematem zbieżnym z rzę-
dem p, por. (4.5).

Wtedy widzimy, że ‖x0 − x(tn)‖ ≈ O(hp) więc i o ile h dostatecznie małe ‖x0 − xn‖ ≈
O(hp).

W takim przypadku schemat otwarty nazywamy predyktorem, a schemat zamknięty, który
naprawdę stosujemy do rozwiązania zadania początkowego - korektorem. Podsumowując;
nazwy schemat predyktor-korektor używa się względem schematu zamkniętego rzędu p,
zaimplementowanego w ten sposób, że kolejne xhn przybliżenie x(thn) obliczone jest poprzez
zastosowanie w każdym kroku czasowym jakiejś metody iteracyjnej rozwiązywania nieli-
niowego równania (układu równań) z przybliżeniem startowym obliczonym odpowiednim
pojedyńczym krokiem schematu otwartego tego samego rzędu (predyktorem). Metoda
iteracyjna niekoniecznie musi być taka, jak opisana powyżej. Do rozwiązywania nielinio-
wego układu równań można stosować też np. metodę Newtona, czy jeszcze inną metodę
iteracyjną, por. np. [?] lub [18].

W praktyce bierze się odpowiednie pary schematów tego samego rzędu: np. otwarty sche-
mat Eulera za predyktor i zamknięty schemat Eulera za korektor, czy ogólniej - schemat
otwarty Adamsa-Bashfordsa rzędu k za predyktor ze schematem zamkniętym Adamsa-
Moultona rzędu k jako korektorem.

Często bierze się ustaloną ilość kroków metody rozwiązywania równań nieliniowych, np.
jeden krok metody iteracji prostych opisanej powyżej.
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Popatrzmy, jak wygląda przykładowa implementacja schematu predyktor-korektor w
przypadku schematów Eulera: otwartego schematu Eulera wziętego jako predyktor i za-
mkniętego schematu Eulera, który tu pełni rolę korektora dla równania

.
x= 1 + x ∗ x z

x(0) = 0 z rozwiązaniem x(t) = tg(t). Zaimplementowaliśmy powyższy schemat w octave
biorąc jako metodę iteracyjnego rozwiązywania równania nieliniowego w każdym kroku
funkcję octave fsolve():

function x=predkoreuler(f,t0,x0,h,N)
#f − pole wektorowe − funkcja dwóch argumentów f(x,t)
#t0 − czas początkowy
#h − stały krok dla schematu Eulera
#N − ilość kroku schematu
#Funkcja zwraca wektor x długości N+1 taki ze
#X(k,:) jest przybliżeniem rozwiazania w punkcie czasu t0+(k−1)∗h
global xx hh tt
h=hh;
M=length(x0);
X=zeros(N+1,M);
xx=X(1,:)=x0;
tt=t0;
for k=2:N+1,
xp=xx+h∗f(xx,t); #predyktor
g=@(x) x − hh∗f(x,tt) − xx; #funkcja pomocnicza dla zamkniętego schematu Eulera
X(k,:)=xx=fsolve(g,xp); #rozwiązujemy równanie − korektor
tt+=hh;
endfor
endfunction

6.4 Adaptacyjny dobór kroku całkowania

Stałe w twierdzeniach o zbieżności schematów są znacznie zawyżone i dobór kroku cał-
kowania w oparciu o szacowania z tych twierdzeń jest niepraktyczny. Czy można jakoś
oszacować błąd na bieżąco i zmieniać krok całkowania w zależności od tych oszacowań?

Załóżmy, że chcemy użyć konkretnego schematu jednokrokowego rzędu k przybliżone-
go rozwiązywania zadania początkowego (3.1) takiego, że przy założeniu odpowiedniej
gładkości pola wektorowego f otrzymujemy, że błąd metody spełnia dla 0 < h < 1:

ehn = xhn − x(thn) = e(thn)hk +O(hk+1).

dla thn = t0 +n ∗ h ∈ [a, b], x rozwiązania (3.1), xhn rozwiązania przybliżonego obliczonego
naszym schematem i pewnej funkcji e(t). Można pokazać, że tak rzeczywiście jest, i że
funkcja e(t) jest rozwiązaniem odpowiedniego równania różniczkowego. Najważniejsze zaś
jest to, że e(t) nie zależy od h. Oznaczmy przez x(t;h) := xhn rozwiązanie otrzymane
przy pomocy schematu dla ustalonego h i dla t = thn, a przez e(t;h) := ehn oznaczmy błąd
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metody w punkcie t = thn = t0 + n ∗ h.

Wtedy

e(t;h) = e(t)hk +O(hk+1),

e(t;h/2) = e(t)
hk

2k
+O(hk+1).

Postępując podobnie jak w ekstrapolacji Richardsona, jeśli odejmiemy stronami te rów-
ności to otrzymamy:

e(t;h)− e(t;h/2) = x(t;h)− x(t;h/2) = e(t)
hk

2k
(2k − 1) +O(hk+1),

czyli otrzymujemy:

E(x;h/2) :=
x(t;h)− x(t;h/2)

2k − 1
= e(t)

hk

2k
+O(hk+1) ≈ e(t;h/2).

dla h << 1, a zatem:

‖e(t)‖ ≈ ‖E(x;h/2)‖ ∗ 2k

hk
.

Otrzymaliśmy w ten sposób estymator błędu.

Jeśli chcemy otrzymać błąd na poziomie ε i dla pewnego t obliczyliśmy:

‖E(x;h/2)‖ ≈ ‖e(t)‖h
k

2k
≈ ‖e(t;h/2)‖,

to możemy wyliczyć h1, dla którego błąd będzie na poziomie ε, tzn. przyjmując

‖e(t;h1)‖ ≈ ‖e(t)‖hk1 = ε

otrzymujemy

h1 =
(

ε

‖e(t)‖

)1/k

≈ h

2

(
ε

‖E(x;h/2)‖

)1/k

. (6.2)

Następnie możemy zastosować ten schemat z krokiem h1.

Oczywiście adaptacyjną zmianę kroku całkowania (ang. adaptive step control) można
stosować i do zwiększania kroku w celu obniżania kosztu obliczeń.

To znaczy, że jeśli ‖E(x;h/2)‖ > ε, to możemy zmniejszyć krok zgodnie z powyższym
wzorem i wtedy powtarzamy obliczenia z mniejszym krokiem h1. Jeśli ‖E(x;h/2)‖ ¬ ε
to za przybliżenie x(t) weźmiemy x(t;h/2), a do następnego kroku możemy przyjąć nowy
większy krok h1 z (6.2).

Oczywiście zamiast połowienia kroku możemy obliczać x(t;h/q) dla q = 3 lub 4 i wtedy
otrzymujemy analogiczne wzory.

Można też, zamiast stosowania tego samego schematu dwa razy z krokiem h i potem h/2,
obliczać przybliżenie x(t), schematem rzędu k, a potem większego rzędu np. k+ 1, jak to
się dzieje np. w metodzie Rungego-Fehlberga, gdzie stosuje się schematy Rungego-Kutty
czwartego rzędu i Rungego-Kutty piątego rzędu, por. rozdział 17.2 w [?].
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Opiszemy idę takiego podejścia dla 2 schematów: otwartego Eulera i Heuna, zmieniając
rozmiar kroku w każdej iteracji. Rozważymy podejście lokalne tzn, niech x(tn+1) będzie
rozwiązaniem wyjściowego zadania dx

dt
= f(t, x) z warunkiem początkowym x(tn) = xn.

Zauważmy że definiując

K1 = f(tn, xn),
K2 = f(tn + h, xn + h ∗K1),

możemy policzyć przybliżenie x(tn+1) zarówno metodą otwartego Eulera rzędu jeden:

xn+1 = xn + h ∗K1,

jak i Heuna rzędu dwa:
yn+1 = xn + 0.5h ∗ (K1 +K2).

Dla pierwszego mamy, że

E1(tn+1, h) = xn+1 − x(tn+1) = e(t)h2 +O(h3) ≈ e(t)h2,

ważne,że wykonalismy tylko 1 krok metody, a dla drugiej metody rzędu dwa widzimy

x(tn+1)− yn+1 = O(h3).

Pomijając człony rzędu trzy otrzymujemy

Est(h) := xn+1 − yn+1 ≈ e(t)h2 ≈ E1(tn+1, h).

Zatem by otrzymać, ‖E1(tn+1, ĥ)‖ ≈ TOL dla ĥ = s ∗ h przyrównujemy

‖E1(tn+1, ĥ)‖ ≈ ‖e(t)h2s2‖ ≈ ‖Est(h)‖s2 = TOL

co nam daje nowy krok dla

s =

√
TOL

‖Est(h)‖
.

Jeśli s < 1, powtarzamy krok z nowym krokiem sh, w przeciwnym razie, akceptujemy
xn+1 jako przybliżenie rozwiązania dla tn+1 i kolejny krok wykonujemy z nowym większym
sh.

Można też przyjąć, że definiujemy dwie tolerancje TOLmin < TOLmax i jeśli EST (h) >
TOLmax, to bierzemy nowy mniejszy krok h = h/2 i powtarzamy obliczenia ostaniego
kroku, a w przeciwnym razie akceptujemy xn+1 jako przybliżenie x(tn+1), a dodatkowo
sprawdzamy, czy EST (h) < TOLmin, jeśli tak to w kolejnym kroku zwiększamy rozmiar
kroku dwukrotnie h = 2 ∗ h.

Oczywiście w praktyce należałoby też wprowadzić również minimalne i maksymalne wy-
miary kroków, tak by zawsze nasz h spełniał: hmin ¬ h ¬ hmax.

Zauważmy, że estymujemy tylko lokalny błąd E1(tn+1, h), czyli dla jednego kroku sche-
matem otwartym Eulera, jakkolwiek w praktyce można by wziąć yn+1 jako przybliżenie
x(tn+1), w praktyce często lepsze, ale wtedy nic nie wiemy o poziomie błędu.

Pamiętajmy też o tym, że estymujemy tylko błąd jednego kroku, jeśli wykonamy określona
ilość np. N kroków błąd globalny będzie rzędu sumy błedów na każdym kroku, tzn. rzędu
N ∗ TOL.
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6.5 Metoda strzałów

Metoda strzałów (ang. shooting method) służy rozwiązywaniu zadań brzegowych. Rozpa-
trujemy w tym przypadku równanie różniczkowe zwyczajne, w którym część warunków
początkowych zastępujemy liniowymi lub nieliniowymi warunkami brzegowymi, tzn. szu-
kamy funkcji klasy C1 na odcinku [a, b] spełniającej:

dx

dt
= f(t, x), t ∈ (a, b) (6.3)

g(x(a), x(b)) = 0

dla g : U ⊂ Rm × Rm → R2m danej funkcji co najmniej ciągłej.

Proszę zauważyć, że ogólnie takie zadanie nie musi mieć rozwiązania nawet w prostym
przypadku np.

d2x

dt2
= −x x(0) = 0 x(π) = 1.

Rozwiązanie ogólne tego równania to c1 sin(t) + c2 cos(t) i z powyższych warunków brze-
gowych otrzymujemy sprzeczne warunki na c2: c1 sin(0) + c2 cos(0) = c2 = 0 i c1 sin(π) +
c2 cos(π) = −c2 = 1.

Jeśli istnieje rozwiązanie zadania brzegowego (6.3), to oczywiście jest to szczególny przy-
padek rozwiązania zadania początkowego (dla pewnej wartości s):

d2x

dt2
= f(t, x) t ∈ (a, b), (6.4)

x(a) = s.

Dodatkowo wiemy, że jeśli f jest funkcją ciągłą, to wartość rozwiązania powyższego za-
dania początkowego dla t = b, tzn. x(b; s) jest funkcją ciągłą względem s. A jeśli f jest
klasy Ck, to x(b; s) ma taką samą gładkość jak f , por. np. [17].

Jeśli istnieje rozwiązanie (6.3), to dla pewnego s∗ zachodzi g(s, x(b; s∗)) = 0. Sprowadzi-
liśmy zadanie brzegowe do zadania nieliniowego znalezienia pierwiastka układu:

F (s) := g(s;x(b; s)) = 0.

Do rozwiązania tego układu możemy zastosować jakąś metodę rozwiązywania ukła-
dów równań nieliniowych, np. metodę bisekcji (o ile zadanie jest skalarne), czy metodę
Newtona lub iteracji prostych, por. np. [?].

Można się spytać: jak obliczyć wartość F (s) dla danego s. Trzeba obliczyć x(b; s), które
jest wartością rozwiązania zadania początkowego (6.4) dla t = b z warunkiem początko-
wym x(a) = s.

Zwykle nie znamy rozwiązań ogólnych tego równania, więc musimy zastosować jakiś sche-
mat rozwiązywania zadania początkowego.

Dla przykładu zastosowaliśmy metodę strzałów do rozwiązania zadania:

d2y

dx2
= sin(y) y(0) = 1 y(1) = 2.
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[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 6.1: Metoda strzałów - przybliżone rozwiązanie zadania brzegowego: d
2y
dx2

= sin(y)
z y(0) = 1 i y(1) = 2.

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 6.2: Kilka strzałów tzn. wykresów przybliżonych rozwiązań zadania początko-
wego: d2yk

dx2
= sin(yk) z yk(0) = 1 i dyk

dx
(0) = sk dla kolejnych iteracji sk.
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Wykorzystaliśmy metodę rozwiązywania równań zwyczajnych w octave lsode(), w połą-
czeniu z funkcją octave’a rozwiązywania równań nieliniowych fsolve().

Otrzymaliśmy, że dla s = 0.53595 błąd wynosi w przybliżeniu 10−8. Na rysunku 6.1
widzimy wykres rozwiązania, a na rysunku 6.2 widać wykresy przybliżeń rozwiązania,
tzn. rozwiązania zadania początkowego z

.
x= sk dla sk wartości kolejnych iteracji metody

Newtona. Na rysunku 6.3 widzimy wykres funkcji F (s).

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 6.3: Wykres funkcji s 7→ y(1; s) dla y rozwiązania zadania początkowego: d2y
dx2

=
sin(y) z y(0) = 1 i dy

dx
(0) = s.

Niestety metoda strzałów w wielu przypadkach może być bardzo niestabilna. Rozpatrzmy
bardzo proste liniowe zadanie:− d2y

dx2
+y(x) = 0 z warunkami brzegowymi y(0) = y(20) = 1,

dla którego znamy rozwiązanie y(t) = (et−20+e−t)/(1+e−20). Zastosowanie metody strza-
łów z wykorzystaniem standardowej metody rozwiązywania równań zwyczajnych octa-
ve’a, czyli funkcją lsode(), daje rozwiązanie przybliżone, dla którego błąd w t = 20 wyno-
si ok. 190. Wynika to z tego, że wartość rozwiązania zadania początkowego− d2y

dx2
+y(x) = 0

y(0) = 1 y′(0) = s dla t = 20, tzn. y(20; s), jest bardzo niestabilna. Małe zaburzenie s
powoduje ogromną zmianę wyniku. W tym przypadku możemy funkcję y(t; s), wyliczyć
analitycznie, co pozostawiamy jako zadanie. Natomiast zastosowanie metody różnic skoń-
czonych daje dobre wyniki, por. rozdział 7.
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6.6 Zadania

Ćwiczenie 6.1. Rozpatrzmy następujące zadanie brzegowe:

d2x

dt2
(t)− a(t)x(t) = f(t), x(0) = α, x(b) = β.

dla f funkcji C∞.

1. Pokaż, że to zadanie ma jednoznaczne rozwiązanie dla stałego współczynnika a =
Const  0.

2. Przy założeniu, że współczynnik a jest stały, wyznacz wszystkie wartości a, dla
których powyższe zadanie może nie mieć rozwiązania.

3. Pokaż, że jeśli znamy rozwiązania zadania początkowego x1 i x2:

d2x

dt2
(t)− a(t)x(t) = f(t) x(0) = α x′(0) = sk

dla różnych s1 6= s2 takie, że x1(b) 6= x2(b), to możemy wyznaczyć wzór na s od
s1, s2, x1(b), x2(b) takie, że rozwiązanie zadania początkowego dla tego równania z
warunkiem początkowym x(0) = α x′(b) = s będzie rozwiązaniem wyjściowego
zadania brzegowego.

Ćwiczenie 6.2 (laboratoryjne). Rozpatrzmy następujące zadanie brzegowe:

d2x

dt2
(t)− a(t)x(t) = f(t), x(0) = α, x(b) = β

dla a(t)  0.

Zaimplementuj w octave metodę rozwiązywania zadania brzegowego metodą strzałów
korzystając z rozwiązania poprzedniego zadania. W szczególności przetestuj dla a(t) = 1
i f(t) = 0 z warunkami brzegowymi x(0) = x(b) = 1 dla b = 1, 10, 20. Porównaj wynik z
rozwiązaniem dokładnym x(t) = (et−b + e−t)/(1 + e−b).

Wskazówka. Rozwiąż na odcinku [0, b] korzystając z funkcji octave lsode() zadanie począt-
kowe dla tego równania z dwoma różnymi warunkami początkowym xk(0) = α i x′k(0) = sk
dla k = 1, 2 i s1 6= s2. Następnie oblicz s takie, że rozwiązanie zadania początkowego z
x(0) = α i x′(0) = s będzie rozwiązaniem wyjściowego zadania brzegowego.

Ćwiczenie 6.3 (laboratoryjne). Bazując na otwartym schemacie Eulera zaimplementuj
w octave schemat z adaptacyjnym krokiem całkowania korzystający ze wzoru (6.2) w
rozdziale 6.4. Następnie dla równania y′ = −y z y(0) = 1 sprawdź błąd tego schematu
dla t = 1 i t = 100.

Ćwiczenie 6.4 (częściowo laboratoryjne). Wyprowadź wzór analogiczny do (6.2) w roz-
dziale 6.4 dla schematu drugiego rzędu obliczając x(t;h/q) dla q = 3, tzn. wzór na
oszacowanie błędu bazujący na przybliżeniach rozwiązania otrzymanych danym schema-
tem dla h i h/3. Zastosuj otrzymane wzory dla zadania początkowego z poprzedniego
zadania i schematu Heuna.
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Ćwiczenie 6.5. Udowodnij, że macierz AN dana wzorem (6.1) jest symetryczna, nieoso-
bliwa i nieujemnie określona, czyli dodatnio określona.

Wskazówka. Nieujemną określoność najprościej udowodnić z twierdzenia Gerszgorina,
por. [?]. A nieosobliwość macierzy - wprost zakładając, że istnieje niezerowy wektor w
jądrze macierzy i dochodząc do sprzeczności.

Ćwiczenie 6.6 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat predyktor-korektor
biorąc za korektor schemat trapezów rzędu dwa, a za predyktor schemat Heuna. Do roz-
wiązywania nieliniowego układu równań zastosuj funkcję octave’a fsolve(). Przetestuj
rząd takiego schematu metodą połowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4, dla rów-
nania

.
x= 1 + x ∗ x z x(0) = 0 dla t = 1 z rozwiązaniem x(t) = tg(t) i dla równania

wahadła porównując z rozwiązaniem otrzymanym dla równania wahadła przy pomocy
funkcji octave’a lsode().

Ćwiczenie 6.7 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat predyktor-korektor
biorąc za korektor zamknięty schemat Eulera, a za predyktor otwarty schemat Eulera.
Do rozwiązywania nieliniowego układu równań zastosuj swoje metody rozwiązywania
równań nieliniowych tzn.:

1. metodę iteracji prostych, jak opisano w rozdziale 6.3,

2. wielowymiarową metodę Newtona.

Przetestuj rząd takiego schematu metodą połowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4,
dla równania

.
x= 1+x∗x z x(0) = 0 z rozwiązaniem x(t) = tg(t) dla t = 1 i dla równania

wahadła porównując z rozwiązaniem otrzymanym dla równania wahadła przy pomocy
funkcji octave’a lsode(). Porównaj czas i ilość iteracji potrzebne do wyliczenia xn każdą
z tych metod przy tym samym warunku stopu metody.

Wskazówka. Metoda Newtona rozwiązywania G(x) = 0 jest zdefiniowana następująco:
xk+1 = xk + hk dla DG(xk)hk = −G(xk). Układ równań liniowych Ay = b możemy
rozwiązać w octave przy użyciu operatora backslash tzn. y=A \ b.



Rozdział 7

Metoda różnic skończonych dla
równań eliptycznych drugiego rzędu

W tym rozdziale przedstawimy idee metody różnic skończonych na dwóch modelowych
przykładach. Ze wszystkich metod przybliżonego rozwiązywania równań różniczkowych
cząstkowych metoda ta wydaje się najbardziej intuicyjna w konstrukcji. W klasycznym
sformułowaniu danego równania różniczkowego zamiast pochodnych rozpatrujemy ich
przybliżenia. Na zadanej siatce rozpatrujemy przybliżenia pochodnych za pomocą różnic
skończonych, czyli ilorazów różnicowych.

7.1 Modelowe zadanie jednowymiarowe

Rozpatrzmy następujące zagadnienie brzegowe:

Lu(x) = −u′′(x) + c ∗ u(x) = f(x) x ∈ Ω = (a, b), (7.1)
u(a) = α,

u(b) = β

dla nieujemnej stałej c, ustalonego odcinka [a, b] i znanych wartości α, β.

Na podstawie tego modelowego zadania opiszemy ideę metody różnic skończonych (MRS).

Przyjmijmy następujące oznaczenia na różnicę skończoną w przód (ang. forward finite
difference) i różnicę skończoną w tył (ang. backward finite difference) :

∂hu(x) = h−1(u(x+ h)− u(x)), (7.2)
∂hu(x) = h−1(u(x)− u(x− h)).

dla h > 0. Będziemy często opuszczali dolny indeks h, jeśli h będzie ustalone.

Dla ustalonego kroku h > 0 rozważmy następującą aproksymację drugiej pochodnej:

∂∂hu(x) = ∂∂u(x) = ∂∂u(x) =
u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h)

h2
. (7.3)

Nietrudno zauważyć, że jeśli funkcja u jest klasy C4 w otoczeniu x to:

u′′(x) = ∂∂u(x) +O(h2). (7.4)

80
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co pozostawiamy jako zadanie, zob. ćwiczenie 7.1.

Wprowadzając siatkę (ang. mesh), czyli zbiór dyskretny dla h = (b− a)/N :

Ωh = {a+ k ∗ h}Nk=0

z Ωh = {a+k ∗h}N−1
k=1 i ∂Ωh = {a+k ∗h}k=0,N = {a, b}, możemy zdefiniować następujące

zadanie dyskretne: znaleźć uh funkcję określoną na siatce Ωh taką, że

−∂∂uh(x) + c ∗ uh(x) = f(x) x ∈ Ωh (7.5)
u(x) = g(x) x ∈ ∂Ωh (7.6)

Przyjmujemy, że g : ∂Ω→ R przyjmuje wartości g(a) = α i g(b) = β.

Możemy przypuszczać, że uh będzie aproksymowało w jakimś sensie u rozwiązanie zadania
wyjściowego w punktach siatki. Jak porównać uh określone na zbiorze dyskretnym z

[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 7.1: Wykres rozwiązania dokładnego u(x) = sin(x) zadania (7.1) i rozwiązania
przybliżonego (7.5) oznaczonego plusami dla siatki sześciopunktowej .

u określonym na całym domknięciu obszaru? Możemy porównać te funkcje w punktach
siatki licząc błąd:

‖uh − rhu‖∞,h = max
x∈Ωh
|uh(x)− u(x)|

dla rhu funkcji obcięcia (ang. restriction) określonej na siatce, przyjmującej wartości u w
punktach siatki, ale możemy też badać dyskretną normę Euklidesową L2

h, czyli pierwiastek
z sumy kwadratów błędów w punktach siatki przeskalowanych przez h:

‖uh − rhu‖0,h =

√√√√h N∑
k=0

|uh(xk)− u(xk)|2
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 7.2: Wykres rozwiązania dokładnego u(x) = sin(x) zadania (7.1) i rozwiązania
przybliżonego (7.5) oznaczonego plusami dla dwudziestu punktów.

dla xk = a+k ∗h. Popatrzmy na wykres rozwiązania zadania dyskretnego dla c = 0, a =
0, b = π i f(x) = sin(x), dla którego rozwiązaniem jest u(x) = sin(x) dla sześciu punktów
i dla dwudziestu punktów, por. rysunki 7.1 i 7.2. Widać, że dla dwudziestu punktów siatki
rozwiązanie przybliżone pokrywa się z rozwiązaniem dokładnym w punktach siatki.

Będziemy badać błąd w normach ‖ · ‖∞,h i ‖ · ‖0,h dla połowionych kroków, tzn. dla
2−kh0 dla ustalonego h0 = π/10. Wyniki w tabeli 7.1 sugerują, że błędy dyskretne w
obu normach są rzędu dwa, tzn. że ‖rhu − uh‖∞,h = O(h2) i ‖rhu − uh‖0,h = O(h2). W
kolejnych rozdziałach wyjaśnimy dlaczego tak jest. Jak się okaże wyniki eksperymentu są
zgodne z oszacowaniami otrzymanymi teoretycznie.

Przyjmując oznaczenie uk = uh(xk) = uh(a + k ∗ h) otrzymujemy następujący układ
równań liniowych:

u0 = g(a),
1
h2

(−uk−1 + 2 ∗ uk − uk−1) + c ∗ uk = f(xk) = fk k = 1, . . . , N − 1,
uN = g(b).

Wstawiając u0 = g(a) i uN = g(b) do układu równań otrzymujemy następujący układ
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N ‖eh‖∞,h ‖eh‖∞,h/‖e2h‖∞,2h ‖eh‖0,h ‖eh‖0,h/‖e2h‖0,2h

10 8.265e− 03 1.036e− 02
20 2.059e− 03 4.01e+ 00 2.580e− 03 4.01e+ 00
40 5.142e− 04 4.00e+ 00 6.445e− 04 4.00e+ 00
80 1.285e− 04 4.00e+ 00 1.611e− 04 4.00e+ 00
160 3.213e− 05 4.00e+ 00 4.027e− 05 4.00e+ 00
320 8.032e− 06 4.00e+ 00 1.007e− 05 4.00e+ 00
640 2.008e− 06 4.00e+ 00 2.517e− 06 4.00e+ 00
1280 5.020e− 07 4.00e+ 00 6.292e− 07 4.00e+ 00
2560 1.255e− 07 4.00e+ 00 1.573e− 07 4.00e+ 00
5120 3.138e− 08 4.00e+ 00 3.933e− 08 4.00e+ 00

Tabela 7.1: Badanie błędu dyskretnego dla dyskretyzacji różnicami skończonymi zadania
−u′′ = sin(x) dla x ∈ [0, π] z u(0) = u(π) = 0 dla którego znamy rozwiązanie u(x) =
sin(x). W kolumnie drugiej podajemy normę błędu eh = rhu − uh w dyskretnej normie
maksimum, a w kolumnie czwartej w dyskretnej normie L2. W kolumnach trzeciej i piątej
podajemy stosunek odpowiedniej normy błędu dla danego h względem normy błędu dla
2 ∗ h.

równań:

1
h2



2 + c ∗ h2 −1 0 · · · 0

−1 2 + c ∗ h2 −1
...

0 . . . . . . . . . ...
−1 2 + c ∗ h2 −1

0 · · · 0 −1 2 + c ∗ h2





u1

u2
...

uN−2

uN−1

 =



f1 + 1
h2
g(a)

f2
...

fN−2

fN−1 + 1
h2
g(b)

 ,

(7.7)
czyli układ z macierzą trójdiagonalną, który można rozwiązać np. metodą przeganiania

(wersja rozkładu LU dla macierzy trójdiagonalnej) kosztem O(N) dla N ¬ 106, czy nawet
większych N (w zależności od dostępnego komputera).

7.2 Modelowe zadanie dwuwymiarowe

W tym rozdziale rozpatrzymy modelowe zadanie eliptyczne dwuwymiarowe na kwadracie
jednostkowym Ω = [0, 1]2. Zadanie polega na znalezieniu u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) takiego, że

Lu(x) = −4u(x) + c ∗ u(x) = f(x) x ∈ Ω (7.8)
u(s) = g(s) s ∈ ∂Ω,

gdzie 4u =
∑2
k=1

∂2u
∂x2
k
, c jest ustaloną nieujemną stałą, f - to funkcja ciągła na Ω, a g -

to funkcja ciągła na ∂Ω. Zakładamy, że istnieje jednoznaczne rozwiązanie (7.8).

Dla ustalonego kroku h > 0 rozważmy następującą aproksymację drugiej pochodnej cząst-
kowej (por. (7.3)):

∂∂k,hu(x) = ∂∂ku(x) = ∂∂ku(x) =
u(x− h~ek)− 2u(x) + u(x+ h~ek)

h2
. k = 1, 2, (7.9)
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gdzie ~ek jest k-tym wersorem.

Wprowadzamy siatkę (zbiór dyskretny) dla h = 1/N :

Ωh = {(k ∗ h, l ∗ h)}Nk,l=0 (7.10)

i jej odpowiednie podzbiory Ωh = {(k∗h, l∗h)}N−1
k,l=1 ⊂ Ω i ∂Ωh = {(k∗h, l∗h)}k,l=0,N ⊂ ∂Ω.

Definiujemy następujące zadanie dyskretne: chcemy znaleźć uh funkcję określoną na siatce
Ωh taką, że {

−∑k=1,2 ∂∂kuh(x) + c ∗ uh(x) = f(x) x ∈ Ωh,
u(x) = g(x) x ∈ ∂Ωh

(7.11)

Tak, jak w przypadku jednowymiarowym, możemy porównywać błąd w punktach siatki
w dyskretnej normie maksimum:

‖uh − rhu‖∞,h = max
x∈Ωh
|uh(x)− u(x)|

dla rhu zdefiniowanego analogicznie, tzn. funkcji określonej na siatce przyjmującej war-
tości u w punktach siatki lub w dyskretnej normie L2

h:

‖uh − rhu‖0,h =

√√√√√h2
N∑

k,l=0

|uh(xk,l)− u(xk,l)|2

dla xk,l = (k ∗ h, l ∗ h). W Tabeli 7.2 podane są wyniki obliczeń dla dyskretyzacji (7.11)

N ‖zh‖∞,h ‖zh‖∞,h/‖zh‖∞,2h ‖zh‖0,h ‖zh‖0,h/‖zh‖0,2h

10 5.211e− 05 2.789e− 05
20 1.317e− 05 3.96e+ 00 7.011e− 06 3.98e+ 00
40 3.298e− 06 3.99e+ 00 1.755e− 06 3.99e+ 00
80 8.254e− 07 4.00e+ 00 4.389e− 07 4.00e+ 00
160 2.064e− 07 4.00e+ 00 1.097e− 07 4.00e+ 00

Tabela 7.2: Badanie błędu dyskretnego dla dyskretyzacji różnicami skończonymi dwu-
wymiarowego zadania −4u = 2 ∗ sin(x1) ∗ cos(x2) na x ∈ (0, 1)2, dla którego znamy
rozwiązanie u(x) = sin(x1) cos(x2) z odpowiednim warunkiem brzegowym Dirichleta na
∂Ω. W kolumnie drugiej podajemy normę błędu zh = rhu−uh w dyskretnej normie mak-
simum, a w kolumnie czwartej w dyskretnej normie L2. W kolumnach trzeciej i piątej
podajemy stosunek odpowiednich norm dla danego h względem normy błędu dla 2 ∗ h.

zadania (7.8) z c = 0 ze znanym rozwiązaniem u(x) = sin(x) cos(x) i odpowiednio dobra-
nymi f(x, y) = 2 sin(x1) cos(x2) i g(x, y) = u(x, y) dla x na brzegu kwadratu. Stosunki
norm dyskretnych dla danego h względem błędu dla 2 ∗ h sugerują, że w tym przypadku
widzimy rząd zbieżności kwadratowej w obu normach, tzn. że ‖rhu − uh‖∞,h = O(h2) i
‖rhu − uh‖0,h = O(h2), tak samo jak w przypadku jednowymiarowym. Oczywiście ob-
liczenia czyli rozwiązywanie odpowiedniego układu równań liniowych jest teraz bardziej
kosztowne, jako że np. dla N = 160 czyli h = 1/160, otrzymujemy układ równań liniowych
z M = 1592 = 25281 niewiadomymi i z macierzą o M2 = 6.3912∗108 elementach. Jednak
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macierz jest pasmowa - o paśmie szerokości N−1 i o około 4∗M , czyli ma 105 niezerowych
elementów. Zatem możemy jeszcze zastosować specjalne, bezpośrednie metody rozwiązy-
wania układów równań liniowych, takie jak odpowiednia wersja rozkładu LU , por. np.
[?], czy - jeśli trzymamy tę macierz w formacie rzadkim, np. spakowanych kolumn, czy
wierszy - to możemy zastosować jakąś bezpośrednią metodę dla macierzy rzadkich, np.
metodę frontalną, por. [?]. Warto zauważyć, że w tym szczególnym przypadku obszaru
Ω = (0, 1)2 znamy wartości i wektory własne tej macierzy i możemy zastosować spe-
cjalne metody rozwiązywania tego układu równań z wykorzystaniem algorytmu szybkiej
transformaty Fouriera (FFT) (ang. Fast Fourier Transform), por. [7].

Moglibyśmy też rozważyć siatkę Ωh z różnymi rozmiarami hk k = 1, 2 względem obu osi
tzn.:

Ωh = {(k ∗ h1, l ∗ h2)}k=0,...,N ;l=0,...,M

dla h1 = 1/N i h2 = 1/M i jej odpowiednie podzbiory Ωh = Ωh ∩ Ω i ∂Ωh = Ωh ∩ ∂Ω.

Wtedy oczywiście otrzymalibyśmy trochę inny układ równań, ale generalnie o tych samych
właściwościach.

7.2.1 Warunki brzegowe dla obszaru o skomplikowanej geome-
trii

Zauważmy, że dla obszaru Ω = [0, 1]2 możemy tak dobrać kroki siatki, aby otrzymać w
sposób naturalny punkty siatki leżące na ∂Ω. W przypadku obszarów o bardziej skom-
plikowanej geometrii, które nie są prostokątami, czy sumami prostokątów, często nie ma
takiej możliwości. Taka sytuacja ma miejsce np. gdy Ω jest kołem.

Dla dowolnego Ω i naszej aproksymacji różnicowej Laplasjanu wprowadzamy pomoc-
niczą siatkę na R2 postaci Sh = ~x0 + (k ∗ h1, l ∗ h2)k,l∈Z dla x0 ustalonego punktu
i h1, h2 dodatnich kroków. Dla x ∈ Sh i naszego operatora różnicowego Lhuh(x) =
−∑k=1,2 ∂∂kuh(x) + c ∗ uh(x) definiujemy otoczenie siatkowe (ang. mesh neighborho-
od) punktu x jako podzbiór Sh taki, aby Lhuh(x) było zdefiniowane poprzez wartości
uh w Nh(x), czyli w tym przypadku otoczenie siatkowe Nh(x) zawiera dany punkt x i
cztery sąsiednie punkty leżące na pionowej i poziomej prostej przechodzącej przez x tzn.
Nh(x) = {x, x+ h1 ∗ ~e1, x− h1 ∗ ~e1, x+ h2 ∗ ~e2, x− h2 ∗ ~e2, }, por. rysunek 7.4.

Wtedy definiujemy Ωh = Sh ∩ Ω, a

Ωh = {x ∈ Sh ∩ Ω : Nh(x) ⊂ Ω} ⊂ Ω ∩ Sh,

czyli złożoną z takich punktów Ω, że ten punkt i sąsiednie punkty na osiach siatki należą
do Ω. Wtedy ∂Ωh = Ωh \Ωh, por. rysunek 7.3. (W przypadku bardziej skomplikowanych
operatorów definicja Nh(x) może być inna, a zatem i definicja Ωh może być inna).

Następnie będziemy szukali funkcji zdefiniowanej na tej siatce tj. w Ωh = Ωh ∪ ∂Ωh.

Zauważmy, że wtedy dla każdego x ∈ Ωh

Lhuh(x) = −
∑
k=1,2

∂∂kuh(x) + cuh(x) = fh(x) = f(x)

jest poprawnie zdefiniowany. Pojawia się natomiast pytanie, jak postawić warunek brze-
gowy Dirichleta w punktach ∂Ωh, które nie leżą na ∂Ω. Najprostszym rozwiązaniem
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 7.3: Siatka dla obszaru nieprostokątnego. Czarne punkty należą do ∂Ωh.

dla x ∈ ∂Ωh, który leży w Ω, jest postawienie w takim punkcie warunku:

lhuh(x) = g(xs) = gh(x),

gdzie xs ∈ ∂Ω taki, że odległość od x jest nie większa niż h. Dalej postępujemy jak w
przypadku obszaru prostokątnego.

Rozwiązanie wyjściowego zadania u jest określone we wszystkich punktach Ωh, ponieważ
∂Ωh ⊂ Ω. Operator obcięcia definiujemy tak samo, tzn.:

rhu(x) = u(x) x ∈ Ωh.

Dla u dostatecznie gładkiego otrzymujemy:

‖Lhrhu− fh‖∞,h,Ωh := max
x∈Ωh
|Lhrhu(x)− fh(x)| = O(h2)

dla h = max{h1, h2} i tylko:

‖lhrhu− gh(x)‖∞,h,∂Ωh := max
x∈∂Ωh

|lhrhu(x)− gh(x)| = O(h).

jeśli ∂Ωh 6⊂ ∂Ω. Pokazanie tego pozostawiamy jako zadanie.
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[Opis zastępczy obrazka:

]

Rysunek 7.4: Siatka dla obszaru nieprostokątnego. Otoczenia siatkowe dla operatora Lh =
−∑k=1,2 ∂∂k.

Oznacza to, że dokładność schematu na rozwiązaniu wyjściowego zagadnienia różniczko-
wego, czyli rząd aproksymacji schematu (który formalnie zostanie zdefiniowany w kolej-
nym rozdziale, por. definicja 8.4) wynosi jeden. Istnieją oczywiście metody podwyższania
rzędu aproksymacji w tym przypadku poprzez odpowiednią interpolację warunków brze-
gowych z brzegu obszaru na punkty siatki ∂Ωh leżące wewnątrz Ω.

7.3 Zadania

Ćwiczenie 7.1. Udowodnij, (7.4).

Ćwiczenie 7.2. Rozpatrzmy zadanie różniczkowe jednowymiarowe:

−u′′(x) + c(x)u(x) = f w [0, 1]

czyli równanie (7.5), ale z warunkiem brzegowym Neumanna : tzn. z u′(a) = g(a) i
u′(b) = g(b). Pokaż, że jeśli c(x)  c0 > 0 to zadanie ma jednoznaczne rozwiązanie.

Rozważmy następującą dyskretyzację na siatce Ωh = {xk}k=0,...,N z h = (b − a)/N i
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xk = k ∗ h:

Lhuh(x) := −∂∂uh(x) + c ∗ uh(x) = f(x) x ∈ Ωh

lh,auh := ∂hu(a) = g(a) lh,buh = ∂hu(b) = g(b)

Sprawdź, czy to zadanie dyskretne ma jednoznaczne rozwiązanie. Sformułuj je jako układ
równań liniowych:

A~u = ~F

dla ~u = (u0, . . . , uN)T , znajdując macierz A i wektor prawej strony ~F . Czy ta macierz
jest symetryczna, czy jest nieosobliwa? Czy jest trój-diagonalna? Jak rozwiązać powyższy
układ możliwie małym kosztem?

Ćwiczenie 7.3. Rozpatrzmy zadanie i schemat z poprzedniego zadania. Zbadaj, dla
jakiego możliwie dużego p lokalny błąd schematu posiada rząd p, czyli

max{max
x∈Ωh
|Lhrhu(x)− f(x)|, max

s∈{a,b}
|lh,srhu(s)− g(s)|} = O(hp)

Zakładamy dowolnie wysoką regularność rozwiązania zadania wyjściowego.

Ćwiczenie 7.4. Rozpatrzmy zadanie różniczkowe i schemat z ćwiczenia 7.2, ale z c = α =
β = 0. Pokaż, że zadanie nie ma jednoznacznego rozwiązania w ogólności, ale ma z do-
kładnością do stałej, o ile

∫ b
a f = 0. Jaki warunek musi spełniać fh, aby zadanie dyskretne

miało rozwiązanie? Sformułuj ten schemat jako układ równań liniowych, jak w ćwicze-
niu 7.2. Pokaż, że jądro macierzy A jest jednowymiarowe. Znajdź bazę jądra tej macierzy.
Wykorzystując tę informację zaproponuj tanią (w sensie ilości operacji arytmetycznych)
metodę znalezienia rozwiązania dyskretnego z dodatkowym warunkiem uh(a) = 0.

Ćwiczenie 7.5. Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, biorąc xkl = (k∗h, l∗h),

uk−1+(l−1)∗(N−1) = u(xkl)

i ~u = (uk−1+(l−1)∗(N−1))N−1
k,l=1 możemy zapisać zadanie dyskretne (7.11), jako układ równań

liniowych Ah~u = ~f z macierzą Ah i wektorem prawej strony ~f . Wyznacz tę macierz i ten
wektor (por. (7.7) dla przypadku jednowymiarowego). Oblicz, ile elementów różnych od
zera ma ta macierz. Policz, ile operacji arytmetycznych jest potrzebnych do rozwiązania
tego układu równań liniowych z zastosowaniem metody Choleskiego, czyli rozkładu A =
LTL dla L macierzy dolnotrójkątnej w wersji dla macierzy pasmowych.

Ćwiczenie 7.6 (laboratoryjne). Stwórz w octavie macierz z poprzedniego zadania dla
c = 0, tzn. macierz układu równań powstałego z (7.11), jako macierz pełną i rzadką
(można wykorzystać funkcję octave’a sparse()). Następnie rozwiąż ten układ dla wektora
prawej strony odpowiadającego funkcji f = −4(u∗) dla u∗ = x ∗ (1− x) ∗ y(1− y).

1. Korzystając z narzędzi octave’a tic() i toc() sprawdź czas rozwiązywania dla róż-
nych N np. N = 20, 80, 320 itp. dla obu typów macierzy. Czy różnica jest znacząca?

2. Zbadaj błąd dyskretny w normie maksimum (funkcja octave’a norm(wektor,’inf’))
i w dyskretnej normie L2 (np. używając funkcji octave’a norm(x,2)) między rozwią-
zaniem dokładnym u∗, a rozwiązaniem dyskretnym dla N = 10, 20, 40, 80, 160. Czy
eksperyment potwierdza teorię, tzn. czy dla podwojonych N (czyli połowionych h)
błąd maleje czterokrotnie?
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Ćwiczenie 7.7 (laboratoryjne). Rozwiąż równanie −d2u
dx2

+ u = 0 z warunkami brzego-
wymi u(0) = u(20) = 1 na [0, 20] przy pomocy metody różnic skończonych, tzn. rozwiąż
zadanie (7.1) dla a = 0, b = 20 i c(x) = 1 za pomocą schematu (7.5) dla N = 100, 200.
Policz normę maksimum w punktach siatki między dokładnymi wartościami rozwiązania
u∗(x) = (et−20 + e−t)/(1 + e−20) a rozwiązaniem dyskretnym uh zadania (7.5), Porównaj
z wynikami metody strzałów zastosowanej do tego zadania tj. z ćwiczeniem 6.2.

Ćwiczenie 7.8 (częściowo laboratoryjne). Rozpatrzmy przeskalowaną macierz z (7.7)
(dla c = 0):

AN−1 =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2

 ∈ RN−1,N−1

Pokaż, że jej wartości własne to λk = 4 ∗ sin2( k∗π2∗N ) dla k = 1, . . . , N − 1 z odpowiednimi
wektorami własnymi: ~xk = {sin(k∗π∗j

N
)}N−1
n=1 dla k = 1, . . . , N−1. Oszacuj uwarunkowanie

macierzy tzn. maxk λk
mink λk

dla N >> 1.

Porównaj z wynikami otrzymanymi przy pomocy funkcji octave’a eig() i cond().

Wskazówka. Korzystamy z wzorów trygonometrycznych: sin(a) + sin(b) = 2 ∗ sin((a +
b)/2)∗ cos((a− b)/2) oraz cos(2∗a) = 1−2∗ sin2(a). Rozwiązanie. Zauważmy, że biorąc
vj,k = (vk)j = sin(k∗π∗j

N
) otrzymujemy, że v0,k = vN,k = 0. Zatem wystarczy sprawdzić,

czy zachodzą równania −vj−1,k + 2vj,k − vj+1,k = λkvj,k dla j = 1, . . . , N − 1.

Biorąc αk = k ∗ π/N otrzymujemy:

−vj−1,k + 2vj,k − vj+1,k = −(sin((j − 1)αk)− sin((j + 1)αk) + 2 ∗ sin(j ∗ αk)
= −2 ∗ sin(j ∗ αk) ∗ cos(αk) + 2 ∗ sin(j ∗ αk)
= 2 ∗ (1− cos(αk)) sin(j ∗ αk) = 4 ∗ sin2(αk/2) sin(j ∗ αk)

= 4 ∗ sin2(αk/2) ∗ vj,k = 4 ∗ sin2(
k ∗ π
2 ∗N

) ∗ vj,k = λk ∗ vj,k.

Uwarunkowanie sin2((N−1)∗π)/2∗N)
sin2(π/2∗N) dla dużych N dąży do nieskończoności jak N2.

♦



Rozdział 8

Teoria zbieżności schematów
różnicowych

W tym rozdziale przedstawimy ogólną teorię zbieżności schematów różnicowych, a na-
stępnie pokażemy m.in. zastosowanie tej teorii do przykładów z poprzedniego wykładu.

Osoby zainteresowane obszerniejszym przedstawieniem teorii różnic dzielonych odsyłamy
do monografii [20].

8.1 Ogólna teoria zbieżności schematów różnicowych

W tym podrozdziale opiszemy ogólną teorię zbieżności schematów różnicowych. Ograni-
czymy się do szczegółowego omówienia przypadku schematów liniowych, tzn. aproksyma-
cji równań różniczkowych liniowych.

Teoria ta potrzebna jest zarówno do badania zbieżności schematów różnicowych dla rów-
nań eliptycznych, jak i dla schematów dla innych typów równań, np. równań parabolicz-
nych.

Załóżmy, że rozpatrujemy następujące zadanie różniczkowe: chcemy znaleźć u funkcję
określoną na obszarze Ω taką, że spełnia równanie różniczkowe z warunkami brzegowymi:

Lu(x) = f(x) x ∈ Ω (8.1)
lku(x) = gk(x) x ∈ Γk, k = 1, . . . , s, (8.2)

gdzie f, gk - to dane funkcje, L - to operator różniczkowy liniowy, lk - to odpowiedni
operator różniczkowy brzegowy liniowy określony na Γk dla Γk ⊂ ∂Ω.

Będziemy zakładać, że powyższe zadanie jest poprawnie postawione, tzn. że ma jedno-
znaczne rozwiązanie u ∈ U dla U przestrzeni liniowej funkcji określonych na Ω z normą
‖ · ‖U . Zakładamy też, że

L : U → F

dla F przestrzeni funkcji określonych na Ω, a

lk : U → Φk k = 1, . . . , s

90
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dla Φk przestrzeni funkcji określonych na Γk. Wyjściowe zadanie różniczkowe możemy
zapisać w postaci operatorowej jako: znaleźć u ∈ U takie, że

Lu = f (8.3)
lku = gk k = 1, . . . , s. (8.4)

Zdefiniujmy Ωh jako siatkę, tzn. zbiór punktów izolowanych, węzłów należących do Ω z
parametrem h.

Zakładamy, że istnieje rodzina siatek {Ωh}h, czyli rodzina zbiorów punktów izolowa-
nych należących do Ω indeksowanych parametrem h, należącym do pewnego zbioru ω ⊂
(0, h0] ⊂ R+ takim, że 0 ∈ ω (tzn. że istnieje podciąg siatek Ωhk taki, że hk → 0).

W praktyce najczęściej stosuje się siatki równomierne, tzn. podzbiory a + h ∗ Zd dla
ustalonego punktu a ∈ Rd. Ewentualnie stosuje się siatki o jednolitych krokach w danym
kierunku w Rd.

Siatkę Ωh przedstawiamy w postaci Ωh = Ωh ∪ ∂Ωh, gdzie Ωh będziemy nazywać zbiorem
punktów siatkowych wewnętrznych (zazwyczaj zawartych w Ω), a ∂Ωh - zbiorem punktów
siatkowych brzegowych (zawartych albo leżących w pobliżu ∂Ω). W zbiorze ∂Ωh punktów
brzegowych możemy dalej wyróżniać podzbiory Γk,h. Zakładamy, że rodzina siatek {Ωh}h
jest gęsta w sensie następującej definicji:

Definicja 8.1. Rodzina siatek {Ωh}h jest gęsta (ang. dense) w Ω, gdy dla dowolnego
ε > 0 istnieje h1 ∈ ω takie, że dla h < h1 i dowolnego x ∈ Ω kula K(x, ε) o środku w x i
promieniu ε zawiera co najmniej jeden punkt y ∈ Ωh.

Proszę zauważyć, że rodzina siatek zdefiniowana w Rozdziale 7.1 jest w sposób oczywisty
gęsta dla [a, b].

Wprowadzamy teraz rodzinę zadań przybliżonych (schematów różnicowych), które dają
się zapisać w następujący sposób: chcemy znaleźć funkcję uh określoną na Ωh taką, że

Lhuh(x) = fh(x) x ∈ Ωh

lk,hu(x) = gk,h(x) x ∈ Γk,h, k = 1, . . . , s,

czy inaczej - operatorowo

Lhuh = fh (8.5)
lk,hu = gk,h k = 1, . . . , s. (8.6)

Zakładamy, że Lh : Uh → Fh i lk,h : Uh → Φk,h dla k = 1, . . . , s, gdzie:

1. Uh jest przestrzenią liniową unormowaną funkcji określonych na Ωh z normą ‖ · ‖Uh ,

2. Fh jest przestrzenią liniową unormowaną funkcji określonych na Ωh z normą ‖ · ‖Fh ,

3. Φk,h jest przestrzenią liniową unormowaną funkcji określonych na Γk,h z normą
‖ · ‖Φk,h .
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Zazwyczaj wszystkie rozpatrywane przestrzenie są zupełne, tzn. są przestrzeniami Bana-
cha. W przypadku gdy Ω jest ograniczony, są one też przestrzeniami skończenie wymia-
rowymi. Jeśli Lh i wszystkie lk,h są operatorami liniowymi, to mówimy, że rozpatrujemy
zadanie przybliżone (dyskretne) liniowe, czy schemat różnicowy liniowy. W przeciwnym
razie - gdy choć jeden z operatorów jest nieliniowy, to mamy do czynienia z zadaniem
przybliżonym nieliniowym, czy schematem różnicowym nieliniowym.

Proszę zauważyć, że rozpatrujemy rodzinę zadań przybliżonych, parametryzowanych przez
h. Tak, jak w przykładzie w Rozdziale 7.1, aby mówić o zbieżności rozwiązania zadania
dyskretnego uh ∈ Uh do u ∈ U musimy mieć możliwość porównania obu funkcji. Dlate-
go zakładamy, że istnieje rodzina operatorów obcięcia (ang. restriction) rUh : U → Uh,
które są liniowe i ograniczone jednostajnie (ang.uniformly bounded) względem h, tzn.
∃K > 0 ∀h ∈ ω ∀u ∈ U

‖rUh u‖Uh ¬ K‖u‖U .

Operator obcięcia pozwala porównywać rozwiązania w normie przestrzeni dyskretnej, ale
możemy porównywać je również w normie przestrzeni U . W tym celu musimy wprowa-
dzić rodzinę operatorów liniowych przedłużenia pUh : Uh → U . Najczęściej za operatory
przedłużenia bierze się odpowiednie operatory interpolacji.

Uwaga 8.1. Można wprowadzić pojęcie zbieżności aproksymacji przestrzeni. Tzn. rodzinę
trójek (uh, rUh , p

U
h ) nazywamy aproksymacją przestrzeni U i mówimy, że ta aproksymacja

jest zbieżna, jeśli dla dowolnego u ∈ U zachodzi zbieżność

‖pUh rUh u− u‖U → 0 h→ 0.

W teorii zbieżności metod różnicowych najczęściej nie stosuje się operatorów przedłuże-
nia, a za to wprowadza się warunek zgodności norm:

Definicja 8.2. Jeżeli dla danej przestrzeni unormowanej (U, ‖ · ‖U) i rodziny przestrzeni
unormowanych z odpowiednimi operatorami obcięcia (Uh, ‖ · ‖Uh , rUh ) zachodzi zbieżność

lim
h→0
‖rUh u‖Uh = ‖u‖U ∀u ∈ U,

to mówimy, że normy dyskretne ‖ · ‖Uh są zgodne (ang. consistent) z normą ‖ · ‖U ,

Od tej pory będziemy zakładali zgodność norm dyskretnych z normą w U , według po-
wyższej definicji.

Definicja 8.3. Zadanie przybliżone (zadanie dyskretne, schemat różnicowy) (8.5)-(8.6)
jest zbieżne (czasami używa się terminu zbieżne dyskretnie) jeśli

‖rUh u− uh‖Uh → 0 h→ 0,

gdzie u - to rozwiązanie zadania (8.3)-(8.4), a uh ∈ Uh - to rozwiązanie dyskretne zadania
przybliżonego (8.5)-(8.6).

Jeśli dodatkowo zachodzi
‖rUh u− uh‖Uh ¬ O(hp)

to mówimy o zbieżności (dyskretnej) rzędu p.
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Wielkość ‖rUh u−uh‖Uh będziemy nazywać błędem dyskretnym dla zadania przybliżonego
(ang. dicrete error).

Kolejnym krokiem jest wprowadzenie pojęcia aproksymacji zadania ciągłego (wyjściowego
zadania różniczkowego) przez zadanie dyskretne.

Definicja 8.4 (aproksymacja; rząd schematu; (ang. consistency)). Mówimy, że zadanie
przybliżone (8.5)-(8.6) aproksymuje zadanie (8.3)-(8.4), jeśli lokalne błędy aproksymacji
zdefiniowane jako

e0,h := ‖LhrUh u− fh‖Fh ek,h = ‖lk,hrUh u− gk,h‖Φk,h k = 1, . . . , s,

dążą do zera dla h → 0. Tutaj u jest rozwiązaniem zadania (8.3)-(8.4), a fh, gk,h są z
zadania dyskretnego (8.5)-(8.6). Jeśli dodatkowo zachodzi:

ek,h = O(hp) k = 0, 1, . . . , s,

to mówimy, że schemat aproksymuje (8.3)-(8.4) z rzędem p (ang. local truncation error is
of order p), (inaczej, że lokalne błędy aproksymacji są rzędu p, dane zadanie przybliżone
lub schemat różnicowy ma rząd p, rząd aproksymacji schematu wynosi p).

Drugim ważnym pojęciem jest stabilność zadania dyskretnego. Tu podamy definicje sta-
bilności dla schematu liniowego:

Definicja 8.5 (stabilność; (ang. stability)). Liniowe zadanie przybliżone (8.5)-(8.6) jest
stabilne (poprawnie postawione), jeśli istnieje stała h0 taka, że dla dowolnego h ∈ ω,
h ¬ h0 i dla dowolnych fh ∈ Fh i gk,h ∈ Φk,h k = 1, . . . , s zachodzą:

1. istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwiązanie uh ∈ Uh spełniające (8.5)-(8.6),

2. rozwiązanie to spełnia następującą nierówność:

‖uh‖Uh ¬ C(‖fh‖Fh +
S∑
k=1

‖gk,h‖Φk,h),

gdzie C - to dodatnia stała niezależna od h (ani oczywiście od fh, gk,h).

Uwaga 8.2. W literaturze czasami za stabilność zadania przybliżonego przyjmuje się tylko
warunek (2) z definicji 8.5.

Proszę zauważyć, że stabilność zadania przybliżonego jest samoistną cechą związaną tylko
z definicją samego zadania dyskretnego- ona nie zależy w żaden sposób od rozwiązania
równania różniczkowego. Dodatkowo warto też zauważyć, że jeśli Uh jest przestrzenią
skończenie wymiarową, istnieje rozwiązanie (8.5)-(8.6) i spełniony jest warunek (2) z
definicji 8.5, to wtedy to rozwiązanie jest jednoznaczne.

Sformułujemy teraz następujące twierdzenie o zbieżności zadania przybliżonego:

Twierdzenie 8.1 (Lax-Filipow). Jeśli liniowe zadanie przybliżone (8.5)-(8.6) jest sta-
bilne oraz aproksymuje zadanie (8.3)-(8.4), którego rozwiązaniem jest u, wtedy zadanie
przybliżone jest zbieżne i

‖rUh u− uh‖Uh ¬ C(
s∑

k=0

ek,h).

Tutaj uh - to rozwiązanie zadania przybliżonego (8.5)-(8.6).



94/161 © Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski, 2022.

Z powyższego twierdzenia otrzymujemy od razu następujący wniosek:

Wniosek 8.1. Jeśli zadanie przybliżone (8.5)-(8.6) jest stabilne oraz aproksymuje zada-
nie (8.3)-(8.4) z rzędem p, to

‖rUh u− uh‖Uh = O(hp).

Dowód. Oznaczmy zh = rUh u − uh. Z liniowości Lh i lk,h dla k = 1, . . . , s wynika, że zh
spełnia zadanie przybliżone z odpowiednimi prawymi stronami:

Lhzh = Lhr
U
h − fh = wh, lk,hzh = lk,hr

U
h u− gk,h = wk,h k = 1, . . . , s,

zatem z definicji stabilności zadania przybliżonego otrzymujemy następujące oszacowanie:

‖zh‖Uh ¬ C(‖gh‖Fh +
s∑

k=1

‖wk,h‖Φk,h) = C(‖LhrUh − fh‖Fh +
s∑

k=1

‖lk,hrUh u− gk,h‖Φk,h).

Następnie z faktu aproksymacji zadania (8.3)-(8.4) przez zadanie przybliżone (8.5)-(8.6)
otrzymujemy ostatecznie oszacowanie:

‖rUh u− uh‖Uh = ‖zh‖Uh ¬ C(
s∑

k=0

ek,h) = O(hp)→ 0 h→ 0.

Powyższe twierdzenie można krótko podsumować, że aby otrzymać schemat zbieżny z
rzędem p musi być on stabilny i posiadać rząd aproksymacji p.

Proszę zauważyć, że twierdzenie jest bardzo ogólne, a dowód jest prosty. Pojawia się pyta-
nie: jak dobrać odpowiednie przestrzenie i operatory, aby zadania przybliżone (schematy)
były stabilne i miały możliwie wysoki rząd aproksymacji.

Uwaga 8.3. Proszę zauważyć, że powyższa teoria zbieżności może zostać zastosowana
do zadań różniczkowych rożnego typu - zarówno eliptycznych, jak i parabolicznych, czy
hiperbolicznych.

8.2 Zastosowanie teorii zbieżności do prostych sche-
matów jedno- i dwuwymiarowych

8.2.1 Przypadek jednowymiarowy

Wracamy teraz do dyskretyzacji modelowego zadania jednowymiarowego (7.5)-(7.6). Za
przestrzeń U weźmy przestrzeń funkcji ciągłych na Ω, czyli C([a, b]) z normą supremum
‖u‖∞ = supt∈[a,b] |u(t)|. Oznaczmy przez Ch(Kh) zbiór funkcji określonych na dowolnym
podzbiorze Kh siatki Ωh z normą ‖u‖∞,h,Kh = maxx∈Kh |u(x)|. Za przestrzeń dyskretną
przyjmijmy Uh = C(Ωh). Jeżeli wprowadzimy operatory Lh : Uh → Fh i lh : Uh → Φh

zdefiniowane jako (por. (7.3)):

Lhuh(x) = −∂∂uh(x) + c ∗ uh(x) x ∈ Ωh

lhuh(x) = u(x) x ∈ ∂Ωh = Ωh \ Ωh
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dla Fh = Ch(Ωh) i Φh = Ch(∂Ωh), to zadanie (7.5)-(7.6) możemy zapisać w formie
operatorowej jako:

Lhuh = fh, (8.7)
lhuh = gh

dla fh ∈ Fh zdefiniowanego jako (fh)(x) = f(x) dla x ∈ Ωh oraz gh ∈ Φh z (gh)(x) = g(x)
dla x ∈ ∂Ωh.

W tym przypadku dla funkcji ciągłej przekształceniem obcięcia (ang. restriction) jest
r
C([a,b])
h : U → Uh zdefiniowany jako

(rC([a,b])
h u)(x) = rhu(x) = u(x) x ∈ Ωh.

Możemy teraz zbadać zbieżność błędu dyskretnego:

‖rhu− uh‖∞,h

dla h → 0, co jest równoważne badaniu zbieżności w punktach siatki. Zauważmy, że
otrzymujemy

‖rhu‖∞,h ¬ ‖u‖∞ ∀u ∈ U,

co oznacza jednostajną ograniczoności operatorów obcięcia.

Można też w tym przypadku łatwo wprowadzić operator przedłużenia (ang. prolonga-
tion) ph : Uh → U. Np. niech ph będzie funkcją ciągłą liniowo interpolującą wartości uh
pomiędzy punktami siatki tj.

ph(x) = uh(xk) +
uh(xk+1)− uh(xk)

h
(x− xk) xk ¬ x ¬ xk+1.

Następnie możemy badać zbieżność błędu ‖phuh − u‖∞ dla h → 0. Jeśli błąd zbiega do
zera, to mówimy o zbieżności schematu w normie supremum.

Zauważmy, że w naszym przypadku dodatkowo zachodzi

‖phrhu− u‖∞ → 0 h→ 0 ∀u ∈ U, (8.8)

czyli zbieżność aproksymacji przestrzeni wyjściowej przez przestrzeń dyskretną oraz

lim
h→0
‖rhu‖∞,h = ‖u‖∞ ∀u ∈ U, (8.9)

czyli zachodzi zgodność rodziny norm przestrzeni dyskretnych (Uh, ‖ · ‖∞,h) z normą
przestrzeni wyjściowej (U, ‖ · ‖∞). Wykazanie tego pozostawiamy jako zadanie, por. ćwi-
czenie 8.1.

Innym wyborem przestrzeni i norm jest badanie zbieżności i błędu w normie L2(a, b), czy
odpowiednio dyskretnej normie L2

h definiowanej dla u ∈ Uh jako:

‖u‖0,h =
√
h
∑
x∈Ωh

|u(x)|2,
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gdzie Uh = L2
h(Ωh) - to przestrzeń wszystkich funkcji określonych na Ωh. Oczywiście

zmieniliśmy oznaczenie przestrzeni funkcji dyskretnych na siatce. Jest to ten sam zbiór
funkcji określonych na siatce, ale zmieniła się norma dyskretna.

Aby otrzymać zgodność norm powinniśmy inaczej zdefiniować obcięcia np. poprzez uśred-
nienia, czyli rL

2

h : L2(Ω)→ L2
h(Ωh) dla x ∈ Ωh definiujemy:

rL
2

h u(x) =
1

K(x, h) ∩ Ω

∫
B(x,h)∩Ω

u(x) dx.

dla K(x, h) kuli o środku w x i promieniu h.

Inna możliwość to rozważenie zbioru funkcji ciągłych U = C([a, b]) ale z normą L2, oraz
normy dyskretnej typu L2

h na Uh. Następnie możemy przeprowadzić analizę z obcięciem
rh := r

C([a,b])
h u. Zbiór funkcji U = C([a, b]) z normą L2 nie jest przestrzenią zupełną, ale

jest gęstą podprzestrzenią przestrzeni L2(a, b).

Nietrudno zauważyć, że problem przybliżony aproksymuje problem wyjściowy z rzędem
dwa, o ile rozwiązanie należy do C4(Ω), w obu powyżej przedstawionych przestrzeniach
dyskretnych, czyli w odpowiednich normach dyskretnych. Wykazanie, że schemat jest
stabilny zarówno w C(Ωh) jak i L2(Ωh) jest trudniejsze. Zajmiemy się tym w kolejnych
wykładach.

8.2.2 Przypadek dwuwymiarowy

Rozpatrzmy ponownie modelowe zadanie dwuwymiarowe na kwadracie jednostkowym
(7.8). Analogicznie, jak w przypadku jednowymiarowym, niech U = C([0, 1]2) z normą
supremum ‖u‖∞ = supt∈[0,1]2 |u(t)| i Ch(Kh) będzie przestrzenią funkcji określonych na
podzbiorze Kh siatki Ωh (por. (7.10)) z normą ‖u‖∞,h,Kh = maxx∈Kh |u(x)|. Przestrzeń
dyskretną definiujemy jako Uh = C(Ωh).

Operator siatkowy (ang. mesh operator or discrete operator) Lh : Uh → Fh i brzegowy
lh : Uh → Φh definiujemy jako:

(Lhuh)(x) = (−
∑
k=1,2

∂∂k + c)uh(x), x ∈ Ωh

(lhuh)(x) = u(x), x ∈ ∂Ωh = Ωh \ Ωh

dla Fh = Ch(Ωh) i Φh = Ch(∂Ωh). Teraz zadanie (7.11) możemy zapisać w formie opera-
torowej jako {

Lhuh = fh
lhuh = gh

(8.10)

dla funkcji prawej strony fh ∈ Fh oraz gh ∈ Φh zdefiniowanych jako fh(x) = f(x) dla x ∈
Ωh i gh(x) = g(x) dla x ∈ ∂Ωh. Operatorem obcięcia (ang. restriction) jest rh : U → Uh,
zdefiniowany jako

rhu(x) = u(x) x ∈ Ωh.

Tak samo jak w przypadku jednowymiarowym badamy błąd: ‖rhu− uh‖∞,h, lub w dys-
kretnej normie L2, tzn. w

‖u‖0,h =
√
h2

∑
x∈Ωh

|u(x)|2.
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Tu Uh = L2
h(Ωh) jest zdefiniowana jako przestrzeń wszystkich funkcji określonych na Ωh.

Oczywiście zbiór funkcji siatkowych jest ten sam, zmieniła się tylko norma.

Można pokazać, że zachodzi zgodność norm dyskretnych z odpowiednimi normami, oraz
że schemat (7.11) posiada rząd aproksymacji dwa i jest stabilny w obu normach dys-
kretnych. Wykazanie rzędu aproksymacji jest prostym zadaniem, natomiast pokazanie
stabilności jest trudniejsze, por. rozdziały 9 i rozdział 10.

8.3 Zadania

Ćwiczenie 8.1. Udowodnij (8.8) i (8.9).

Ćwiczenie 8.2. Zbadaj rząd lokalnych błędów aproksymacji schematu (8.7) dyskrety-
zacji modelowego problemu jednowymiarowego w obu normach dyskretnych.

Ćwiczenie 8.3. Wykaż, że rząd aproksymacji schematu (7.11) w dyskretnych normach
maksimum i L2

h wynosi dwa, o ile rozwiązania wyjściowego zadania różniczkowego są
dostatecznie gładkie.

Ćwiczenie 8.4. Zbadaj rząd lokalnych błędów aproksymacji schematu (8.10) dyskrety-
zacji modelowego problemu dwuwymiarowego w obu normach dyskretnych.

Ćwiczenie 8.5. (Przybliżony warunek brzegowy) Rozpatrzmy modelowe zadanie jedno-
wymiarowe z warunkiem brzegowym Dirichleta:

−u′′(x) = f(x) x ∈ (0, 1) x(0) = a x(1) = b

dla f ∈ C∞.

Rozpatrzmy następującą dyskretyzację zbudowaną na siatce Ωh = {xk}k=0,...,N−1 dla xk =
k ∗ h z k = 0, . . . , N − 1 z (N − 1) ∗ h < 1 < N ∗ h. Definiujemy Ωk = {k ∗ h}k=1,...,N−2 i
∂Ωh = {0, (N − 1) ∗ h}, oraz operatory:

Lhuh(x) = ∂∂uh(x) x ∈ Ωh

i lhuh(0) = a, lhuh(xN−1) = b. Zbadaj rząd lokalnego błędu aproksymacji tej dyskretyza-
cji w dyskretnej normie maksimum.

Wskazówka. Wystarczy zbadać błąd operatora brzegowego w punkcie xN−1. W pozostałych
punktach błąd jest jak w schemacie (8.7).

Ćwiczenie 8.6. Rozważmy modelowe zadanie, jak i siatkę niezawierającą prawy koniec
obszaru, tak jak w poprzednim ćwiczeniu.

Operatory Lh i lh(0) = a definiujemy tak samo, natomiast zmodyfikujmy operator brze-
gowy lh w prawym końcu, tzn. w punkcie xr := xN−1 < 1.

Rozpatrzmy tzw. aproksymację Collatza, tzn. niech wartość lh(xr) = b będzie liniowo
interpolowała warunek brzegowy w końcu obszaru:

lhuh(xr) = uh(xr) +
uh(xr)− uh(xr − h)

h
(1− xr) = (1 +

h̃

h
)uh(xr)−

h̃

h
uh(xr − h) = b,
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gdzie h̃ = 1− xr < h.

Zbadaj lokalny błąd aproksymacji tego schematu w normach dyskretnych maksimum i
L2
h i jego rząd, tzn. czy zachowuje się jak O(hp) dla pewnego p naturalnego.

Ćwiczenie 8.7. Rozpatrzmy zadanie z poprzedniego ćwiczenia, ale z siatką nierówno-
mierną: Ωh = {xk}k=0,...,N−1∪{1} dla xk = k∗h z k = 0, . . . , N−1 z (N−1)∗h < 1 < N∗h.
Operator lh możemy zdefiniować jako

lhu(0) = lhu(x̃) = 0,

gdzie x̃ = 1, ale musimy zmodyfikować definicję Lh, tzn.

Lhu(xk) = −∂∂u(xk) k = 1, . . . , N − 2

i
Lhu(xN−1) = au(xN−2) + bu(xN−1) + cu(x̃).

Wyznacz a, b, c w zależności od wartości h i h̃ = 1 − xN−1 < h tak, aby lokalny błąd
aproksymacji schematu był możliwie mały.

Ćwiczenie 8.8. Rozpatrzmy zadanie jednowymiarowe −d2u
dt2

+ u = f na [(0, 1) z warun-
kiem Neumanna du

dt
(0) = du

dt
(1) = 0. Rozpatrzmy następującą dyskretyzację zbudowaną

na siatce Ωh = {xk}k=0,...,N−1 dla xk = k ∗ h z h = 1/N .

Lhu(xk) = −∂∂hu(xk) + u(xk) = f(xk) k = 1, . . . , N − 1

oraz
l1u(0) = ∂hu(0) = 0, l2u(0) = ∂hu(1) = 0.

Zbadaj rząd lokalnego błędu aproksymacji tego schematu względem parametru siatki h
w dyskretnej normie maksimum i dyskretnej normie L2

h.

Ćwiczenie 8.9. Rozpatrzmy zadanie jednowymiarowe −d2u∗

dt2
+u∗ = f na (0, 1) z warun-

kiem Neumanna du∗

dt
(0) = du∗

dt
(1) = 0. Rozpatrzmy następującą dyskretyzację o podwyż-

szonym rzędzie zbudowaną na siatce Ωh = {xk}k=0,...,N−1 dla xk = k ∗ h z h = 1/N . W
punktach wewnętrznych siatki stosujemy standardowo aproksymacje na trzech punktach:

Lhu(xk) = −∂∂hu(xk) + u(xk) = f(xk) k = 1, . . . , N − 1

natomiast na brzegu podnosimy rząd schematu, a dokładniej zakładamy, że równanie
jest spełnione w punktach brzegu, tzn. funkcja f jest określona na Ω = [0, 1] i −d2u∗(x)

dt2
+

u∗(x) = f(x) dla x ∈ {0, 1}. Rozpatrzmy lewy punkt brzegu x = 0. Widzimy, że

∂hu
∗(0) =

du∗

dt
(0) +

d2u

dt2
(0) ∗ h

2
+O(h2) =

du∗

dt
(0) + (u∗(0)− f(0))

h

2
+O(h2),

o ile u jest dostatecznie gładka. Zatem - korzystając z obu faktów - możemy skonstruować
równanie różnicowe:

∂huh(0)− uh(0)
h

2
= −f(0)

h

2
przybliżające warunek Neumanna w punkcie x = 0 z wyższym rzędem.
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Skonstruuj analogiczne równanie różnicowe przybliżające warunek Neumanna w punkcie
x = 1 z wyższym rzędem. Pokaż, że rząd lokalnego błędu aproksymacji tego schematu
względem parametru siatki h wynosi dwa w dyskretnej normie maksimum i dyskretnej
normie L2

h dla odpowiednio gładkiego rozwiązania. Przetestuj w octavie rząd lokalnego
błędu schematu w normie dyskretnej maksimum dla u = cos(πx) metodą połowienia
kroków.

Ćwiczenie 8.10. Rozpatrzmy modelowe zadanie dwuwymiarowe na kole o średnicy jeden
tzn. (7.8) dla Ω = K(0, 1). Dobierzmy siatkę na płaszczyźnie o parametrze h równomierną
zawierającą punkt (0, 0), tzn. {(k ∗ h, l ∗ h)}k,l.
Za Ωh uznajmy wszystkie punkty siatki, które należą do Ω i wszystkie punkty przecię-
cia prostych zadających siatkę z brzegiem Ω. Te punkty przecięcia uznajemy za brzego-
we punkty siatki. Otrzymujemy oczywiście siatkę nierównomierną, bo odległość między
brzegowym punktem siatki, a jego sąsiadem wewnętrznym jest mniejsza od h (poza ewen-
tualnie pojedynczymi punktami).

Tu warunek brzegowy możemy zadać dokładnie. Pojawia się pytanie: jak przybliżyć drugą
pochodną w punktach wewnętrznych siatki, których punkty sąsiednie są na brzegu?

Definiujemy w takim punkcie x ∈ Ωh (załóżmy, że tylko jego prawy sąsiad xr = x + h̃~e1

jest na brzegu):

Lhu(x) = a ∗ u(x− h~e1) + bu(x) + cu(x+ h̃~e1) +−∂∂2u(x).

dla pewnych parametrów a, b, c.

Jeśli x ma dwa punkty sąsiednie leżące na brzegu (powiedzmy prawy i dolny punkt
sąsiedni), tzn. xp = x+ h̃~e1, xd = x− ĥ~e1 są na brzegu, to oczywiście musimy wyznaczyć
całe równanie różnicowe:

Lhu(x) = a ∗ u(x− h~e1) + bu(x) + cu(x+ h̃~e1) + α ∗ u(x− h~e1) + βu(x) + γu(x− ĥ~e2).

Zadanie: Wyznacz odpowiednie parametry a, b, c, czy α, β, γ tak, aby lokalny błąd sche-
matu |Lhu(x) − Lu(x)| był możliwie mały, tzn. żeby schemat posiadał możliwie wysoki
rząd lokalnego błędu aproksymacji względem h w dyskretnej normie maksimum.



Rozdział 9

Metoda różnic skończonych -
stabilność schematów dla zadań
eliptycznych w normie maksimum

W tym rozdziale zajmiemy się przedstawieniem metod badania stabilności schematów
różnicowych dla zadań liniowych w dyskretnej normie maksimum.

Będziemy badali stabilność schematu zapisanego w formie (8.5)-(8.6). Dla x ∈ Ωh mo-
żemy zapisać (8.5) jako:

Lhu(x) ≡
∑

y∈Nh(x)

A(x, y)uh(y) = fh(x), (9.1)

gdzie Nh(x) jest podzbiorem Ωh punktów, dla których A(x, y) 6= 0, czyli uwzględnionych
w równaniu dla tego x.

Jeśli x ∈ Γk,h, to dla (8.6) zachodzi:

lk,hu(x) ≡
∑

y∈Nh(x)

A(x, y)uh(y) = gk,h(x),

gdzie Nh(x) jest zdefiniowane analogicznie jak poprzednio. Nh(x) jest zdefiniowane jed-
noznacznie.

Nh(x) nazywamy otoczeniem siatkowym punktu x. Wprowadzimy również otoczenie siat-
kowe nakłute: N ′h(x) = Nh(x) \ {x}. Oczywiście Nh(x) może być jednopunktowe, wtedy
N ′h(x) jest zbiorem pustym.

Zapiszmy schemat (8.5)-(8.6) jako:

Lhuh(x) ≡
∑

y∈Nh(x)

A(x, y)uh(y) = ψh(x) x ∈ Ωh, (9.2)

gdzie

ψh(x) =
{
fh(x) x ∈ Ωh

gk,h(x) x ∈ Γk,h s = 1, . . . , s.

Wtedy zachodzi następujące twierdzenie, pozwalające na wykazanie stabilności niektó-
rych schematów w normie dyskretnej maksimum:

100
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Twierdzenie 9.1. Niech Lh dla (8.5)-(8.6) będzie w formie (9.2). Załóżmy, że dla pewnej
stałej α > 0 i dla h ¬ h0:

|A(x, x)| −
∑

y∈N ′
h

(x)

|A(x, y)|  α ∀x ∈ Ωh.

Wtedy

‖uh‖∞,h ¬
1
α

max(‖fh‖∞,h,Ωh +
s∑

k=1

‖gk,h‖∞,h,Γk,h).

Dowód. Widzimy, że ‖uh‖∞,h = maxx∈Ωh
|uh(x)| = |uh(x0)| dla pewnego x0 ∈ Ωh.

Rozpatrzmy równanie ze schematu dla tego punktu:

|ψh(x0)| = |
∑

y∈Nh(x0)

A(x0, y)uh(y)|

 |A(x0, x0)||uh(x0)| −
∑

y∈N ′
h

(x0)

|A(x0, y)||uh(y)|

 |A(x0, x0)||uh(x0)| −
∑

y∈N ′
h

(x0)

|A(x0, y)||uh(x0)|

=

|A(x0, x0)| −
∑

y∈N ′
h

(x0)

|A(x0, y)|

 |uh(x0)|  α|uh(x0)|,

czyli

‖uh‖∞,h = |uh(x0)| ¬ 1
α

max
x∈Ωh
|ψh(x)|.

Jak widzimy, jest to proste kryterium. Sprawdźmy je na naszym modelowym zadaniu
(7.5)-(7.6):

Przykład 9.1. Dla zadania (7.5)-(7.6) otrzymujemy następujący układ:

− 1
h2
u(xk−1) + (

2
h2

+ c)u(xk)−
1
h2
u(xk+1) = f(xk) k = 1, . . . , N − 1

u(xk) = g(xk) k = 0, N.

dla xk = a+ k ∗ h.

Zatem Nh(xk) = {xk−1, xk, xk+1} dla k = 1, . . . , N − 1 i Nh(x) = {xk} dla xk ∈ {a, b},
tzn. dla k = 0, N . Sprawdzamy założenie twierdzenia:

|A(xk, xk)| −
∑

y∈Nh(xk)\{xk}
|A(xk, y)| =

{
c k = 1, . . . , N − 1
1 k = 0, N.

Zatem α = min{1, c} i z naszego kryterium, tzn. z twierdzenia 9.1, otrzymujemy stabil-
ność zadania przybliżonego w normie dyskretnej supremum tylko w przypadku c > 0 ze
stałą 1

α
= max{1, 1

c
}.

Powyższe oszacowanie sugeruje, że jeśli c = 0, to schemat może nie być stabilny w dys-
kretnej normie maksimum. Okaże się, że istnieją jednak inne kryteria badania stabilności,
które są bardziej precyzyjne. Przedstawimy je poniżej.
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9.1 Różnicowa zasada maksimum

Jak wiadomo, por. np. rozdział 6.4 w [8], dla równania eliptycznego spełnionych jest szereg
zasad maksimum. Okaże się, że odpowiednio skonstruowane schematy różnicowe, czyli
problemy przybliżone (różnicowe), spełniają analogiczne różnicowe zasady maksimum.
Korzystając z tych zasad będziemy mogli wykazać stabilność tychże schematów.

Załóżmy, że operator Lh określony na Ωh jest w formie (9.2).

Definicja 9.1. Operator Lh w postaci (9.2) będziemy nazywać operatorem dodatniego
typu (ang. positive operator) w Ωh, jeśli dla dowolnego x ∈ Ωh

1. A(x, x) > 0,

2. A(x, y) < 0 ∀y ∈ N ′h(x) ,

3.
∑
y∈Nh(x) A(x, y)  0.

Dodatkowo dla operatora typu dodatniego przedstawiamy siatkę Ωh jako dwa rozłączne
zbiory Ωh =

∑
k=1,2 Ω(1)

h ∪ Ω(2)
h zdefiniowane jako:

Ω(1)
h = {x ∈ Ωh :

∑
y∈Nh(x)

A(x, y) = 0}

i
Ω(2)
h = Ωh \ Ω(1)

h = {x ∈ Ωh :
∑

y∈Nh(x)

A(x, y) > 0}.

Wprowadzamy jeszcze jedną definicję:

Definicja 9.2. Załóżmy, że Lh w postaci (9.2) jest operatorem dodatniego typu w Ωh, dla
którego zachodzi warunek: Ω(2)

h 6= ∅ i Ωh jest zbiorem skończonym. Wtedy powiemy, że Ωh

spełnia warunek spójności siatki (ang. mesh connectivity condition, mesh is connected),
jeśli dla dowolnego x ∈ Ω(1)

h istnieje ciąg elementów siatki {xi}Ni=1 ⊂ Ω(1)
h i y ∈ Ω(2)

h taki,
że x1 = x, i xi+1 ∈ Nh(xi) dla i = 1, . . . , N − 1 i y ∈ Nh(xN).

Wtedy zachodzi następująca różnicowa zasada maksimum:

Twierdzenie 9.2 (Różnicowa zasada maksimum - ang. finite difference maximum prin-
ciple). Załóżmy, że Lh w postaci (9.2) jest operatorem dodatniego typu w Ωh, i że Ωh jest
zbiorem skończonym spełniającym warunek spójności siatki. Wtedy, jeśli

Lhuh(x)  0 ∀x ∈ Ωh,

to
uh(x)  0 ∀x ∈ Ωh.

Dowód można znaleźć w Rozdziale 10 w [7].

Wniosek 9.1. Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia 9.2. Wtedy zadanie (9.2)
ma jednoznaczne rozwiązanie.
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Dowód. Załóżmy, że zadanie (9.2) ma dwa różne rozwiązania uk dla k = 1, 2. Wtedy z
twierdzenia 9.2 wynika, że Lh(u1 − u2) = 0 zatem (u1 − u2)  0 ale i (u2 − u1)  0,
czyli u1 = u2. Z kolei zauważmy, że (9.2) jest układem równań liniowych, więc jedno-
znaczność rozwiązania z prawą stroną równą zero jest równoważna istnieniu rozwiązania
dla dowolnego ψh.

Jako kolejny wniosek z różnicowej zasady maksimum otrzymujemy następujące kryterium
porównawcze:

Twierdzenie 9.3. Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia 9.2 oraz niech

Lhuh(x) = fh(x) Lhvh(x) = gh(x) x ∈ Ωh.

Wtedy, jeśli
|fh(x)| ¬ gh(x) x ∈ Ωh,

to
|uh(x)| ¬ vh(x) x ∈ Ωh.

Dowód. Niech zh = uh − vh, a wh = uh + vh. Stąd

Lh(−zh(x)) = −fh(x) + gh(x)  0, Lhwh(x) = fh(x) + gh(x)  0 x ∈ Ωh.

Zatem z twierdzenia 9.2 otrzymujemy:

zh(x) ¬ 0, wh(x)  0 x ∈ Ωh,

a stąd otrzymujemy |uh(x)| ¬ vh(x) dla x ∈ Ωh.

Z ostatniego twierdzenia otrzymujemy następujące kryterium badania stabilności w dys-
kretnej normie maksimum:

Twierdzenie 9.4 (kryterium stabilności z różnicowej zasady maksimum). Załóżmy, że
spełnione są założenia twierdzenia 9.2

oraz, że istnieje nieujemna funkcja vh określona na Ωh taka,że

0 ¬ vh ¬M, Lhvh  1.

Wtedy uh - rozwiązanie (9.2) z prawą stroną ψh, spełnia:

‖uh‖∞,h = max
x∈Ωh
|uh(x)| ¬M‖ψh‖∞,h.

Dowód. Dla prostoty załóżmy, że ‖ψh‖∞,h = 1 (Lh jest liniowe, więc zawsze możemy
przeskalować uh i ψh przez stałą różną od zera). Wtedy

|Lhuh(x)| = |ψh(x)| ¬ 1 ¬ Lhvh x ∈ Ωh,

zatem z twierdzenia 9.3 otrzymujemy:

|uh(x)| ¬ vh(x) ¬M = M‖ψh‖∞,h x ∈ Ωh.
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Przykład 9.2. Powróćmy do dyskretyzacji naszego modelowego zadania, tzn. do (7.5)-
(7.6). Pozostawiamy jako proste zadanie sprawdzenie, że operator Lh w tym przypadku
jest operatorem dodatniego typu, i że siatka spełnia warunek spójności.

Aby pokazać oszacowanie stabilności korzystając z naszego kryterium należy znaleźć funk-
cję nieujemną ψ określoną na Ω, czyli w szczególności na każdej siatce ograniczonej, taką
że

Lhψ  1.

Na brzegu widzimy, że Lhψ(x) = ψ(x) dla x ∈ {a, b}, więc wystarczy przyjąć ψ takie, że
ψ  1 na brzegu Ω.

Najprościej będzie znaleźć funkcję ψ taką, że Lψ = −d2ψ
dx2
 2. Następnie, korzystając z

tego, że rząd aproksymacji zadania przybliżonego jest dwa w każdym punkcie siatki, tzn.

|(Lψ − Lhrhψ)(x)| = |(Lψ − Lhrhψ)(x)| = O(h2) x ∈ Ωh,

możemy wywnioskować, że istnieje stała h0 taka, że dla h ¬ h0 funkcja

ψh(x) = ψ(x) = rhψ(x) x ∈ Ωh

spełnia Lhψh  1.

W naszym przypadku np. dla c  0 wystarczy zdefiniować:

ψ(x) = 1 +
(
b− a

2

)
+ (x− a) ∗ (b− x).

Wtedy 0 ¬ ψ ¬ 1 + b−a
2 + (b−a)2

4 = M i −d2ψ
dx2

+ c ∗ ψ  −d2ψ
dx2

= 2. Zatem z naszego
kryterium otrzymujemy dla h ¬ h0, że

‖uh‖∞,h ¬
(

1 +
b− a

2
+

(b− a)2

4

)
max{|g(a)|, |g(b)|, ‖fh‖∞,Ωh,h},

czyli stabilność w dyskretnej normie maksimum.

Proszę zauważyć, że stała w oszacowaniu nie zależy od stałej c, za to - inaczej niż w
przypadku poprzedniego prostszego kryterium, zależy od długości odcinka (a, b).

Jeśli rozwiązanie (7.1) jest w C4([a, b]), to otrzymujemy, że:

‖Lhrhu− Lu‖∞,h,Ωh = O(h2)

dla Lh z (8.7), a warunki brzegowe spełnione są dokładnie. Zatem, korzystając z twier-
dzenia 8.1, otrzymujemy:

‖rhu− uh‖∞,h = O(h2).

9.2 Zadania

Ćwiczenie 9.1. Zbadaj stabilność schematu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu
dwuwymiarowego w dyskretnej normie maksimum dla c > 0.
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Ćwiczenie 9.2. Sprawdź, czy operator z (8.10) jest dodatniego typu i zbadaj stabilność
schematu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwuwymiarowego w dyskretnej nor-
mie maksimum dla c = 0 korzystając z różnicowej zasady maksimum.

Ćwiczenie 9.3. Rozpatrzmy problem −du
dt

(t) + c ∗ u(t) = f(t) dla t ∈ (0, 1) i f gład-
kiej funkcji z warunkiem brzegowym Neumanna du

dt
(s) = 0 dla s ∈ {0, 1} oraz schemat

różnicowy na siatce jednorodnej Ωh = {xk}Nk=0 dla xk = k ∗ h:

−∂∂huh(xk) + cuh(xk) = f(xk) k = 1, . . . , N − 1

z ∂huh(x0) = ∂huh(xN) = 0. Czy to zadania wyjściowe oraz zadanie dyskretne mają
jednoznaczne rozwiązanie dla c > 0?

Zbadaj rząd tego schematu oraz stabilność w dyskretnej normie maksimum dla stałej
c > 0. Podaj oszacowanie błędu dyskretnego w dyskretnej normie maksimum w terminach
O(hp).

Ćwiczenie 9.4. Zbadaj rząd i stabilność w normie maksimum schematu skonstruowane-
go analogicznie jak schemat (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwuwymiarowego:
−4u + c ∗ u = f w Ω = (0, 1)2 z zerowym warunkiem Dirichleta na brzegu kwadratu
oprócz krawędzi Γ1 = 0 × (0, 1), gdzie jest postawiony zerowy warunek brzegowy Neu-
manna tzn. u(s) = 0 dla s ∈ ∂Ω \ Γ1 i ∂u

∂n
(0, s) = −∂u

∂x
(0, s) = 0 na Γ1.

Warunek brzegowy na Γ1 przybliżamy w schemacie różnicowym przez odpowiednią róż-
nicę skończoną wprzód, tzn. przez ∂1uh(0, k ∗ h) dla k = 1, . . . , N − 1 z h = 1

N
.

Ćwiczenie 9.5. Zbadaj stabilność w dyskretnej normie maksimum schematu z ćwicze-
nia 8.6.

Ćwiczenie 9.6. Zbadaj stabilność w dyskretnej normie maksimum schematu z ćwicze-
nia 8.9.



Rozdział 10

Metoda różnic skończonych -
stabilność schematów dla zadań
eliptycznych w normach
energetycznych

Materiał w poniższym rozdziale jest materiałem dodatkowym, tzn. nie wchodzi w zakres
materiału przedstawianego na wykładzie.

10.1 Wprowadzenie - stabilność dla modelowego za-
dania

W tym rozdziale przedstawimy krótki zarys innej metody badania stabilności zadań przy-
bliżonych otrzymanych za pomocą metody różnic skończonych, tym razem, w dyskretnej
normie L2

h. Jest to metoda analogiczna do metody badania stabilności zadań różniczko-
wych w równaniach fizyki matematycznej, por. [8].

Przedstawimy tę metodę teraz dla naszej modelowej dyskretyzacji (7.5) z jednorodnymi
warunkami brzegowymi:

−∂∂uh(x) + c ∗ uh(x) = f(x) x ∈ Ωh, (10.1)
u(x) = 0 x ∈ ∂Ωh.

W przypadku niejednorodnych warunków brzegowych dla c = 0, zamiana zmiennych:
v(t) = u(t) + g(a) + g(b)−g(a)

b−a (t − a) dla u rozwiązania zadania z zerowymi warunkami
brzegowymi daje v - rozwiązanie (7.5).

Proszę zauważyć, że dla tego zadania dyskretnego zachodzi też stabilność w dyskretnej
normie maksimum, por. rozdział 9.
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Przyjmujemy oznaczenie Ωh = {xk = a+ k ∗ h : k = 0, . . . , N}. Wprowadzamy do prze-
strzeni L2

h(Ωh) wszystkich funkcji określonych na siatce Ωh następujący iloczyn skalarny:

[u, v]h = h
∑
x∈Ωh

u(x)v(x) = h
N∑
k=0

ukvk

będący dyskretnym odpowiednikiem iloczynu skalarnego typu L2(Ω). Tutaj uk = u(xk).
Wprowadzamy dodatkowo oznaczenia:

[u, v)h = h
N−1∑
k=0

ukvk, (u, v]h = h
N∑
k=1

ukvk, (u, v)h = h
N−1∑
k=1

ukvk.

Potrzebujemy następujących odpowiedników różnicowych wzorów na całkowanie przez
części nazywanych: różnicowymi wzorami na sumowanie przez części (ang. finite diffe-
rence summing by parts formulas):

h ∗
N−1∑
k=1

∂ukvh = −h ∗
N∑
k=1

uk∂vk + uNvN − u1v0

h ∗
N−1∑
k=1

∂ukvk = −h ∗
N−1∑
k=0

uk∂vh + uN−1vN − u0v0.

Tutaj ∂uk = ∂u(xk) = h−1(uk − uk−1) i ∂uk = ∂u(xk) = h−1(uk+1 − uk). Dowód tych
wzorów pozostawiamy jako proste zadanie, por. ćwiczenie 10.1. Możemy je przedstawić z
wykorzystaniem naszej notacji:

(∂u, v)h = −(u, ∂v]h + uNvN − u1v0,
(∂u, v)h = −[u, ∂v)h + uN−1vN − u0v0.

(10.2)

Zauważmy, że ∂∂uk = ∂∂uk dla k = 1, . . . , N − 1 zatem z powyższych wzorów dla u
widzimy, że dla u0 = uN = 0:

(−∂∂u, u)h = (−∂∂u, u)h = [∂u, ∂u)h = (∂u, ∂u]h. (10.3)

Prawdziwy jest również dyskretny odpowiednik nierówności Friedrichsa:

Twierdzenie 10.1 (różnicowa nierówność Friedrichsa). Dla u ∈ L2
h(Ωh) takiej, że u0 =

uN = 0 prawdziwa jest nierówność

‖u‖2
0,h ¬ (b− a)2[∂u, ∂u)h = (b− a)2(∂u, ∂u]h.

Dowód pozostawiamy jako zadanie, por. ćwiczenie 10.1.

Weźmy −∂∂uk dla uh rozwiązania (10.1), przemnóżmy przez h ∗ uk i zsumujmy po k =
1, . . . , N−1. Wtedy, korzystając z wzorów na sumowanie przez części (10.2), otrzymujemy

(−∂∂uh, uh)h + c(uh, uh)h = (∂uh, ∂uh]h + c(uh, uh)h = (fh, uh)h.

Możemy skorzystać z różnicowej nierówności Friedrichsa, por. twierdzenie 10.1:

‖uh‖2
0,h ¬ (b− a)2(∂uh, ∂uh]h ¬ (b− a)2(fh, uh)h ¬ (b− a)2‖fh‖0,h,Ωh‖uh‖0,h,



108/161 © Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski, 2022.

a stąd otrzymujemy oszacowanie:

‖uh‖0,h ¬ (b− a)‖fh‖0,h,Ωh .

W przypadku c > 0 otrzymujemy oszacowanie bez użycia nierówności Friedrichsa:

‖uh‖0,h ¬
√
c−1‖fh‖0,h,Ωh .

Uzyskaliśmy stabilność w dyskretnej normie L2
h, z której wynika też istnienie jedno-

znacznego rozwiązania równego zero dla fh = 0. Stąd wynika istnienie jednoznacznego
rozwiązania.

Weźmy rhu ∈ L2
h(Ωh) zdefiniowane jako rhu(x) = u(x) dla x ∈ Ωh. Takie obcięcie jest

zdefiniowane poprawnie dla dowolnej funkcji ciągłej. Zauważmy, że zbiór funkcji ciągłych
na Ω jest gęsty w L2(a, b). Dodatkowo

‖rhu‖0,h → ‖u‖L2(a,b) h→ 0

dla dowolnej funkcji ciągłej na [a, b] oraz jeśli rozwiązanie (7.5) jest w C4([a, b]), to

‖Lhrhu− Lu‖0,h = O(h2).

Korzystając z twierdzenia 8.1 otrzymujemy:

‖rhu− uh‖0,h = O(h2). (10.4)

Ten przykład jest prosty, ale w ten sam sposób można badać bardziej skomplikowane
schematy różnicowe dla zadań postawionych w obszarach w dwóch czy więcej wymiarach.

10.2 Stabilności w normach energetycznych

Przedstawimy teraz ogólną teorię stabilności w dyskretnych normach energetycznych.
Dyskretne normy energetyczne są analogiczne do tzw. norm energetycznych, w których
bada się stabilność rozwiązań wyjściowych zadań różniczkowych z wykorzystaniem teorii
równań fizyki matematycznej.

Zakładamy, że rozpatrujemy rodzinę skończenie wymiarowych przestrzeni Hilberta Hh z
iloczynem skalarnym (·, ·)h oraz operator Ah : Hh → Hh. Interesuje nas zadanie dyskretne:

Ahuh = fh. (10.5)

Powiemy, że operator liniowy A : Hh → Hh jest samosprzężony w Hh, jeśli A = A∗ dla
A∗ : Hh → Hh zdefiniowanego jako

(A∗u, v)h = (u,Av)h ∀u, v ∈ Hh.

Powiemy, że A jest dodatnio określony (nieujemnie określony), jeśli

(Au, u)h > 0 ((Au, v)h  0) ∀u ∈ Hh, u 6= 0.
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Nierówność operatorową A > B (A  B) definiujemy jako A − B > 0 (A − B  0).
Zauważmy, że jeśli A = A∗ > 0 to (u, v)A = (Au, v)h jest poprawnie zdefiniowanym ilo-
czynem skalarnym, który nazywamy iloczynem skalarnym energetycznym dla operatora
A. Oznaczmy ‖u‖A = (u, u)1/2

A jako normę energetyczną dla A. Zauważmy, że A−1 też
jest samosprzężony dodatnio określonym operatorem. Stabilność w odpowiednich nor-
mach dyskretnych typu L2, czy normach energetycznych pozwala nam badać następujące
twierdzenie:

Twierdzenie 10.2. Niech A : Hh → Hh będzie liniowym operatorem w przestrzeni Hil-
berta skończenie wymiarowej Hh. Wtedy, dla uh rozwiązania (10.5) zachodzi:

• jeśli A  α1I, to
‖u‖h ¬ α−1

1 ‖f‖h,

• jeśli A = A∗  α2I, to
‖u‖A ¬ α

−1/2
2 ‖f‖h,

• jeśli A  α3B dla B = B∗ > 0, to

‖u‖B ¬ α−1
3 ‖f‖B−1 ,

gdzie αk dla k = 1, 2, 3 są stałymi dodatnimi.

Dowód pozostawiamy jako zadanie, por. twierdzenia 10.10 w [7].

Przykład 10.1. Zastosujmy powyższe twierdzenia do badania stabilności w przestrzeni
Hilberta L2

h(Ωh) funkcji określonych na Ωh = {xk}k=1,...,N−1 dla xk = a+k∗h z iloczynem
skalarnym (u, v)h =

∑N−1
k=1 ukvk dyskretyzacji (10.1). Bierzemy, jak powyżej, uk = u(xk)

dla u ∈ L2
h(Ωh) przy czym przyjmujemy, że u0 = uN = 0.

Pokażemy, że nasz powyższy dowód stabilności bazował na tym, że odpowiedni operator
różnicowy jest dodatnio określony w tej przestrzeni.

Definiujemy Ah, Bh : L2
h(Ωh)→ L2

h(Ωh) jako

Bhu(x) = −∂∂u(x) x ∈ Ωh,

Ahu(x) = −∂∂u(x) + c ∗ u(x) x ∈ Ωh.

Wtedy, przyjmując że u0 = uN = v0 = vN = 0, otrzymujemy jak powyżej (por. wzory na
sumowanie przez części (10.2)):

(Bhu, v)h = [∂u, ∂v)h = (u,Bhv)h,

a następnie, z różnicowej nierówności Friedrichsa, por. twierdzenie 10.1, dla u 6= 0 widzi-
my, że

(Bhu, u)h = [∂u, ∂u)h 
1

(b− a)2
(u, u)h > 0,
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czyli Bh  1
(b−a)2 I. A z kolei Ah = Bh + c ∗ I 

(
c+ 1

(b−a)2

)
∗ I, czyli jest to operator

dodatnio określony i samosprzężony i zachodzi Ah  Bh. Zatem, z pierwszego podpunktu
twierdzenia 10.2 otrzymujemy:

‖uh‖h ¬
(
c+

1
(b− a)2

)−1

‖fh‖h,

a z drugiego i trzeciego - odpowiednio:

‖uh‖Ah ¬
(
c+

1
(b− a)2

)−1/2

‖fh‖h,

‖uh‖Bh ¬ ‖fh‖B−1
h
.

Przykład 10.2. Rozpatrzmy następujący problem różniczkowy, powstały z naszego mo-
delowego problemu poprzez dodanie członu z pierwszą pochodną:

−u′′(x) + b ∗ u′(x) + c ∗ u = f, u(0) = u(L) = 0

dla b, c stałych, przy czym c  0. Dyskretyzujemy ten problem na siatce Ωh = {xk}k=0,...,N

dla xk = k ∗ h dla h = L/N w następujący sposób:

Lhuh(x) = −∂∂uh(x) + b ∗ ∂̃u+ c ∗ uh(x) = f(x) x ∈ Ωh, (10.6)
uh(0) = uh(L) = 0 x ∈ ∂Ωh.

Tutaj

∂̃u(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2 ∗ h
jest ilorazem różnicowym centralnym. Zauważmy, że ∂̃ = 0.5(∂ + ∂). Można pokazać, że
jeśli rozwiązanie u ∈ C4([0, L]), to:

|Lhu(x)− f(x)| = O(h2) x ∈ Ωh,

co pozostawiamy jako zadanie. Z tego możemy wywnioskować, że rząd aproksymacji
wynosi dwa, zarówno w normie dyskretnej maksimum, jak i w L2

h.

Weźmy przestrzeń Hh z tym samym iloczynem skalarnym i operator Bh z przykładu 10.1.

Wtedy, z wzorów na różnicowe sumowanie przez części (10.2), otrzymujemy:

(∂̃u, u)h = 0.5 ∗ (∂u+ ∂u, u)h = −0.5 ∗ (u, ∂u+ ∂u)h.

Stąd (∂̃u, u)h = 0. Zatem, choć Lh nie jest symetryczny (o ile b 6= 0), to jest operatorem
dodatnio określonym i zachodzi:

(Lhu, u)h = ((Bh + c ∗ I)u, u)h 
(
c+

1
L2

)
∗ (u, u)h.

czyli Lh  Bh + c ∗ I  (c+ 1
L2

) ∗ I.

Z powyższego oszacowania możemy pokazać stabilność w normie ‖ · ‖0,h jak w przykła-
dzie 10.1, a w konsekwencji zbieżność dyskretną z rzędem dwa, co pozostawiamy jako
zadanie.
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10.3 Zadania

Ćwiczenie 10.1. Udowodnij wzory na sumowanie przez części, tzn. (10.2) oraz różnicową
nierówność Friedrichsa, tzn. twierdzenie 10.1.

Ćwiczenie 10.2. Zbadaj rząd i stabilność schematu z przykładu 10.2 dyskretyzacji mo-
delowego problemu jednowymiarowego w ‖ · ‖0,h dla c > 0 i c = 0. Wykaż zbieżności z
rzędem dwa w normie ‖ · ‖0,h, o ile rozwiązanie wyjściowego problemu jest klasy C4.

Ćwiczenie 10.3. Zbadaj stabilność schematu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu
dwuwymiarowego w dyskretnej normie L2 dla c  0.

Ćwiczenie 10.4. Rozpatrzmy równanie różniczkowe na kwadracie Ω = (0, 1)2: chcemy
znaleźć u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω):

−4u+ b1ux + b2uy + c ∗ u = f w [0, 1]2

z zerowym warunkiem brzegowym. Tu c, b1, b2 są stałymi, a c jest dodatkowo nieujemna.

Analogicznie do przykładu 10.2 i dyskretyzacji (8.10), skonstruuj schemat różnicowy wy-
korzystując odpowiednie pochodne centralne do aproksymacji pochodnych ux, uy.

Zbadaj rząd schematu i stabilność w w dyskretnej normie L2.

Wskazówka. Postępuj analogicznie jak w przykładzie 10.2.



Rozdział 11

Metoda elementu skończonego -
wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawimy główne idee metody elementu skończonego na przykładzie
modelowego zadania eliptycznego rzędu dwa na obszarze jednowymiarowym. Metoda ele-
mentu skończonego jest bardziej ogólna od metody różnic skończonych nawet dla zadań
różniczkowych zadanych na obszarze w jednym wymiarze. Np. konstrukcje zadań przybli-
żonych dla warunków brzegowych różnego typu są dużo prostsze niż w przypadku metody
różnic skończonych.

11.1 Metoda elementu skończonego dla modelowego
zadania eliptycznego w jednym wymiarze

11.1.1 Słabe sformułowanie

Rozpatrzmy modelowe zadanie jednowymiarowe (7.1) z zerowymi warunkami brzegowymi
i c = 0, którego rozwiązanie oznaczymy u∗.

Następnie weźmy dowolną funkcję ciągłą φ, która jest kawałkami C1 na odcinku, tzn.
która ma ciągłą pochodną poza skończoną ilością punktów taką, że φ(a) = φ(b) = 0.
Przemnóżmy równanie Lu = f przez tę funkcję. Ze wzoru na całkowanie przez części
otrzymujemy: ∫ b

a
−d

2u∗
dx2

φ dx =
∫ b

a

du∗
dx

dφ

dx
dx =

∫ b

a
fφ dx.

Oczywiście tutaj dφ
dx

jest zdefiniowana poza skończoną ilością punktów nieciągłości.

Zamiast zadania (7.1) możemy rozpatrzyć zadanie znalezienia funkcji u∗ w odpowiedniej
przestrzeni V funkcji określonych na odcinku [a, b] zawierających funkcje kawałkami C1

i zerujące się w końcach odcinka (na razie nie ustalajmy precyzyjnie o jaką przestrzeń
chodzi) takiej, żeby ∫ b

a

du∗
dx

dφ

dx
dx =

∫ b

a
fφ dx ∀φ ∈ V. (11.1)

Oczywiście rozwiązanie (7.1) spełnia (11.1), a przy odpowiednim doborze V (oraz dosta-
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tecznej gładkości f) można pokazać, że rozwiązanie (11.1) również spełnia (7.1). Zadanie
(11.1) nazywamy sformułowaniem uogólnionym (słabym, wariacyjnym) zadania (7.1).
Zaś (7.1) nazywamy sformułowaniem klasycznym. Metoda elementu skończonego, któ-
ra jest szczególnym przypadkiem metody Galerkina polega na tym, że wprowadzamy w
specjalny sposób skończenie wymiarową podprzestrzeń przestrzeni V . Następnie szukamy
rozwiązania w tej przestrzeni dyskretnej, które spełnia zadanie wariacyjne (11.1) z tym,
że przestrzeń V jest zastąpiona przez naszą dyskretną podprzestrzeń.

Proszę zauważyć, że podejście wariacyjne jest inne od metody różnic skończonych, w
której konstrukcja rozwiązania określonego na zbiorze dyskretnym (siatce) polega na za-
stąpieniu odpowiednich pochodnych w równaniu różniczkowym odpowiednimi ilorazami
różnicowymi na tej siatce.

11.1.2 Element liniowy

Wprowadźmy podział (triangulacje) odcinka [a, b] na pododcinki (elementy) Th([a, b]) =
{τk}, gdzie τk = (xk, xk+1) dla a = x0 < . . . < xN−1 < xN = b. Za parametr tego podziału
przyjmijmy h = maxk |xk−xk−1|, a punkty xk nazwiemy punktami nodalnymi (węzłami)
tego podziału.

Oczywiście najprostszym podziałem jest podział równomierny, jeśli bierzemy xk = k ∗ h
dla h = (b− a)/N .

Zakładamy, że rozpatrujemy rodzinę podziałów z h dążącym do zera.

Teraz na bazie danego podziału Th([a, b]) możemy wprowadzić przestrzeń dyskretną:

V h = {u ∈ C([a, b]) : u|τ ∈ P1 ∀τ ∈ Th([a, b]), u(a) = u(b) = 0},
gdzie P1 = span(1, x) jest przestrzenią wielomianów liniowych, tzn. stopnia nie większego
niż jeden. Funkcje z tej przestrzeni to funkcje kawałkami liniowe (czyli klasyczne splajny
liniowe) z zerowymi warunkami brzegowymi na brzegu, czyli w szczególności są to funkcje
ciągłe kawałkami klasy C1, zatem V h ⊂ V .

Zadanie dyskretne polega na znalezieniu uh ∈ V h takiego, że∫ b

a

duh
dx

dφ

dx
dx =

∫ b

a
fφ dx ∀φ ∈ V h. (11.2)

Pozostawimy jako zadanie wykazanie istnienia jednoznacznego rozwiązania (11.2). Na
razie wprowadźmy tzw. funkcję nodalną: niech φk ∈ V h dla k ∈ {1, . . . , N − 1} będzie
taką funkcją, że φk(xk) = 1 i φk(xj) = 0 dla j 6= k. Możemy podać wzór na taką funkcję:

φ(x) =


0 x 6∈ [xk−1, xk+1],
x−xk−1
xk−xk−1

x ∈ [xk−1, xk],
1− x−xk

xk+1−xk
x ∈ [xk, xk+1].

(11.3)

Widzimy wykres kilku takich funkcji, por. rysunek 11.1.

Nietrudno pokazać, że φk jest elementem V h, i że (φ1, . . . , φN−1) tworzy bazę V h taką, że
jeśli u ∈ V h, to

u =
N−1∑
k=1

u(xk)φk,
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Rysunek 11.1: Baza daszkowa dla N = 5.

gdzie u(xk) wartość funkcji u w punkcie nodalnym xk. Wstawiając uh =
∑N−1
k=1 uh(xk)φk

do (11.2) otrzymujemy następujący układ równań liniowych:

Ah~u = ~f (11.4)

z ~u = (u(x1), . . . , u(xN−1))T ,

Ah = (akl)N−1
k,l=1, akl =

∫ b

a

dφk
dx

dφl
dx

dx, ~f = (f1, . . . , fN−1)T

dla fk =
∫ b
a fφk dx.

Zauważmy, że macierz Ah jest symetryczna i trójdiagonalna. Można wykazać, że jest
dodatnio określona, więc można powyższy układ rozwiązać metodą przeganiania lub od-
powiednim wariantem metody Choleskiego kosztem rzędu c ∗ N dla stałej c niezależnej
od N .

11.1.3 Zbieżność

Zastanówmy się nad zbieżnością uh do rozwiązania u∗. Najpierw trzeba ustalić w jakiej
normie chcemy wykazać zbieżność.

Naturalną normą jest norma energetyczna związana z formą dwuliniową w słabym sfor-
mułowaniu (11.1):

‖u‖V :=

√√√√∫ b

a

∣∣∣∣∣dudx
∣∣∣∣∣
2

dx.
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Wprowadzając oznaczenie eh = u∗ − uh i odejmując (11.2) od (11.1) otrzymujemy:

∫ b

a

deh
dx

dφ

dx
dx =

∫ b

a

d

dx
(u∗ − uh)

dφ

dx
dx = 0 ∀φ ∈ V h.

Następnie dla dowolnego vh ∈ V h widzimy, że

∫ b

a

∣∣∣∣∣dehdx
∣∣∣∣∣
2

dx =
∫ b

a

deh
dx

du∗
dx

dx =
∫ b

a

deh
dx

du∗
dx

dx−
∫ b

a

deh
dx

dvh
dx

dx

=
∫ b

a

deh
dx

d

dx
(u∗ − vh) dx.

Korzystając z nierówności Schwarza w L2(a, b) otrzymujemy:

‖eh‖2
V ¬ ‖eh‖V ‖u∗ − vh‖V ,

czyli
‖eh‖V ¬ ‖u∗ − vh‖V ∀vh ∈ V h.

Przyjmując za vh liniowy interpolator u∗ w punktach nodalnych, tzn. Ihu∗ :=
∑
k u∗(xk)φk,

można wykazać:∥∥∥∥∥ dkdxk (u∗ − Ihu∗)
∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

¬ Ckh
2−k

∥∥∥∥∥d2u∗
dx2

∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

k = 0, 1 (11.5)

dla pewnych stałych Ck niezależnych od h, u∗ i [a, b]. Dowód tego oszacowania pozo-
stawiamy jako zadanie, wynika on wprost z oszacowań błędu interpolacji dla splajnów
liniowych.

Wtedy od razu otrzymujemy:

‖eh‖V ¬ ‖u∗ − Ihu∗‖V ¬ C1h

∥∥∥∥∥d2u∗
dx2

∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

,

czyli dla funkcji klasy C2 błąd w normie energetycznej zachowuje się jak O(h).

Można też wykazać, że w normie L2(a, b) zachodzi:

‖eh‖L2(a,b) ¬ Ch2

∥∥∥∥∥d2u∗
dx2

∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

,

czyli błąd zachowuje się jako O(h2) - co nie jest oczywiste.

Porównajmy to oszacowanie z oszacowaniem błędu z metody różnic skończonych (MRS)
na siatce równomiernej dla tego samego zadania różniczkowego. Można pokazać wtedy
zbieżność dyskretną O(h2) w dyskretnej normie L2

h, por. (10.4), która w przybliżeniu
odpowiada normie L2, czyli możemy powiedzieć, że szybkość zbieżności w tym przypadku
metody elementu skończonego i metody różnic skończonych jest tego samego rzędu. Ale
w MRS musieliśmy założyć równomierność siatki i wyższą gładkość rozwiązania (u∗ ∈
C4((a, b))).
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11.1.4 Inne przestrzenie elementu skończonego

Przestrzeń dyskretną V h można też zdefiniować inaczej.

Dla danego podziału Th([a, b]) zdefiniujemy następujące przestrzenie elementu skończo-
nego dla dowolnego p = 1, 2, 3, 4, . . .:

V h
p = {u ∈ C([a, b]) : u|τ ∈ Pp ∀τ ∈ Th([a, b]), u(a) = u(b) = 0}

gdzie Pp jest przestrzenią wielomianów stopnia nie przekraczającego p.

Widzimy, że V h = V h
1 . Przestrzeń V h

2 nazywamy przestrzenią elementu skończonego funk-
cji ciągłych kawałkami kwadratowych, a przestrzeń V h

3 - przestrzenią elementu skończo-
nego funkcji ciągłych kawałkami kubicznych, czy inaczej - metodą elementu skończonego
typu Lagrange’a kwadratową lub kubiczną. Możemy teraz postawić zadanie dyskretne,
jak poprzednio, tzn. szukamy uh,p ∈ V h

p takiego, że∫ b

a

duh,p
dx

dφ

dx
dx =

∫ b

a
fφ dx ∀φ ∈ V h

p . (11.6)

Zadanie to ma jednoznaczne rozwiązanie. Analogicznie jak dla elementu liniowego może-
my wprowadzić tu tzw. bazę nodalną w V h

p . Wprowadzamy dodatkowe punkty wewnątrz
odcinka [xk, xk+1) dla k = 0, . . . , N − 1:

xk,j = xk +
j

p
(xk+1 − xk), j = 0, . . . , p− 1.

Oczywiście xk,0 = xk.

Dla każdego punktu xk,j oprócz x0,0 = x0 = a wprowadzamy funkcję bazową φk,j ∈ V h
p

taką, że

φk,j(xl,i) =
{

1 l = j i = j
0 w przeciwnym przypadku

(11.7)

Można pokazać, że (φk,j)k,j jest bazą i to taką, że

supp(φk,j) =
{

[xk−1, xk+1] j = 0, k > 0
[xk, xk+1] j 6= 0.

Powstaje pytanie: po co stosować przestrzenie V h
p dla p > 1?

Jeśli rozwiązanie u∗ jest bardziej regularne, tzn. należy do Cp+1([a, b]), to można wykazać,
że dla Ih,p =

∑
k,j u(xk,j)φk,j ∈ V h

p :∥∥∥∥∥ dkdxk (u∗ − Ih,pu∗)
∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

¬ Ckh
p+1−k

∥∥∥∥∥dp+1u∗
dxp+1

∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

k = 0, 1 (11.8)

i stąd, jak poprzednio dla elementu liniowego, otrzymujemy, że

‖u∗ − uh,p‖V ¬ Cph
p

∥∥∥∥∥dp+1u∗
dxp+1

∥∥∥∥∥
∞,[a,b]

, (11.9)

czyli błąd zachowuje się jak O(hp) co oznacza, że w tej normie zachodzi zbieżność rzędu
p.
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11.2 Zadania

Ćwiczenie 11.1. Pokaż, że φk zdefiniowana w (11.3) jest w V h, i że (φ1, . . . , φN−1) tworzy
bazę V h.

Ćwiczenie 11.2. Wykaż (11.4). Policz wszystkie różne od zera elementy macierzy Ah
układu (11.4). Pokaż, że dla c = 0 i równomiernego podziału odcinka tzn. xk = a+ k ∗ h
macierz ta jest równa macierzy dyskretyzacji metodą różnic skończonych dla tego samego
zadania, pomnożonej przez parametr h, tzn. jest macierzą układu równań liniowych (7.7).
Czy oba układy równań liniowych po przeskalowaniu przez h (7.7) są wtedy identyczne?

Rozwiązanie. Układy nie są identyczne, ponieważ prawe strony mogą być różne, jak-
kolwiek wtedy prawą stronę (7.7) możemy uznać za prostą aproksymację całek z prawej
strony (11.4). ♦

Ćwiczenie 11.3. Pokaż, że macierz Ah w (11.4) jest zawsze trójdiagonalna, symetryczna
i dodatnio określona.

Wskazówka. Pokaż, że dla dowolnych funkcji u =
∑
k ukφk, v =

∑
k vkφk ∈ V h zachodzi

~uTAh~v =
∫ b
a
du
dx

dv
dx
dx, dla ~u = (u1, . . . , uN−1)T , ~v = (v1, . . . , vN−1)T .

Ćwiczenie 11.4. Zaproponuj metodę rozwiązywania układu równań (11.4) będącą od-
powiednią wersją metody eliminacji Gaussa dla macierzy symetrycznej trójdiagonalnej
dodatnio określonej, której koszt wynosi O(N).

Ćwiczenie 11.5 (laboratoryjne). Dla podziału równomiernego na odcinku [−1, 1] roz-
wiąż w octavie (11.4) dla znanego rozwiązania u(x) = sin(π∗x), czyli dla f = −π2∗sin(x).
Prawą stronę możemy policzyć odpowiednią funkcją octave’a. Policz rozwiązania dyskret-
ne dla 2h i h. Następnie policz normy dyskretne maksimum dla błędów u∗−uh i u∗−u2h

(czyli maksima błędów w punktach nodalnych) i ich stosunek. (Zakładając, że błąd dla
h wynosi O(hp) , stosunek ten powinien w przybliżeniu wynosić 2p).

Ćwiczenie 11.6 (częściowo laboratoryjne). Udowodnij, że φk,j z (11.7) są w V h
p , i że

stanowią bazę tej przestrzeni. Wyprowadź bezpośrednie wzory na φk,j. Narysuj w octave
wykresy wszystkich φk,j na odcinku [xk, xk+1] dla [a, b] = [0, 2], h = 1 i p = 2, 3 przy
użyciu funkcji octave’a plot().

Ćwiczenie 11.7. Korzystając z (11.8) wykaż (11.9) tzn., że

‖u∗ − uh,p‖V = O(hp)

o ile u∗ jest dostatecznie gładka.

Wskazówka. Dowód przebiega identycznie jak w przypadku p = 1, tzn. liniowego elementu
skończonego.

Ćwiczenie 11.8. Udowodnij jednowymiarową nierówność Friedrichsa, a mianowicie, że
jeśli f jest funkcją ciągłą kawałkami klasy C1 na [a, b] i u(a) = 0, to

∫ b

a
|f |2 dx ¬ (b− a)2

∫ b

a

∣∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∣
2

dx.
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Ćwiczenie 11.9. Pokaż, że (u, v)V =
∫ b
a
du
dx

dv
dx
dx jest iloczynem skalarnym na V h

p i - ogól-
niej na dowolnej przestrzeni funkcyjnej zawartej w przestrzeni funkcji ciągłych kawałkami
C1 zerujących się w końcach odcinka [a, b]. W szczególności ‖u‖V jest normą na V h

p .

Ćwiczenie 11.10. Wyprowadź układ równań liniowych

Ah,p~u = ~f,

którego rozwiązaniem jest wektor współczynników w bazie {φk,j}, por. (11.7), rozwią-
zania uh,p zadania (11.6). Określ ilość elementów różnych od zera w macierzy, czy przy
odpowiednim porządku indeksów funkcji bazy ta macierz może być jest pasmowa? Jeśli
tak, to znajdź wielkość pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio określona? Zaproponuj
algorytm bezpośredni rozwiązywania tego układu kosztem O(n), dla n wymiaru V h

p .

Ćwiczenie 11.11. Udowodnij (11.5).

Wskazówka. Oszacowanie dla k = 0 wprost wynika z oszacowania błędu interpolacji La-
grange’a, por. np. [11], [?] lub w języku angielskim [?] lub [18]. Natomiast w przypadku
k = 1 wystarczy zauważyć, że w każdym przedziale (xk, xk+1) dla 0 ¬ k < N istnieje punkt
ξk taki, że u∗(ξk) = Ihu∗(ξk), a następnie skorzystać z twierdzenia o wartości średniej.

Ćwiczenie 11.12. Udowodnij (11.8).

Wskazówka. Ponownie jak w poprzednim zadaniu oszacowanie dla k = 0 wprost wynika z
oszacowania błędu interpolacji Lagrange’a, por. np. [11], [?] lub w języku angielskim [?]
lub [18].



Rozdział 12

Metoda elementu skończonego -
wprowadzenia cd. Przypadek
dwuwymiarowy.

W tym rozdziale przedstawimy kilka możliwie prostych dyskretyzacji skonstruowanych za
pomocą metody elementu skończonego na przykładzie modelowego zadania eliptycznego
na kwadracie.

12.1 Metoda elementu skończonego na kwadracie jed-
nostkowym

Rozpatrzmy modelowe zadanie (7.8) z rozdziału 7.2, którego rozwiązanie oznaczymy przez
u∗.

Słabe sformułowanie zadania (7.8): chcemy znaleźć u∗ ∈ V takie, że∫
Ω
∇u∗∇v + cu v dx =

∫
Ω
fv dx ∀v ∈ V. (12.1)

Tutaj V jest odpowiednio dobraną przestrzenią funkcji ciągłych zerujących się na brzegu,
dla których obie strony słabego sformułowania mają sens. Np. możemy wziąć domknięcie
w odpowiedniej normie przestrzeni funkcji ciągłych zerujących się na brzegu, których
słaba pochodna (pochodna w sensie dystrybucyjnym) jest w L2(Ω). Później precyzyjniej
ustalimy o jaką przestrzeń chodzi.

Jeśli problem (12.1) ma rozwiązanie dostatecznie gładkie, tzn. u∗ posiada ciągłe pierwsze
i drugie pochodne cząstkowe, to u∗ jest rozwiązaniem wyjściowego zadania. Może się
zdarzyć, że istnieje rozwiązanie (12.1), które nie jest nawet ciągłe.

12.1.1 Triangulacja obszaru

Wprowadźmy podział (triangulacje) kwadratu Ω = [0, 1]2 na trójkąty Th([0, 1]2) = {τk}k
o jednakowym kształcie i wielkości. Najprościej jest podzielić kwadrat na równe kwadraty

119
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Ω

τ
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]

Rysunek 12.1: Modelowa triangulacja złożona z trójkątów τ na kwadracie Ω.

([x(k), x(k+1)]× [x(l), x(l+1)] dla k, l = 0, . . . , N i x(k) = k ∗h dla h = 1/N . Następnie każdy
kwadrat dzielimy na dwa trójkąty prowadząc przekątną np. z lewego górnego rogu do
dolnego prawego, por. rysunek 12.1.

Zauważmy, że
⋃
τ∈Th(Ω) τ = Ω i ∂τk ∩ ∂τj jest zbiorem pustym, krawędzią lub wspólnym

wierzchołkiem dla dowolnych różnych elementów tej triangulacji.

Za parametr tej dyskretyzacji przyjmujemy h, a punkty x(kl) = (x(k), x(l)) nazwiemy
punktami nodalnymi tej triangulacji. Proszę zauważyć, że to nie jest tylko jedna możli-
wa triangulacja kwadratu. Możemy wybierać trójkąty na wiele sposobów tak, aby tylko
zachowane zostały warunki, że trójkąty są rozłączne, suma ich domknięć tworzy cały
kwadrat, ich wspólne części brzegów to wierzchołek, wspólna krawędź lub zbiór pusty.

Rozpatrujemy w ogólności rodzinę takich triangulacji z h→ 0.

12.1.2 Element liniowy

Możemy wprowadzić przestrzeń dyskretną:

V h = {u ∈ C(Ω) : u|τ ∈ P1(τ) ∀τ ∈ Th(Ω), u(s) = 0 ∀s ∈ ∂Ω},

dla P1(τ) = span(1, x1, x2) przestrzeni wielomianów liniowych na τ . Wielomian linio-
wy na trójkącie jest zdefiniowany poprzez wartości w wierzchołkach tego trójkąta, które
nazywamy punktami swobody tego elementu skończonego, por. rysunek 12.2.
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Rysunek 12.2: Wierzchołki trójkąta τ - punkty nodalne wielomianu liniowego na tym
trójkącie.

Analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, możemy wprowadzić funkcje nodalne:
definiujemy φk,l ∈ V h dla k, l ∈ {1, . . . , N − 1} jako funkcję, która spełnia φk,l(x(kl)) = 1
i φk,l(x(ij)) = 0 dla x(kl) 6= x(ij) dla x(kl) = (x(k), x(l)).

W przypadku naszej prostej regularnej triangulacji możemy wyznaczyć wzory na te funk-
cje na trójkącie τ . Powiedzmy, że wzory wyznaczymy na tym trójkącie, który jest zazna-
czony na rysunku 12.1 - przyjmujemy, że x(kl) = (k∗h, l∗h) jest wierzchołkiem przy kącie
prostym:

φk,l(x) = 1− x1 − k ∗ h
h

− x2 − l ∗ h
h

,

φk+1,l(x) =
x1 − k ∗ h

h
, (12.2)

φk,l+1(x) =
x2 − l ∗ h

h
.

dla x = (x1, x2). Wykresy takiej funkcji dla tej regularnej triangulacji kwadratu lub kilku
funkcji możemy obejrzeć na rysunkach 12.3 i 12.4. Na rysunku 12.5 widzimy przykładową
funkcję z przestrzeni V h. Również jako zadanie pozostawimy wykazanie, że

{φk,l}k,l=1,...,N−1

tworzą bazę V h, i że
u =

∑
k,l

u(x(kl))φk,l.

Wprowadzamy zadanie dyskretne: chcemy znaleźć uh ∈ V h takie, że∫
Ω
∇uh∇vh + cuh vh dx =

∫
Ω
fvh dx ∀vh ∈ V h. (12.3)

Można pokazać, że to zadanie ma jednoznaczne rozwiązanie, i że jeśli u∗ ∈ C2([0, 1]2) to:

‖∇(uh − u∗)‖L2(Ω) = O(h) (12.4)
‖uh − u∗‖L2Ω) = O(h2).
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Rysunek 12.3: Wykres funkcji daszkowej φkl.

Zatem w normie L2 widzimy oszacowanie zbieżności rzędu dwa analogiczne jak dla
dyskretyzacji tego samego zadania przy pomocy metody różnic dzielonych i dyskretnej
normy L2

h, ale przy dużo słabszych założeniach. Tam musieliśmy założyć, że funkcja jest
klasy C4.

Można też zauważyć, że w przypadku bardziej skomplikowanego geometrycznie obszaru
(wielokąta) możemy skonstruować analogiczną dyskretyzację wprowadzając triangulację
złożoną z trójkątów, a w przypadku różnic dzielonych, jeśli obszar nie jest prostokątem,
pojawiają się kłopoty z postawieniem warunku brzegowego.

12.1.3 Element kwadratowy i kubiczny

W tym rozdziale przedstawimy dwa typy przestrzeni elementu skończonego wyższych rzę-
dów - element kwadratowy i kubiczny. Rozpatrzmy triangulację kwadratu jednostkowego
Th([0, 1]2) jak w Rozdziale 12.1.1. Wtedy definiujemy:

V h
p = {u ∈ C(Ω) : u|τ ∈ Pp(τ) ∀τ ∈ Th(Ω), u(s) = 0 ∀s ∈ ∂Ω}.
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Rysunek 12.4: Wykresy dwóch funkcji daszkowych.

dla p = 1, 2, 3, . . .. Tutaj Pp(τ) = span(xk1x
l
2)0¬k+l¬p to przestrzeń wielomianów na τ

stopnia nie większego od p.

Przypadek V h
2 określamy jako przestrzeń elementu skończonego kwadratowego, a V h

3 ku-
bicznego.

Dla p = 2 widzimy, że wielomian kwadratowy na trójkącie jest określony jednoznacznie
poprzez swoje wartości w trzech wierzchołkach i trzech środkach krawędzi. Wszystkie
te punkty wewnątrz Ω określamy jako punkty nodalne V h

2 . Z każdym takim punktem x
wiążemy funkcję, która jest równa jeden w tym punkcie, a zero we wszystkich pozostałych
wierzchołkach i punktach środkowych krawędzi, por. rysunek 12.6. Z kolei dla p = 3
wielomian kubiczny na trójkącie jest jednoznacznie określony poprzez swoje wartości
w wierzchołkach, w środku ciężkości oraz w dwu punktach wewnątrz każdej krawędzi
dzielących ją na trzy równe odcinki, por. rysunek 12.7.

W przypadku przestrzeni V h
p możemy wprowadzić analogiczne bazy nodalne złożone z

funkcji, które przyjmują wartość jeden w ustalonym punkcie nodalnym, a zero - w po-
zostałych. Wzory takich funkcji są coraz bardziej skomplikowane wraz ze wzrostem p.
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Rysunek 12.5: Wykres przykładowej funkcji z przestrzeni elementu skończonego.

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 12.6: Wierzchołki i punkty środkowe krawędzi trójkąta τ -punkty swobody wie-
lomianu kwadratowego na tym trójkącie.
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Rysunek 12.7: Punkty swobody wielomianu kubicznego na trójkącie τ .

Dla p = 2 wypiszemy wzory na obcięcie funkcji nodalnej na ustalonym trójkącie τ . Niech
punkty x(k) k = 0, 1, 2 będą trzema wierzchołkami tego trójkąta τ i niech punkt m(k)

k = 0, 1, 2 będzie środkiem odcinka między x(k) a x(k+1). Przy czym utożsamiamy 0 z 3.
Niech qk będzie funkcją liniową taką, że qk(x(j)) = 0 dla j 6= k i qk(x(k)) = 1. Wtedy funk-
cja nodalna związana z wierzchołkiem elementu x(k) dla elementu kwadratowego wynosi
na trójkącie τ :

φx(k) = qk(qk − qk−1 − qk+1) k = 0, 1, 2 mod 3, (12.5)

a funkcja nodalna związana z punktem środkowym krawędzi elementu na τ :

φm(k) = 4 ∗ qk ∗ qk+1 k = 0, 1, 2 mod 3. (12.6)

Jako zadanie pozostawiamy sprawdzenie tych wzorów i znalezienie analogicznych dla
funkcji bazowych elementu kubicznego. Zastosowanie elementów: kwadratowego (p = 2),
kubicznego (p = 3) czy nawet dla większych p jest korzystne, o ile u∗ - czyli rozwiąza-
nie zadania różniczkowego (12.1) jest bardziej regularne, tzn. należy do Cs+1(Ω) dla s
większych od jeden do s = p. Tzn. wtedy można wykazać, że

‖∇(uh − u∗)‖L2(Ω) = O(hs).

12.1.4 Metoda elementu skończonego z podziałem obszaru na
prostokąty

W przypadku, gdy nasz obszar jest prostokątem lub kwadratem, możemy wprowadzić
przestrzeń elementu skończonego: tzw. elementów skończonych prostokątnych. Taki ele-
ment możemy w ogólności zastosować, jeśli obszar jest sumą prostokątów o brzegach
będących sumą odcinków równoległych do osi współrzędnych; np. tzw. L-obszarem, por.
rysunek 12.8.
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Rysunek 12.8: Przykład obszarów będących sumą prostokątów.

Opiszemy tę metodę dla naszego modelowego zadania postawionego na kwadracie. Dla
Ω = (0, 1)2 wprowadźmy triangulacje złożoną z kwadratów, por. rysunek 12.9:

Th(Ω) = {τkl}k,l=0,...,N−1

dla h = 1/N i dla kwadratów:

τkl = (k ∗ h, (k + 1) ∗ h)× (l ∗ h, (l + 1) ∗ h),

Wtedy przestrzeń dyskretną definiujemy jako przestrzeń funkcji ciągłych biliniowych

τ

Ω

[Opis zastępczy obrazka: ]

Rysunek 12.9: Przykład triangulacji kwadratu jednostkowego złożonej z kwadratów.

na kwadratach:

V h
bi = {u ∈ C(Ω) : u|τ ∈ Q1(τ) ∀τ ∈ Th(Ω), u(s) = 0 ∀s ∈ ∂Ω}.

gdzie

Q1(τkl) = P1((k ∗ h, (k + 1) ∗ h))⊗ P1((l ∗ h, (l + 1) ∗ h)) = Span(1, x1, x2, x1 x2)
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Rysunek 12.10: Wierzchołki kwadratu τ -punkty swobody wielomianu biliniowego na tym
kwadracie.

przestrzeń wielomianów biliniowych określonych na τkl, czyli liniowych ze względu na
każdą zmienną z osobna.

Wielomian biliniowy na prostokącie jest zdefiniowany poprzez wartości w wierzchołkach
tego prostokąta. Nazywamy je punktami swobody tego elementu skończonego, por. ry-
sunek 12.10. Analogicznie do przypadku elementów trójkątnych możemy tu wprowadzić
funkcje nodalne: definiując φk,l ∈ V h

bi dla k, l ∈ {1, . . . , N − 1} jako funkcję, która spełnia
φk(x(kl)) = 1 i φk(x(ij)) = 0 dla x(kl) 6= x(ij) dla x(kl) = (x(k), x(l)). Podanie wzoru na te
funkcje jest nietrudnym zadaniem z uwagi na prostą geometrię elementu. Pozostawiamy
to jako zadanie, por. rysunek 12.11 Następnie definiujemy zadanie dyskretne: chcemy
znaleźć uhb ∈ V h

bi takie, że

∫
Ω
∇uhb∇vh + cuh vh dx =

∫
Ω
fvh dx ∀vh ∈ V h

bi . (12.7)

W tym przypadku możemy analogicznie wykazać, że zachodzi oszacowanie błędu takie,
jak w przypadku elementu liniowego na trójkącie. Tzn. można wykazać, że to zadanie ma
jednoznaczne rozwiązanie, i że jeśli u∗ ∈ C2([0, 1]2), to

‖∇(uhb − u∗)‖L2(Ω) = O(h) (12.8)
‖uhb − u∗‖L2Ω) = O(h2).

W przypadku zadania na kwadracie jednostkowym element biliniowy wydaje się bardziej
naturalny, ale przestrzeń elementu skończonego jest bardziej skomplikowana, ponieważ
na każdym kwadracie triangulacji lokalna przestrzeń MESu zawiera wielomiany wyższego
stopnia. Czy możemy uzyskać lepsze oszacowania błędu? Nie - jeśli chodzi o rząd zbież-
ności, tzn. dla elementu biliniowego otrzymamy co najwyżej O(h) w normie ‖∇ · ‖L2(Ω),
ale oszacowanie błędu jest ostrzejsze, por. rozdział 4.6 w [4].
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Rysunek 12.11: Wykres funkcji bazowej przestrzeni MES biliniowej na kwadracie.

12.2 Niejednorodny warunek brzegowy

Można się zastanowić co się dzieje, jeśli w (7.8) w warunku brzegowym Dirichleta wartość
prawej strony jest różna od zera, tzn. u∗ = g na brzegu. Tak jak poprzednio, otrzymujemy
nowe słabe sformułowanie: chcemy znaleźć u∗ takie, że u∗ = g na brzegu Ω spełniające
(12.1). Jeśli założymy, że znamy funkcję g̃ określoną na Ω taką, że g̃ = g na brzegu, to
definiując û∗ = u∗ − g̃ otrzymujemy:

a(û∗, v) = (f, v)− a(g̃, v) = F (v) ∀v ∈ V,

dla V jak w (12.1) i û∗ ∈ V , czyli (12.1) ale z prawą stroną zależną dodatkowo od g̃.

Następnie możemy wprowadzić zadanie dyskretne tak, jak dla zerowych warunków brze-
gowych.
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12.3 Zadania

Ćwiczenie 12.1. Udowodnij, że funkcja bazowa przestrzeni elementu liniowego na trój-
kącie spełnia wzory (12.3).

Ćwiczenie 12.2. Definiujemy rozwiązanie (12.1) jako

uh =
N−2∑
k,l=0

uk+(N−1)∗l φk+1,l+1

z u(x(k+1,l+1)) = uk+(N−1)∗l. Wstawiając uh w tej postaci do (12.1) otrzymujemy układ
równań liniowych na wektor współrzędnych ~u = (uk+(N−1)∗l)N−2

k,l=0. Policz różne od zera
elementy macierzy tego układu Ah i elementy wektora prawej strony fh. Czy elementy
na diagonali tej macierzy zależą od h? Pokaż, że dla równomiernego podziału, tzn. x(k) =
k ∗ h, macierz ta jest równa macierzy dyskretyzacji metodą różnic skończonych dla tego
samego zadania, pomnożonej przez parametr h2, tzn. macierzą układu równań liniowych
dla ćwiczenia 7.5 (dla c = 0). Czy oba układy po przeskalowaniu przez h są wtedy
identyczne?

Rozwiązanie. Układy równań liniowych nie są identyczne, ponieważ prawe strony są
różne, tak jak w przypadku jednowymiarowym. ♦

Ćwiczenie 12.3. Pokaż, że macierz Ah z ćwiczenia 12.2 jest zawsze pasmowa (wyznacz
wielkość pasma, wyznacz czy zależy ono od N , czyli odpowiednio od h), symetryczna i
dodatnio określona.

Ćwiczenie 12.4. Zakładając, że posiadamy procedurę z metodą iteracyjną, która roz-
wiązuje układ równań z ćwiczenia 12.2 w I(N) iteracji, i dla której w każdej iteracji wy-
konujemy jedno mnożenie przez macierz Ah oraz 10 ∗N2 operacji algebraicznych określ,
ile musi wynosić I(N), aby metoda ta była tańsza od odpowiedniej taśmowej wersji eli-
minacji Gaussa dla macierzy symetrycznej dodatnio określonej.

Ćwiczenie 12.5. Pokaż, że dla dowolnej funkcji przestrzeni liniowej elementu skończo-
nego uh ∈ V h, por. rozdział 12.1.2, zachodzi tzw. nierówność odwrotna:

‖∇uh‖L2(Ω) ¬ C h−1‖uh‖L2(Ω).

Tutaj stała C jest niezależna od parametru h i uh.

Wskazówka. Wystarczy pokazać to oszacowanie na dowolnym elemencie triangulacji τ ∈
Th i wykorzystać fakt, że ‖∇uh‖L2(τ) = ‖∇(uh − c)‖L2(τ) dla dowolnej stałej c.

Ćwiczenie 12.6. (laboratoryjne) Napisz w octave odpowiednią wersję eliminacji Gaussa
dla macierzy pasmowej symetrycznej dodatnio określonej. Zastosuj ją do układu równań
liniowych z ćwiczenia 12.2 dla N różnej wielkości. Porównaj czas w octavie z czasem dla
standardowej metody rozwiązywania równań liniowych octave’a zarówno, gdy macierz
układu jest w formacie pełnym, jak i formacie rzadkim (można użyć funkcje octave:
sparse(), tic() i toc() i operator octave: \).
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Ćwiczenie 12.7. Udowodnij, że funkcja z P2 jest jednoznacznie wyznaczona przez okre-
ślenie jej wartości w wierzchołkach i środkach krawędzi trójkąta (jak opisano w rozdzia-
le 12.1.3, por. rysunek 12.6).

Ćwiczenie 12.8. Udowodnij, że funkcja z P3 jest jednoznacznie wyznaczona przez okre-
ślenie jej wartości jak opisano w rozdziale 12.1.3, por. rysunek 12.7.

Ćwiczenie 12.9. Dla przestrzeni V h
2 wyprowadź układ równań liniowych:

Ah,2~u = ~f

taki, że jego rozwiązaniem są współczynniki rozwiązania przybliżonego uh,p w bazie nodal-
nej tej przestrzeni elementu skończonego, por. rozdział 12.1.3. Czy macierz tego układu
jest pasmowa? Jeśli tak, to znajdź wielkość pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio
określona?

Ćwiczenie 12.10. Udowodnij wzory na bazowe funkcje elementu kwadratowego na trój-
kącie (12.5) i (12.6).

Ćwiczenie 12.11. Wyznacz wzory na bazowe funkcje nodalne dla elementu kubicznego,
analogiczne do wzorów (12.5) i (12.6) dla funkcji bazowych elementu kwadratowego, tzn.
wzory na te funkcje w zależności od funkcji qk.

Ćwiczenie 12.12. Wyznacz wzory na współczynniki bazowych funkcji nodalnych dla
elementu biliniowego na kwadracie x(kl) + (0, h)2 w bazie (1, (x1 − x(k)), (x2 − x(l)), (x1 −
x(k)) ∗ (x2 − x(l))). Oblicz elementy macierzy układu równań liniowych dla dyskretyzacji
metodą elementu skończonego biliniowego dla zadania dyskretnego (12.7) w tej bazie
nodalnej.

Ćwiczenie 12.13. Dla przestrzeni V h
bi , wyprowadź układ równań liniowych:

Ah,bi~u = ~f

taki, że jego rozwiązaniem są współczynniki rozwiązania przybliżonego uhb w bazie nodal-
nej związanej z wierzchołkami elementów kwadratowych. Czy macierz tego układu jest
pasmowa? Jeśli tak, to znajdź wielkość pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio określona?



Rozdział 13

Metoda elementu skończonego -
teoria

W tym wykładzie przedstawimy ogólną teorię konstrukcji i analizy zbieżności elementu
skończonego (MESu) dla równań liniowych.

13.1 Istnienie rozwiązania

Załóżmy, że V jest rzeczywistą przestrzenią Hilberta, tzn. rzeczywistą przestrzenią linio-
wą z iloczynem skalarnym (·, ·) i normą ‖ · ‖V = (·, ·)1/2, która jest zupełna. Przez V ∗

oznaczamy przestrzeń dualną (sprzężoną) do V , por. np. [?].

Rozpatrzmy wariacyjny problem znalezienia u∗ ∈ V takiego, że

a(u∗, v) = f(v) ∀v ∈ V, (13.1)

gdzie f ∈ V ∗, a(u, v) jest formą dwuliniową, która jest ograniczona, tzn. istnieje stała
M  0 taka, że

a(u, v) ¬M‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V,
oraz jest V -eliptyczna co oznacza, że dla pewnego α > 0 zachodzi:

a(u, u)  α‖u‖2
V ∀u ∈ V.

Przy powyższych założeniach zachodzi znane twierdzenie analizy funkcjonalnej:

Twierdzenie 13.1 (Lax-Milgram). Rozpatrzmy formę dwuliniową a(u, v) : V × V → R,
która jest ograniczona i V -eliptyczna, a f ∈ V ∗. Wtedy zadanie (13.1) ma jednoznaczne
rozwiązanie i

‖u∗‖V ¬
‖f‖V ∗
α

. (13.2)

Dowód. Istnienie rozwiązania wynika z lematu Riesza. Szczegóły dowodu można znaleźć
np. w [?] lub [6]. Oszacowanie (13.2) dla u∗ otrzymujemy wstawiając u∗ za v w (13.1) i
korzystając z V -eliptyczności formy i definicji normy dualnej funkcjonału liniowego:

α‖u∗‖2
V ¬ a(u∗, u∗) = f(u∗) ¬ ‖f‖V ∗‖u∗‖V .

131
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Jeśli u1 i u2 są rozwiązaniami zadania wariacyjnego, to w = u1 − u2 spełnia (13.1) dla
prawej strony równej zero. Z tego i z (13.2) wynika, że ‖u1 − u2‖V = 0, co oznacza, że
rozwiązanie jest wyznaczone jednoznacznie.

13.2 Metoda Galerkina

Załóżmy, że {V n}n to rodzina podprzestrzeni skończenie wymiarowych V o wymiarze n.

Definiujemy zadanie dyskretne aproksymujące (13.1): chcemy znaleźć un ∈ V n takie, że

a(u∗n, vn) = f(vn) ∀vn ∈ V n. (13.3)

Forma a(u, v) jest ograniczona na V n z normą przestrzeni V i jest również V n-eliptyczna.
Zatem z twierdzenia 13.1 wynika istnienie jednoznacznego rozwiązania zadania dyskret-
nego, które spełnia:

‖u∗n‖V ¬
‖f‖V ∗
α

, (13.4)

Rozwiązania dyskretne są wspólnie ograniczone niezależnie od wymiaru n, co określamy
jako stabilność rozwiązań rodziny zadań dyskretnych.

Proszę zauważyć, że ponieważ przestrzeń V n jest skończenie wymiarowa, więc - z definicji
- ma bazę o skończonej ilości elementów n < ∞, tzn. V n = {φj}nj=1 i, aby znaleźć
współczynniki rozwiązania (13.3) w tej bazie, należy rozwiązać układ równań liniowych

An~u = ~f,

gdzie (An)kl = a(φk, φl) i ~f = (f(φk))k dla k, l = 1, . . . , n. Jeśli forma a(u, v) jest sy-
metryczna, to An jest macierzą symetryczną i dodatnio określoną. Oczywiście najlepiej
byłoby dobrać taką bazę, żeby macierz An była np. pasmowa, albo ogólniej - o małej
ilości elementów różnych od zera. Pojawia się pytanie: jak taką bazę wyznaczyć?

13.3 Abstrakcyjne oszacowanie błędu

Tutaj pokażemy związek między błędem u∗ − u∗n, a błędem aproksymacji przestrzeni V
przez rodzinę przestrzeni V n.

Zachodzi ważne twierdzenie - zwyczajowo zwane lematem Céa:

Twierdzenie 13.2 (lemat Céa). Niech forma a(u, v) określona na przestrzeni Hilberta
V będzie ograniczona i V -eliptyczna, V n ⊂ V podprzestrzeń V . Wtedy

‖u∗ − u∗n‖V ¬
M

α
inf

vn∈V n
‖u∗ − vn‖V ,

gdzie u∗ - to rozwiązanie (13.1), a u∗n - to rozwiązanie (13.3).

Dowód. Z (13.1) wynika, że:

a(u∗, vn) = f(vn) ∀vn ∈ V n.
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Odejmując to równanie od (13.3) otrzymujemy:

a(u∗ − u∗n, vn) = 0 ∀vn ∈ V n.

A dalej

α‖u∗ − u∗n‖2
V ¬ a(u∗ − u∗n, u∗ − u∗n) = a(u∗ − u∗n, u∗)− a(u∗ − u∗n, u∗n)

= a(u∗ − u∗n, u∗)− a(u∗ − u∗n, vn) = a(u∗ − u∗n, u∗ − vn)
¬ M‖u∗ − u∗n‖V ‖u∗ − vn‖V .

Dzieląc przez ‖u∗ − u∗n‖V otrzymujemy tezę twierdzenia.

Z lematu wynika, że aby oszacować błąd u∗−u∗n wystarczy oszacować błąd aproksymacji
u∗ przez podprzestrzeń dyskretną V n.

Wniosek 13.1. Przy założeniach lematu Céa, jeśli rodzina podprzestrzeni {V n} prze-
strzeni Hilberta V jest taka, że:

∀u ∈ V dist(u, V n) = inf
v∈V n

‖u− v‖V → 0 n→∞,

to
‖u∗n − u∗‖V → 0 n→∞.

13.4 Przestrzenie Sobolewa

Niech Ω ⊂ Rd będzie otwartym obszarem. Wtedy definiujemy półnormę i normę H1(Ω)
jako:

|u|H1(Ω) =

√∫
Ω
|∇u|2 dx, ‖u‖H1(Ω) =

√
‖u‖2

L2(Ω) + |u|2H1(Ω).

Dodatkowo będziemy też oznaczać H0(Ω) := L2(Ω) i |u|H0(Ω) = ‖u‖H0(Ω) = ‖u‖L2(Ω).

Definicja 13.1. Niech H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) będzie domknięciem w normie H1 przestrzeni

C∞0 (Ω), gdzie C∞0 (Ω) jest podprzestrzenią C∞(Ω) złożoną z funkcji o zwartym nośniku
w Ω.

Jest to przestrzeń zupełna (ang. complete space) z iloczynem skalarnym H1: (u, v)H1(Ω) =∫
Ω u v +∇u∇v dx. Można pokazać, że jest to ośrodkowa przestrzeń Hilberta (ang. sepa-

rable Hilbert space), tzn. posiada przeliczalną bazę ortonormalną (ang. countable ortho-
normal basis).

Pojawia się pytanie; czy jeśli funkcja u ∈ H1
0 (Ω) ∩C(Ω), to u|∂Ω = 0. Okazuje się, że tak

jest, co wynika z twierdzenia o śladzie, por. twierdzenie 16.2.

Z nierówności Friedrichsa (por. stwierdzenie 16.1) wynika, że półnorma H1 w przestrzeni
H1

0 (Ω) jest normą równoważną z normą H1.

Dodatkowo zdefiniujemy półnormę H2:

|u|H2(Ω) =

√√√√√∫
Ω

d∑
k,l=1

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂xk∂xl

∣∣∣∣∣
2

dx.
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poprawnie zdefiniowaną dla funkcji gładkich i przestrzeń H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) złożoną z tych

funkcji w H1
0 (Ω), dla których jej drugie pochodne dystrybucyjne są w L2(Ω). Przestrzeń

ta zawiera wszystkie funkcje klasy C2(Ω) zerujące się na brzegu Ω.

13.5 Zadanie eliptyczne drugiego rzędu z zerowymi
warunkami na brzegu

Rozpatrzmy ogólne zadanie eliptyczne w słabym sformułowaniu: chcemy znaleźć u∗ ∈
H1

0 (Ω) takie, że
a(u∗, v) = f(v) ∀v ∈ H1

0 (Ω), (13.5)

gdzie f(v) =
∫
Ω f̂v dx dla danej funkcji f̂ ∈ L2(Ω) oraz

a(u, v) =
∫

Ω

d∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+ c(x)u v dx,

Tutaj funkcje aij, c ∈ L∞(Ω), tzn. są ograniczone, oraz istnieje stała α̂ > 0 taka, że:

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj  α̂
d∑
i=1

ξ2
i , ∀ξ ∈ Rd, ∀x ∈ Ω

c(x)  0 ∀x ∈ Ω.

Jeśli dodatkowo aij = aji na Ω to mówimy, że zadanie jest samosprzężone. Można
wykazać, że istnieją stałe dodatnie M,α takie, że:

|a(u, v)| ¬M‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) ∀u, v ∈ H1
0 (Ω), (13.6)

a(u, u)  α‖u‖H1(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω),

czyli forma dwuliniowa a(·, ·) jest ograniczona w H1
0 (Ω) i H1

0 (Ω)-eliptyczna.

Jako wniosek z twierdzenia 13.1 otrzymujemy:

Stwierdzenie 13.1. Zadanie (13.5) ma jednoznaczne rozwiązanie.

Jeśli zadanie jest samosprzężone to:

a(u, v) = a(v, u)

i forma a(·, ·) jest iloczynem skalarnym w H1
0 (Ω).

Można pokazać, że jeśli istnieje rozwiązanie u∗ zadania (13.5), które dodatkowo jest klasy
C2(Ω), i jeśli funkcje aij ∈ C1(Ω), to

−
n∑

k,l=1

∂

∂xk

(
akl(x)

∂u

∂xl
(x)
)

+ c(x)u(x) = f(x).
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13.6 Ciągła metoda elementu skończonego dla zadań
eliptycznych drugiego rzędu

W tym rozdziale przedstawimy ogólne zasady konstrukcji ciągłej metody elementu skoń-
czonego. Ciągłość oznacza, że przestrzenie elementu skończonego będą zawierały wyłącz-
nie funkcje ciągłe z przestrzeni wyjściowej V .

Będziemy zajmowali się konstrukcją przestrzeni wyłącznie dla zagadnień różniczkowych
zadanych na ograniczonym obszarze Ω ⊂ Rd dla d = 1, 2, 3.

13.6.1 Triangulacje

Będziemy zakładali, że Ω jest odcinkiem dla d = 1, wielokątem dla d = 2, czy wielościa-
nem dla d = 3.

Wprowadzamy w Ω rodzinę podziałów Th(Ω) = {τ} dla τ ⊂ Ω na odpowiednio: odcinki
dla d = 1, trójkąty lub prostokąty dla d = 2, czworościany lub prostopadłościany dla d = 3
- przy czym typ elementu zawsze jest ustalony. Formalnie wprowadzamy następującą
definicję triangulacji, por. rozdział 12.1.1:

Rozpatrzmy obszar Ω ⊂ Rd, d = 1, 2, 3 będący odcinkiem, wielokątem (ang. polygon),
lub wielościanem (ang. polyhedron), i niech T (Ω) = {τ1, . . . , τn} będzie podziałem Ω, tzn.
rodziną wielościanów (ang. polyhedrons or elements) zazwyczaj ustalonego typu, tzn. od-
cinków (ang. segments) dla d = 1, trójkątów (ang. triangles), czworokątów (ang. quadri-
laterals) lub prostokątów (ang. rectangles) dla d = 2, czworościanów (ang. tetrahedrons)
lub prostopadłościanów (ang. cuboids) czy sześcianów (ang. cubes) dla d = 3.

Definicja 13.2. (Triangulacja obszaru)

1. Powiemy, że Th = Th(Ω) jest dopuszczalną triangulacją (ang. admissible triangula-
tion), jeśli spełnione są następujące warunki:

•
⋃
τ∈T (Ω) τ = Ω,

• ∂τk ∩ ∂τl jest zbiorem pustym, wspólnym wierzchołkiem, wspólną krawędzią
(d = 2, 3), wspólną ścianą (tylko d = 3), jeśli k 6= l.

2. Dla danej triangulacji Th(Ω) niech h = maxτ∈T (Ω) diam(τ) oznacza parametr tej
triangulacji.

3. Rodzina triangulacji {Th(Ω)} jest regularna ze względu na kształt (ang. shape re-
gular), jeśli istnieje stała c > 0 taka, że każdy τ w Th zawiera okrąg wpisany w τ o
promieniu ρτ taki, że

ρτ  c diam(τ).

4. Rodzina triangulacji {Th(Ω)} jest regularna równomiernie (ang. quasiuniform), jeśli
jest regularna ze względu na kształt i istnieje stała C taka, że każdy τ w Th zawiera
okrąg wpisany w τ o promieniu ρτ taki, że

ρτ  C h.
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Własność regularności ze względu na kształt i własność równomiernej regularności są
niezbędne w teorii zbieżności metod elementu skończonego.

Będziemy zakładali, że dla rodziny triangulacji {Th(Ω)} - czyli podziałów na wielościa-
ny (ang. polyhedrons) ustalonego typu - istnieje tzw. wielościan wzorcowy τ̂ i ustalona
przestrzeń wielomianów P̂ określonych na τ̂ wraz z ustalonymi różnymi punktami x̂j ∈ τ̂
takimi, że każdy wielomian p ∈ P̂ jest wyznaczony jednoznacznie przez swoje wartości w
tych punktach.

Definicja 13.3. Rozpatrzmy rodzinę przestrzeni funkcji ciągłych {V h}h takich, że dla
triangulacji Th i dowolnego τj ∈ Th istnieje izomorficzne przekształcenie afiniczne Fj :
τ̂ → τj takie, że dla dowolnej funkcji u ∈ V h istnieje w ∈ P̂ takie, że

u(x) = w(F−1
j x), x ∈ τj.

Wtedy V h nazywamy przestrzenią ciągłego elementu skończonego (ang. continuous finite
element space), a rodzinę tych przestrzeni - afiniczną rodziną ciągłych przestrzeni ele-
mentu skończonego (ang. affine family of FE spaces). Punkty xk = Fj(x̂k) ∈ τ nazywamy
punktami nodalnymi na elemencie τj, a ich zbiór oznaczamy Nh(τj), a przestrzeń wielo-
mianów P (τj) = {u|τj : u ∈ V h} = {u : ∃w ∈ P̂ , u(x) = w(F−1

j x), x ∈ τj} jest lokalną
przestrzenią wielomianów na τj.

Zbiór punktów nodalnych (ang. nodal points)
Dodatkowo będziemy zakładali, że dla danej przestrzeni ciągłej elementu skończonego
V h zbudowanej na triangulacji Th obszaru Ω istnieje Nh ⊂

⋃
τ∈Th Nh(τ) - podzbiór zbioru

wszystkich punktów nodalnych wielościanów z triangulacji Th taki, że wartości funkcji
z V h, zwane wartościami nodalnymi tej funkcji w tym zbiorze, jednoznacznie tę funkcję
definiują.

Wprowadzamy definicję bazy nodalnej związanej z punktami nodalnymi:

Definicja 13.4. Bazą nodalną (ang. nodal basis) związaną ze zbiorem punktów nodalnych
Nh (ang. nodal points) nazywamy układ funkcji {φx}x∈Nh w V h taki, że

φx(y) =
{

1 y = x
0 y 6= x

∀y ∈ Nh.

.

Ten układ jest bazą w V h i widzimy, że:

u =
∑
x∈Nh

u(x)φx ∀u ∈ V h. (13.7)

Wprowadzamy też pojęcie operatora interpolacji nodalnej:

Definicja 13.5. Rozpatrzmy V h ciągłą przestrzeń elementu skończonego, zbudowaną
na triangulacji Th, oraz niech Nh będzie zbiorem punktów nodalnych dla tej przestrze-
ni. Wtedy operatorem interpolacji nodalnej (ang. nodal interpolant) dla V h nazwiemy
operator: πh : C(Ω)→ V h zdefiniowany jako

πhu =
∑
x∈Nh

u(x)φx.
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Nietrudno zauważyć, że:

Stwierdzenie 13.2. Operator interpolacji πh jest rzutem na V h, tzn.

πhC(Ω) = V h, πhvh = vh ∀vh ∈ V h.

13.6.2 Warunek ciągłości, a przestrzeń Sobolewa H1
0

Następne twierdzenie podaje nam warunek dostateczny na to, by przestrzeń zawierająca
funkcje, które na podzbiorach są odpowiednio gładkie była zawarta w H1

0 (Ω).

Twierdzenie 13.3. Niech Th będzie triangulacją obszaru Ω. Niech u ∈ C(Ω) będzie taka,
że u|∂Ω = 0 i u|τ ∈ C1(τ) dla dowolnego τ ∈ Th. Wtedy u ∈ H1

0 (Ω).

Dowód można znaleźć np. w [?]. Wynika z niego, że:

Wniosek 13.2. Jeśli wszystkie funkcje z ciągłej przestrzeni elementu skończonego V h

na obszarze Ω (por. definicja 13.3) przyjmują zerowe wartości na brzegu Ω, to V h jest
podprzestrzenią H1

0 (Ω).

13.6.3 Aproksymacyjne własności ciągłych przestrzeni elemen-
tu skończonego w H1

0

Zachodzi następujące twierdzenie o aproksymacji dla operatora interpolacji nodalnej:

Twierdzenie 13.4. Rozpatrzmy {V h}h afiniczną rodzinę ciągłych przestrzeni elementu
skończonego zbudowanych na dopuszczalnej rodzinie triangulacji regularnych co do kształ-
tu taką, że P1 ⊂ P̂ , oraz u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω). Wtedy dla operatora interpolacji nodalnej
w przestrzeni V h zachodzi:

‖u− πhu‖L2(Ω) + h|u− πhu|H1(Ω) ¬ Ch2|u|H2(Ω).

Dowód. Rozpatrzmy funkcję ciągła u na elemencie τ ∈ Th i πh,τju taką funkcję w P (τj),
że

πh,τju(x) = u(x) x ∈ Nh(τ).

Wtedy
πh,τju(x) = πhu(x) ∀x ∈ τ ,

co wynika wprost z definicji bazy nodalnej V h i operatora interpolacji nodalnej πh (por.
definicje 13.4 i 13.5). Zauważmy, że twierdzenia Sobolewa o włożeniu (ang. Sobolev em-
bedding theorem), zob. twierdzenie 16.3, wynika, że dla d ¬ 3 zachodzi H2(Ω) ⊂ C(Ω). Z
twierdzenia 16.5 (biorąc m = 0, 1 i l + 1 = 2) otrzymujemy:

|u−πhu|2Hm(Ω) =
∑
τ∈Th
|u−πhu|2Hm(τ) ¬ C

∑
τ∈Th

h4−2m|u|2H2(τ) = Ch4−2m|u|2H2(Ω), m = 0, 1,

co kończy dowód.
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13.7 Zadania dyskretne i zbieżność

Dla rodziny triangulacji i przestrzeni ciągłych funkcji elementu skończonego {V h}h, za-
wierających funkcje zerujące się na brzegu, możemy wprowadzić zadanie dyskretne, a
dokładniej rodzinę zadań dyskretnych (13.3), które mają jednoznaczne rozwiązania i są
stabilne, tzn. wspólnie ograniczone (por. (13.4)).

Teraz możemy wykorzystać teorię ciągłego elementu skończonego, aby otrzymać zbieżność
i oszacowanie błędu dla elementu liniowego, por. rozdział 12.1.2, ale również elementów
wyższego rzędu:

Wniosek 13.3. Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia 13.4 o rodzinie przestrze-
ni elementu skończonego {V h} zawartych w H1

0 (Ω). Rozpatrzmy u∗ ∈ H1
0 (Ω) rozwiązanie

(13.5) i u∗h rozwiązanie zadania dyskretnego (13.3) z formą dwuliniową z (13.5) i prze-
strzenią dyskretną Vn = V h. Wtedy

|u∗ − u∗h|H1(Ω) → 0 h→ 0,

a jeśli dodatkowo u∗ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), to

|u∗ − u∗h|H1(Ω) ¬ C h |u∗|H2(Ω). (13.8)

Dowód. Dla u∗ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) oszacowanie błędu (13.8) wynika z lematu Céa (twier-

dzenie 13.2) i z twierdzenia 13.4.

Zauważmy, że z definicji przestrzeni H1
0 (Ω) wynika, że jeśli u∗ ∈ H1

0 (Ω) to dla dowolnego
ε̂ > 0 istnieje uε ∈ C∞0 (Ω) takie, że

|u∗ − uε|H1(Ω) ¬ ε̂.

Następnie z lematu Céa (twierdzenie 13.2), nierówności trójkąta i z oszacowania z twier-
dzenia 13.4 otrzymujemy:

|u∗ − u∗h|H1(Ω) ¬ C|u∗ − πhuε|H1(Ω) ¬ C
[
|u∗ − uε|H1(Ω) + |πhuε − uε|H1(Ω)

]
¬ Cε̂+ C C1 h ∗ |uε|H2(Ω),

dla C stałej z lematu Céa i C1 stałej z twierdzenia 13.4. Stąd wynika zbieżność u∗h do u∗

w H1
0 (Ω) dla h→ 0.

Dla dowolnego obszaru wielokątnego (wielościennego) niech Th będzie rodziną triangulacji
trójkątnych, jak w twierdzeniu 13.4, i niech dla p = 1, 2, 3, . . .

V h
p = {u ∈ C(Ω) : u|τ ∈ Pp(τ), ∀τ ∈ Th; u = 0 na ∂Ω}.

Przestrzeń V h
p nazywamy ciągłą przestrzenią elementu liniowego dla p = 1, kwadratowego

dla p = 2 i kubicznego dla p = 3. Wtedy:

Wniosek 13.4. V h
p ⊂ H1

0 (Ω) i jeśli u∗ jest rozwiązaniem (13.5), a u∗h,p jest rozwiązaniem
zadania dyskretnego (13.3) z przestrzenią V n = V h

p p = 1, 2, 3, . . . dla formy dwuliniowej
z (13.5), to

|u∗ − u∗h,p|H1(Ω) ¬ C h |u∗|H2(Ω)

o ile u∗ ∈ H2(Ω).
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13.8 Zadania

Ćwiczenie 13.1. Udowodnij (13.6).

Ćwiczenie 13.2. Niech f, fk ∈ L2(Ω) dla Ω ⊂ Rd. Pokaż, że Ψ(u) =
∫

Ω fu dx +∑d
k=1 fk

∂u
∂xk

dx zdefiniowane dla u ∈ H1
0 (Ω) jest ograniczonym funkcjonałem liniowym

na H1
0 (Ω).

Ćwiczenie 13.3. Niech Ψ ∈ (H1
0 (Ω))∗ będzie funkcjonałem liniowy na H1

0 (Ω). Tu Ω ⊂
Rd. Pokaż, że istnieją f, f1, f2 ∈ L2(Ω) dla Ω ⊂ Rd, takie, że Ψ(u) =

∫
Ω fu dx +∑d

k=1 fk
∂u
∂xk

dx dla dowolnego u ∈ H1
0 (Ω).

Ćwiczenie 13.4 (trick Nitsche’go). Rozpatrzmy zadanie dualne do (13.5): znaleźć ψ ∈
H1

0 (Ω)

a(v, ψ) =
∫

Ω
fv dx ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Pokaż, że ma ono jednoznaczne rozwiązanie takie, że |ψ|H1(Ω) ¬ C‖f‖L2(Ω).

Dodatkowo zakładamy regularność rozwiązania dualnego (13.5): tzn., że dla dowolnego
f ∈ L2(Ω) zachodzi: ψ ∈ H2(Ω) z |ψ|H2(Ω) ¬ C‖f‖L2(Ω) oraz, że Vh ⊂ H1

0 (Ω) taki, że jeśli
ψ ∈ H2(Ω) to infv∈V h ‖ψ − v‖H1(Ω) ¬ C1h|ψ‖H1(Ω).

Pokaż, że biorąc f = u∗ − u∗h dla u∗h rozwiązania (13.3) otrzymamy:

‖u∗ − u∗h‖L2(Ω) ¬ Ch2|u∗|H2(Ω).

Ćwiczenie 13.5. Dla liniowej przestrzeni elementu skończonego V h na kwadracie jed-
nostkowym z rozdziału 12.1.2 pokaż, że

|u∗ − u∗h|H1(Ω) ¬ Ch|u∗|H2(Ω),

gdzie u∗ rozwiązanie (12.1).

Wskazówka. Wystarczy sprawdzić założenia wniosku 13.4.

Ćwiczenie 13.6. Uogólnij twierdzenie 13.4 tzn. pokaż, zakładając, że Pp ⊂ P̂ , a u ∈
Hp+1(Ω) ∩H1

0 (Ω), że otrzymujemy

|u− πhu|Hs(Ω) ¬ Chp+1−s|u|Hp+1(Ω) s = 0, 1, . . . , p.

Ćwiczenie 13.7. Uogólnij wniosek 13.4, tzn. pokaż, że przy założeniach wniosku, jeśli
dodatkowo u∗ ∈ Hp+1(Ω), to

|u∗ − u∗h,p|H1(Ω) ¬ C hp |u∗|Hp+1(Ω).

Wskazówka. Wykorzystaj wynik poprzedniego zadania.



Rozdział 14

Metody numeryczne rozwiązywania
równań parabolicznych drugiego
rzędu

W tym rozdziale zajmiemy się metodami rozwiązywania równań ewolucyjnych drugiego
rzędu, czyli równaniami parabolicznymi (2.9).

Takie równania możemy przedstawić abstrakcyjnie jako zadanie znalezienia funkcji u :
[0, T ]→ V spełniającej:

du

dt
− Lu(t) = f(t) t ∈ (0, T ] (14.1)

u(0) = u0 ∈ V, (14.2)

dla V przestrzeni Hilberta, czy - ogólniej - Banacha, L operatora liniowego określonego
dla elementów z V i danej funkcji f określonej na (0, T ] o wartościach w V ∗ z przestrzeni
sprzężonej. Dane równanie możemy zdyskretyzować po przestrzeni wprowadzając prze-
strzeń dyskretną skończenie wymiarową V h aproksymującą V , operator Lh określony na
V h aproksymujący L, funkcję u0,h aproksymująca u0, oraz fh : (0, T ) → Vh przybliżenie
f . V h może być zbudowane metodą różnic skończonych albo elementu skończonego, lub
jeszcze inną metodą dyskretyzacji np. metodą spektralną nie omawianą w tym skrypcie,
por. np. [19].

Za aproksymację problemu wyjściowego możemy przyjąć uh : [0, T ] → V h rozwiązanie
następującego układu równań zwyczajnych pierwszego rzędu z warunkami początkowymi:

duh
dt
− Lhuh(t) = fh(t) t ∈ (0, T ] (14.3)

uh(0) = u0,h ∈ V h.

Następnie ten układ możemy rozwiązać przy pomocy jednego ze schematów dla równań
zwyczajnych opisanych w pierwszych rozdziałach niniejszego skryptu (por. rozdziały 3-
6).

Jeśli chodzi o analizę takich schematów, to stosuje się dwa podejścia: pierwszym jest
szacowanie w odpowiedniej normie u(t)− uh(t) (jeśli Vh 6⊂ V to z odpowiednim przedłu-
żeniem rhuh ∈ V ), a następnie skorzystanie z ogólnej teorii zbieżności dla schematów dla

140
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równań zwyczajnych zastosowanych do rozwiązania (14.3). Drugim podejściem jest kon-
strukcja schematu całkowicie dyskretnego. Np. dyskretyzujemy (14.3) po czasie jakimś
schematem dla zadań początkowych dla równań zwyczajnych, np. którymś ze schematów
Eulera, czy trapezów lub jakimś schematem wyższego rzędu, a następnie przeprowadzamy
analizę tak powstałego schematu dyskretnego.

Jeśli dyskretyzujemy równanie po zmiennej przestrzennej metodą różnic skończonych,
a następnie po czasie - za pomocą jakiegoś schematu ze stałym krokiem całkowania,
to tak otrzymany schemat możemy analizować korzystając z ogólnej teorii schematów
różnicowych Laxa (por. rozdział 8.1).

Jeśli dyskretyzujemy wyjściowe zadanie paraboliczne przy pomocy metody elementu
skończonego, to częściej - choć nie zawsze - do analizy stosuje się podejście pierwsze;
tzn.: najpierw badamy błąd w odpowiedniej normie przestrzeni Sobolewa pomiędzy u a
uh rozwiązaniem (14.3), a następnie układ (14.3) przepisujemy jako układ równań zwy-
czajnych na współczynniki rozwiązania w ustalonej bazie V h.

14.1 Schematy różnicowe dla modelowych równań pa-
rabolicznych

W tym rozdziale przedstawimy kilka możliwych schematów dla modelowych równań pa-
rabolicznych w jednym i dwóch wymiarach.

14.1.1 Przypadek jednowymiarowy

Rozpatrzmy następujące równanie paraboliczne z jednorodnymi warunkami brzegowymi:
należy znaleźć funkcję u określoną na [0, T ] taką, że

ut − uxx + cu = f(t, x) t ∈ (0, T ] x ∈ Ω = (0, l) (14.4)
u(t, 0) = u(t, l) = 0 t ∈ [0, T ]

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, l)

dla f danej funkcji ciągłej określonej na [0, T ] × (0, l) i ciągłej funkcji u0 określonej na
(0, l) i c stałej nieujemnej.

Wprowadzając siatkę jednorodną w obszarze Ω: Ωh = {xk}Mk=0 z xk = k ∗ h dla h = l/M
(Ωh = {xk}M−1

k=1 ) i zastępując operator

− ∂2

∂x2
+ c przez operator siatkowy dyskretny −∂∂h + c, por. (7.3), dobrze określony dla

funkcji dyskretnych na siatce, otrzymujemy układ równań zwyczajnych, którego rozwią-
zanie powinno aproksymować (14.4):

duh
dt

(t, x)− ∂∂huh(t, x) + cuh(t, x) = f(t, x) t ∈ (0, T ], x ∈ Ωh,

uh(t, x0) = uh(t, xM) = 0 t ∈ [0, T ], (14.5)
uh(0, x) = u0(x) x ∈ Ωh.

Jeśli wprowadzimy dyskretne kroki czasowe na odcinku [0, T ]: tn = n∗τ dla n = 0, . . . , N
i τ = T/N , to układ równań zwyczajnych (14.5) możemy zdyskredytować po czasie
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używając któregoś ze schematów ze stałym krokiem dla równań zwyczajnych. Czyli np.:
otwarty schemat Eulera daje nam schemat różnicowy (zwany otwartym schematem Eulera
dla równania parabolicznego) polegający na tym, że należy znaleźć {unk}k=1,...,M ;n=0,...,N

takie, że

unk − un−1
k

τ
+
−un−1

k−1 + (2 + c ∗ h2) ∗ un−1
k − un−1

k−1

h2
= fn−1

k 0 < k < M, n = 1, . . . , N

un0 = unM = 0 n = 0, . . . , N (14.6)
u0
k = u0(xk) k = 1, . . . ,M − 1

dla fnk = f(tn, xk). Tutaj przyjęliśmy oznaczenie, że szukane przybliżenie uh(tn, xk) ozna-
czamy przez unk .

Powyższy schemat możemy potraktować jako schemat różnicowy na siatce dyskretnej
Ωτ,h = {(tn, xk)}n,k z parametrem siatki max(τ, h) dla obszaru wyjściowego ΩT = (0, T ]×
Ω i operatorem różnicowym (siatkowym) Lτ,h = ∂τ − ∂∂h + cI, por. (7.2), przybliża-
jącym na Ωτ,h operator paraboliczny L = ∂

∂t
− ∂2

∂x2
+ cI. Następnie można pokazać,

że jeśli u rozwiązanie wyjściowego problemu jest dostatecznie gładkie, to otrzymujemy:
|Lτ,hu(tn, xk)−Lu(tn, xk)| = O(τ+h2) = O(max(τ, h2)), czyli rząd aproksymacji schema-
tu wynosi jeden (por. definicję 8.4). A bardziej szczegółowo - rząd aproksymacji schematu
wynosi jeden względem τ , a względem h wynosi dwa.

Można pokazać stabilność operatora różnicowego Lτ,h w odpowiednich normach dyskret-
nych (por. definicję 8.5), tzn. odpowiednia norma dyskretna uh jest nie większa niż stała
niezależna od h, τ pomnożona przez odpowiednie normy dyskretne {fnk }n,k i {u0

k}k.
Przypomnijmy, że jeśli schemat różnicowy jest stabilny i posiada odpowiedni rząd aprok-
symacji schematu, to jest zbieżny z odpowiednim rzędem, por. rozdział 8.1.

Niestety - stabilność jest tylko warunkowa, tzn. tylko dla h i τ spełniających odpowiedni
warunek. Mówimy wtedy, że schemat jest stabilny warunkowo. Z praktycznego punktu
widzenia lepiej byłoby gdyby schemat był stabilny absolutnie, tzn. dla dowolnej pary
τ > 0, h > 0.

Analogicznie możemy wprowadzić zamknięty schemat Eulera dla modelowego zadania
parabolicznego stosując zamknięty schemat Eulera dla równań zwyczajnych do dyskre-
tyzacji po czasie (14.5):

unk − un−1
k

τ
+
−unk−1 + (2 + c ∗ h2) ∗ unk − unk−1

h2
= fnk 0 < k < M, n = 1, 2, . . . , N

un0 = unM = 0 n = 0, . . . , N (14.7)
u0
k = u0(xk) k = 1, . . . ,M − 1

Rząd lokalnego błędu aproksymacji zamkniętego schematu Eulera jest taki sam jak otwar-
tego schematu Eulera, ale dla c > 0 schemat ten jest absolutnie stabilny w dyskretnej
normie maksimum. Kolejny schemat Cranka-Nicholson otrzymany po zastosowaniu sche-
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matu trapezów, por. (4.7), do (14.5):

unk − un−1
k

τ
+ 0.5 ∗

(
−un−1

k−1 + (2 + c h2) ∗ un−1
k − un−1

k−1

h2
+
−unk−1 + (2 + c h2) ∗ unk − unk−1

h2

)
= 0.5 ∗ (fn−1

k + fnk ) 0 < k < M, n = 1, 2, . . . , N
un0 = unM = 0 n = 0, . . . , N
u0
k = u0(xk) k = 1, . . . ,M − 1

Można pokazać, że lokalny błąd aproksymacji tego schematu jest jak O(τ 2 + h2).

W przypadku zamkniętego schematu Eulera i schematu Cranka-Nicholson można pokazać
ich bezwarunkową stabilność dla c  0 w specjalnie dobranych normach dyskretnych.

14.1.2 Przypadek dwuwymiarowy na kwadracie

W tym rozdziale zajmiemy się ze względu na prostotę prezentacji modelowym równaniem
parabolicznym z jednorodnymi warunkami brzegowymi na kwadracie Ω = (0, 1)2. Chcemy
znaleźć funkcję u określoną na [0, T ] taką, że

ut −4u+ cu = f(t, x) t ∈ (0, T ] x ∈ Ω = (0, 1)2 (14.8)
u(t, s) = 0 t ∈ [0, T ] s ∈ ∂Ω
u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω

gdzie f - to dana funkcja ciągła określona na (0, T ] × (0, 1)2, u0 - to funkcja ciągła
określona na [0, 1]2, a c - to stała nieujemna.

Wprowadzając siatkę jednorodną w obszarze Ω jak w rozdziale 7.2: Ωh,Ωh, ∂Ωh dla h =
1/M , i zastępując operator −4 + c przez operator siatkowy dyskretny −∑2

s=1 ∂∂s,h + c
por. (7.9) dobrze określony dla funkcji dyskretnych na jednorodnej siatce, otrzymujemy
układ równań zwyczajnych, którego rozwiązanie powinno aproksymować (14.8):

duh
dt

(t, x) + (−
2∑
s=1

∂∂s,h + c)uh(t, x) = f(t, x) x ∈ Ωh, t ∈ (0, T ]

uh(t, x0) = 0 t ∈ [0, T ] s ∈ ∂Ωh (14.9)
uh(0, x) = u0(x) x ∈ Ωh

Tak jak w przypadku jednowymiarowym (por. rozdział 14.1.1), wprowadzamy dyskretną
siatkę po zmiennej czasowej z krokiem τ na odcinku [0, T ]: tn = n ∗ τ dla n = 0, . . . , N
i τ = T/N i otrzymujemy dyskretyzację układu równań zwyczajnych (14.9) używając
któregoś ze schematów ze stałym krokiem dla równań zwyczajnych.

Otwarty schemat Eulera daje nam następujący schemat polegający na znalezieniu {unk,l}
takiego, że:

unk,l − un−1
k,l

τ
+ (−

2∑
s=1

∂∂s,h + c)un−1
k,l = fn−1

k,l 0 < k, l < M, n = 1, . . . , N

unk,l = 0 n = 0, . . . , N k, l = 0,M (14.10)

u0
k,l = u0(k ∗ h, l ∗ h) k, l = 1, . . . ,M − 1
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Przybliżenie uh(tn, (k ∗ h, l ∗ h)) oznaczamy przez unk,l.

W szczególności otrzymujemy

(−
2∑
s=1

∂∂s,h + c)unk,l =
1
h2

(−unk,l−1 − unk−1,l + 4unk,l − unk+1,l − unk,l+1) + cunk,l

Analogicznie możemy zdefiniować schemat zamknięty Eulera lub schemat Cranka-Nicholson,
czyli schemat trapezów zastosowany do (14.9).

14.2 Metoda elementu skończonego dla modelowych
zadań

14.2.1 Przypadek jednowymiarowy

Rozpatrzmy ponownie jednowymiarowe modelowe zadanie (14.4). Jego słabe sformułowa-
nie wprowadzamy analogicznie jak w rozdziale 11. Mnożąc równanie paraboliczne (14.4)
przez funkcję testową z C∞0 (0, l), całkując po (0, l) i stosując wzór na całkowanie przez
części otrzymujemy równanie:

(ut, φ)L2(0,l) +
(
du

dx
,
dφ

dx

)
L2(0,l)

+ c(u, φ)L2(0,l) = (f(t, ·), φ)L2(0,l) ∀φ ∈ C∞0 (0, l)

z warunkiem początkowym

(u(0), φ)L2(0,l) = (u0, φ)L2(0,l) ∀φ ∈ C∞0 (0, l).

Korzystając z tego, że H1
0 (0, l) jest domknięciem C∞0 (0, l) w normie H1 można pokazać,

że powyższe równanie jest równoważne znalezieniu funkcji u : [0, T ]→ H1
0 (Ω) takiej, że

d

dt
(u, v)L2(0,l) +

(
du

dx
,
dv

dx

)
L2(0,l)

+ c(u, v)L2(0,l) = (f(t, ·), v)L2(0,l) ∀v ∈ H1
0 (0, l),(14.11)

(u(0), v)L2(0,l) = (u0, v)L2(0,l) ∀v ∈ H1
0 (0, l)

dla 0 < t ¬ T , co jest słabym (wariacyjnym) sformułowaniem (14.4), które stanowi wyj-
ście do konstrukcji dyskretyzacji równania parabolicznego za pomocą metody elementu
skończonego. Niech Th([0, l]) = {[xk, xk+1} będzie triangulacją równomierną [0, l] zdefi-
niowaną jak w rozdziale 11.1.2, tzn. xk = k ∗h dla h = l/N i niech V h będzie przestrzenią
funkcji ciągłych kawałkami liniowych (tzn. liniowych na elementach [xk, xk+1]) zerujących
się w końcach odcinka [0, l]. Oczywiście zachodzi V h ⊂ H1

0 (0, l).

Wtedy możemy zdefiniować dyskretyzację po przestrzeni zadania (14.11).

Znajdź funkcję uh : [0, T ]→ V h taką, że dla 0 < t ¬ T i dowolnego vh ∈ V h zachodzi:

d

dt
(uh, vh)L2(0,l) +

(
duh
dx

,
dvh
dx

)
L2(0,l)

+ c(uh, vh)L2(0,l) = (f(t, ·), vh)L2(0,l) (14.12)

(uh(0), vh)L2(0,l) = (u0, vh)L2(0,l)
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Biorąc bazę nodalną tej przestrzeni (φk)N−1
k=1 (por. (11.3)) i rysunek 11.1 na str. 114,

otrzymujemy uh =
∑N−1
k=1 ukφk i

Mh
d

dt
~u+ (Ah + cMh)~u = ~f(t)

Mh~u(0) = ~u0,h

dla ~u = (uk)k, Mh = ((φk, φl)L2(0,l))k,l, Ah = ((dφk
dx
, dφl
dx

)L2(0,l))k,l, ~u0,h = ((u0, φk)L2(0,l))k i
wektora prawej strony ~f = (f1, . . . , fN−1)T dla fk(t) = (f(t), φk)L2(0,l). Z tego otrzymuje-
my

d

dt
~u+ (M−1

h Ah + cI)~u = M−1
h
~f(t) =: ~g(t)

~u(0) = M−1
h ~u0,h := ~u0.

Proszę zauważyć, że jest to układ równań zwyczajnych liniowych z warunkiem począt-
kowym, więc ma jednoznaczne rozwiązanie na [0, T ], co wynika z ogólnej teorii równań
różniczkowych zwyczajnych, por. np. rozdział 3.2 lub [17]. Do powyższego układu rów-
nań możemy zastosować dowolny schemat rozwiązywania równań zadania początkowego
dla równań zwyczajnych.

Macierze Mh i Ah są symetryczne i dodatnio określone.

Można pokazać, że macierz M−1
h Ah ma wartości własne ujemne o module od jeden do

rzędu h−2, czyli bardzo dużym module dla małych h. Zatem dla c = 0 układ równań
zwyczajnych jest sztywny zgodnie z definicją z rozdziału 6. Należy tu stosować schematy
całkowania równań zwyczajnych stosowne do zadań sztywnych.

14.2.2 Przypadek dwuwymiarowy

Rozpatrzmy dwuwymiarowe modelowe zadanie na dowolnym obszarze wielokątnym na
płaszczyźnie Ω, czyli zastępując kwadrat przez Ω w (14.8). Jego słabe sformułowanie
otrzymujemy analogicznie jak w rozdziale 11, lub w przypadku jednowymiarowym (por.
rozdział 14.2.1). Mnożąc równanie paraboliczne z (14.8) przez funkcję testową z C∞0 (Ω),
całkując po Ω i stosując wzory Greene’a otrzymujemy:

(ut, φ)L2(Ω) + a(u, v) = (f(t, ·), φ)L2(Ω) ∀φ ∈ C∞0 (Ω)

dla 0 < t ¬ T , a(u, v) = (∇u,∇φ)L2(Ω) + c(u, φ)L2(Ω) oraz u spełnia warunek początkowy
(u(0), φ)L2(Ω) = (u0, φ)L2(Ω).

Jak w rozdziale 14.2.1 otrzymujemy, że powyższe równanie jest równoważne znalezieniu
funkcji u : [0, T ]→ H1

0 (Ω) takiej, że

d

dt
(u, v)L2(Ω) + a(u, v) = (f(t, ·), v)L2(Ω) ∀v ∈ H1

0 (Ω), (14.13)

(u(0), v)L2(Ω) = (u0, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

dla 0 < t ¬ T , co jest słabym, wariacyjnym sformułowaniem (14.8), które stanowi wyj-
ście do konstrukcji dyskretyzacji równania parabolicznego za pomocą metody elementu
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skończonego. Rozpatrzmy Th(Ω) triangulacje równomierną Ω, złożoną z przystających
trójkątów, zdefiniowaną jak w rozdziale 12 i V h - przestrzeń funkcji ciągłych kawałka-
mi liniowych na tej triangulacji, zerujących się na brzegu, czyli przestrzenią liniowego
elementu skończonego (por. rozdział 12).

Dyskretyzację po przestrzeni zadania (14.13) definiujemy: znajdź funkcję uh : [0, T ]→ V h

taką, że dla 0 < t ¬ T i dowolnego vh ∈ V h:

d

dt
(uh, vh)L2(Ω) + a(uh, vh) = (f(t, ·), vh)L2(Ω) (14.14)

(uh(0), vh)L2(Ω) = (u0, vh)L2(Ω).

Otrzymaliśmy zatem ponownie układ równań zwyczajnych liniowych z warunkiem po-
czątkowym, który po wprowadzeniu standardowej bazy daszkowej {φkl} dla V h, por.
(12.2), możemy przepisać jako zadanie początkowe na funkcje-współczynniki αk,l(t) ta-
kie, że uh(t) =

∑
k,l αk,l(t)φkl. Następnie to zadanie początkowe możemy rozwiązać za

pomocą jakiegoś schematu, np. otwartego lub zamkniętego schematu Eulera, lub sche-
matu trapezów. Okazuje się, że - tak samo jak w przypadku jednowymiarowym - dla
c = 0 powstające układy równań zwyczajnych są sztywne. Dlatego w praktyce stosuje się
odpowiednie schematy dla zadań sztywnych.

14.3 Zadania

Ćwiczenie 14.1. Zbadaj rzędy błędów aproksymacji otwartego schematu Eulera (14.6)
i zamkniętego schematu Eulera (14.7) dla dyskretyzacji modelowego problemu jednowy-
miarowego w dyskretnej normie maksimum przyjmując, że rozwiązanie jest dostatecznie
gładkie. Ustal, jaka minimalna gładkość rozwiązania jest konieczna, tzn. znajdź najmniej-
sze r takie, że jeśli rozwiązanie u ∈ Cr, to rząd aproksymacji schematu jest możliwie duży.

Ćwiczenie 14.2. Zbadaj stabilność zamkniętego schematu Eulera (14.7) dla dyskretyza-
cji modelowego problemu jednowymiarowego w dyskretnej normie maksimum dla c > 0.
Wywnioskuj zbieżność dyskretną schematu w tejże normie.

Wskazówka. Zastosuj twierdzenie 9.1, a do wykazania zbieżności zastosuj ogólną teorię
zbieżności schematów różnicowych Laxa z rozdziału 8.

Ćwiczenie 14.3. Zbadaj rząd błędu aproksymacji schematu Cranka-Nicholson dla c > 0
dla dyskretyzacji modelowego problemu jednowymiarowego w dyskretnej normie maksi-
mum przyjmując, że rozwiązanie jest dostatecznie gładkie. Ustal, jaka minimalna gładkość
rozwiązania jest konieczna, aby schemat miał ten rząd. Zbadaj stabilność tego schematu w
dyskretnej normie maksimum: czy jest warunkowa, czy bezwarunkowa? Zbadaj zbieżność
w dyskretnej normie maksimum.

Ćwiczenie 14.4. Rozpatrzmy równanie paraboliczne dla Ω = (0, 1)2.

• Zapisz (14.14) w postaci liniowego zadania początkowego:

Mh
d~u

dt
(t) + Ah~u(t) = ~f(t), ~u(0) = ~u0
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dla ~u(t) = {ck,l(t)}k,l współczynników uh(t) w bazie daszkowej V h (por. (12.2)) i
Mh, Ah macierzy stałych.

• Wypisz wzory na otwarty i zamknięty schemat Eulera zastosowany do tego zadania
początkowego.



Rozdział 15

Metody numeryczne rozwiązywania
równań hiperbolicznych pierwszego
rzędu

W tym rozdziale zajmiemy się metodami rozwiązywania równań pierwszego rzędu (por.
rozdział 2.2.2).

Konstrukcję schematów przedstawimy dla najprostszych modelowych równań, tzn. rów-
nań liniowych skalarnych, czyli będziemy szukali przybliżeń funkcji u = u(t, x) takiej,
że

ut + a(t, x)ux = b(t, x), (15.1)

Zazwyczaj rozwiązania będą spełniały też warunek początkowy u(0, x) = u0(x), przy
czym najczęściej będziemy zakładać dla równania skalarnego, że a jest stałą, a b = 0.

Pokażemy jak stosować te schematy dla równań nieliniowych i układów równań liniowych
postaci:

~ut + A~ux = 0, (15.2)

gdzie A - to stała macierz m×m.

15.1 Schematy dla równania skalarnego

W tym rozdziale zajmiemy się schematami dla równania skalarnego (15.1). Zakładamy,
że u spełnia dany warunek początkowy:

u(0, x) = u0(x) x ∈ R.

Rozpatrzmy siatkę równomierną na półpłaszczyźnie [0,∞)×R z krokiem przestrzennym
h > 0 i czasowym τ > 0:

(tn, xk) n ∈ N k ∈ Z

dla
tn = n ∗ τ, xk = k ∗ h.

148



Korzystaj. Nie kopiuj. Nie rozpowszechniaj. 149/161

Możemy wtedy zdefiniować najprostszy otwarty schemat w sposób następujący:

τ−1(un+1
k − ukn) + h−1a(ukn − uk−1

n ) = 0,

lub
τ−1(un+1

k − ukn) + h−1a(uk+1
n − ukn) = 0.

Oba schematy są otwarte. Można postawić pytanie, który ma lepsze własności? Okazuje
się, że stabilność tych schematów zależy od znaku parametru a.

Schemat upwind definiujemy jako

(Upwind) τ−1(un+1
k − ukn) =

{
−h−1a(unk+1 − unk) a > 0
−h−1a(unk − unk−1) a < 0

(15.3)

lub równoważnie

(Upwind) τ−1(un+1
k − ukn) + a

unk+1 − unk+1

2h
= 0.5|a|

unk+1 − 2unk + unk−1

h2
(15.4)

Jeśli wprost dyskretyzujemy pochodną po przestrzeni za pomocą różnicy centralnej, to
otrzymujemy następujący schemat:

τ−1(un+1
k − ukn) + a

unk+1 − unk−1

2h
= 0

czyli biorąc λ = τ
h
:

un+1
k = unk − a

λ

2
(unk+1 − unk−1). (15.5)

Schemat ten niestety okazuje się być niestabilnym (wg definicji, która pojawi się póź-
niej). Różni się on od poprzedniego schematu upwind (15.3) brakiem dodatkowego członu

0.5|a|
unk+1 − 2unk + unk−1

h2
,

który aproksymuje

0.5 ∗ |a|∂
2u

∂x2
,

i który można traktować jako sztuczną numeryczną lepkość dodaną do niestabilnego sche-
matu (15.5) dzięki której schemat upwind (15.3) jest stabilny.

Kolejny schemat to schemat Laxa-Friedrichsa, w którym unk w niestabilnym schemacie
(15.5) zastępujemy średnią z unk+1 i unk−1 i otrzymujemy:

(Lax− Friedrichs) un+1
k = 0.5(unk+1 + unk−1)− aλ

2
(unk+1 − unk−1). (15.6)

Kolejny schemat Laxa-Wendroffa wyprowadza się z rozwinięcia rozwiązania w momencie
t = tn w szereg Taylora:

u(tn + τ, xk) = u(tn, xk) + τ
∂u

∂t
(tn, xk) + 0.5τ 2∂

2u

∂t2
(tn, xk) +O(τ 3).



150/161 © Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski, 2022.

Korzystamy następnie z równania:

∂u

∂t
= −a∂u

∂x

i kolejnego równania otrzymanego z poprzedniego:

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
.

W tych równaniach zastępujemy pochodną po przestrzeni iloraz różnicowy centralny, por.
(4.2):

∂u

∂x
(t, x) ≈ 0.5h−1(u(t, x+ h)− u(t, x− h)),

a drugą pochodną po przestrzeni drugą pochodną różnicową na trzech punktach, por. ():

∂2u

∂x2
(t, x) ≈ 0.5h−2(u(t, x− h)− 2 ∗ u(t, x) + u(t, x+ h))

i w końcu otrzymujemy schemat Laxa-Wendroffa:

(Lax−Wendroff) un+1
k = unk−a 0.5λ(unk+1−unk−1)+0.5a2λ2(unk+1−2unk+unk−1). (15.7)

Można też rozważać schematy wielopoziomowe ze względu na czas, np. schemat skoku
żaby (leap-frog), w którym pochodną po czasie dyskretyzujemy przez pochodną centralną
tak samo, jak pochodną po przestrzeni. Otrzymujemy wówczas schemat trzypoziomowy:

(Leap− frog) un+1
k = un−1

k − aλ(unk+1 − unk+1). (15.8)

15.2 Schematy dla równań nieliniowych lub układów
równań

Zauważmy, że wszystkie dotąd rozważane dwupoziomowe schematy dla równań skalar-
nych, tzn. (15.7), (15.3), (15.5), można zapisać w zunifikowany sposób jako:

un+1
k = unk − λ(hnk+1/2 − hnk−1/2)

gdzie hnk+1/2 = h(unk , u
n
k+1) jest określana jako numeryczny strumień (ang. numerical flux).

W ten sposób możemy schematy dla równania (15.1) łatwo przenieść na przypadek nie-
liniowych równań hiperbolicznych postaci:

ut +
∂F (u)
∂x

= 0

gdzie F - to dana funkcja. F (u) nazywamy strumieniem dla funkcji u. Wtedy każdy
schemat można zapisać jako

un+1
k = unk − λ(F n

k+1/2 − F n
k−1/2)
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przyjmując oznaczenie F n
k+1/2 = h(F (unk), F (un+1

k )) z h numerycznym strumieniem wzię-
tym z wyjściowego schematu. Zauważmy, że dla równania (15.1) zachodzi F (u) = a ∗ u.

Również schematy te można zastosować do układu (15.2). Wtedy widzimy, że dla nieoso-
bliwej macierzy C zachodzi

A = CΛCT ,

gdzie Λ = diag(λ1, . . . , λm) - to macierz diagonalna z wartościami własnymi A na diago-
nali (ponieważ jest to układ równań hiperbolicznych). Wtedy możemy zamienić zmien-
ne: zamiast szukać wartości rozwiązania Un

k = ~u(tn, xk) w punktach siatki, szukamy
W n
k = CUn

k , czyli stosujemy schematy do równoważnego równania (~w = C~u):

~wt + Λ~wx = 0.

Proszę zauważyć, że to równanie jest układem m niezależnych równań hiperbolicznych
(15.1), tzn.:

(wj)t + λj(wj)x = 0 j = 1, . . . ,m.

Zatem możemy zastosować np. schemat upwind lub inny - niezależnie do każdej składowej
- i otrzymać przybliżone rozwiązanie wj(tn, xk).

Znając wartości W n
k możemy wrócić do wyjściowych zmiennych i obliczyć Un

k rozwiązując
układ równań

CUn
k = W n

k ,

czyli przybliżone rozwiązanie ~u(tn, xk).

W praktyce w pierwszym kroku przeprowadzamy obliczenia wstępne rozwiązując nume-
rycznie zadanie własne dla macierzy A, tzn. obliczając wartości i wektory własne A, czyli
λj i kolumny C. Następnie stosujemy wybrany schemat obliczając wartości W n

k dla punk-
tów siatki (w praktyce musimy ograniczyć zakres k i n), a na koniec rozwiązujemy układ
równań z macierzą C dla odpowiednich k i n otrzymując Un

k dla tych punktów siatki.

15.3 Stabilność i zgodność schematów

Do schematów różnicowych dla równań hiperbolicznych stosuje się ogólną teorię Laxa
schematów różnicowych, która jest opisana w rozdziale 8.1. Aby uzyskać oszacowanie
błędu w pewnej normie dyskretnej należy wykazać odpowiedni rząd schematu i stabilność
w tej normie.

Przy przyjętych powyżej oznaczeniach przyjmijmy, że un = {unk}k∈Z i załóżmy, że dwu-
poziomowy (względem czasu) schemat różnicowy możemy opisać jako

un = Aτ (un−1) n > 0, (15.9)

lub w punkcie siatki xk
unk = At(un−1; k) n > 0.

Stabilność w pewnej normie ‖ · ‖h oznacza, że istnieją stałe τ0, C > 0 takie, że dla czasów
tn = n ∗ τ < T jeśli 0 < h, τ < τ0 zachodzi:

‖un‖h ¬ CT‖u0‖h n > 0.
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Często stosowaną normą jest przybliżenie normy L1(R), czyli

‖un‖h =
∑
k∈Z

h|unk |.

Zatem jeśli istnieją stałe τ0, β > 0 takie, że dla czasów tn = n ∗ τ < T jeśli 0 < h, τ < τ0

zachodzi:
‖Aτu‖h ¬ (1 + βτ)‖u‖h ∀u,

to
‖un‖h ¬ (1 + βτ)n‖u0‖h ¬ exp(βT )‖u0‖h n > 0

dla dowolnych n takich, że tn = n ∗ τ < T .

Z kolei zgodność schematu oznacza, że schemat dyskretny aproksymuje wyjściowe rów-
nanie, tzn.

(Eτ (t))k := τ−1|u(t+ τ, xk)− Aτ (u(t); k)|

spełnia
lim
τ→0
‖Eτ (t)‖h = 0

dla u rozwiązania wyjściowego równania, dowolnego 0 < h ¬ τ0 i t > 0. Tutaj Aτ (u(t); k)
jest zdefiniowane dla tego schematu jak Aτ (un; k) zastępując unk przez u(t, xk).

Jeśli dla pewnej stałej C > 0 i 0 < h, τ ¬ τ0 zachodzi:

‖Eτ (t)‖h ¬ C [τ q1 + hq2 ]

to powiemy, że schemat jest rzędu q1 po czasie i rzędu q2 po przestrzeni. A jeśli zachodzi
stała zależność τ od h np. liniowa τ = κ ∗ h dla stałej κ, to mówimy, że schemat jest
wtedy rzędu q = min{q1, q2}, co jest zgodne z definicją z rozdziału 8.1.

Jak już wiemy, teoria Laxa mówi, że stabilność + aproksymacja (zgodność) dają zbież-
ność. Tak jest też w tym przypadku, tzn. teoria Laxa-Richmyera (por. [20]) mówi, że
schemat jest zbieżny:

max
0¬n¬T/τ

‖u(tn, ·)− un‖h → 0

dla h, τ → 0 wtedy i tylko wtedy, jeśli jest stabilny i zgodny.

Przykład 15.1. Rozpatrzmy najprostszy schemat Laxa-Friedrichsa (15.6). Jeśli założy-
my, że

|aλ| ¬ 1 (15.10)

to otrzymujemy:

‖un+1‖h = h
∑
k

|unj | ¬
h

2

(1− λa)
∑
j

|unj+1|+ (1 + λa)
∑
j

|unj−1|


=

1
2

[(1− λa)‖un‖h + (1 + λa)‖un‖h] = ‖un‖h.

czyli, że schemat jest stabilny warunkowo przy założeniu |aλ| ¬ 1.
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Analogicznie można pokazać, że przy założeniu, że spełniony jest ten sam warunek
(15.10), schemat Laxa-Wendroffa (15.7) i schemat upwind (15.3) są stabilne. Przy za-
łożeniu, że w warunku (15.10) zachodzi ostra nierówność widzimy, że schemat leap-frog
(15.8) jest stabilny (w sensie analogicznej definicji odpowiedniej dla schematów trzypo-
ziomowych).

Natomiast schemat (15.5) przy założeniach typu (15.10) nie jest stabilny.

Wykazanie, że wszystkie wymienione schematy są zgodne i zbadanie jakie mają rzędy
pozostawiamy jako zadanie.

15.4 Metoda Fouriera badania stabilności

Metoda opisana w tym rozdziale służy badaniu stabilności, choć - de facto - może tylko
sprawdzić stabilność w sensie negatywnym. Tzn. dzięki niej można sprawdzić, kiedy na
pewno schemat nie jest stabilny.

Zakładamy, że rozpatrujemy schemat dwupoziomowy lub trzypoziomowy (np. dający się
zapisać jako (15.9)), i że szukamy jego rozwiązań w postaci

unk = γn exp(iαk),

gdzie γ ∈ C i α ∈ R są stałymi.

Metoda polega na wyznaczeniu warunków na te stałe w zależności od konkretnej postaci
schematu. Jeśli się okaże, że istnieje rozwiązanie tej postaci z |γ| > 1, to oczywiście
schemat stabilny być nie może, a jeśli wszystkie takie rozwiązania dla dowolnych α muszą
spełniać |γ| < 1 - ewentualnie przy pewnych warunkach na τ i h - to schemat ma szanse
być stabilnym, czy - inaczej: jest stabilnym w klasie rozwiązań tej postaci.

Podsumowując: wstawimy unk = γneiαk do schematu i wyliczamy γ(α) jeśli |γ(α)| < 1 dla
dowolnego α, to schemat uważamy za stabilny w sensie opisanym powyżej.

Zbadanie stabilności schematów (15.7), (15.3), (15.8), (15.5) przy pomocy tej metody
pozostawiamy jako zadanie.

15.5 Zadania

Ćwiczenie 15.1. Zbadaj przy pomocy metody Fouriera stabilności schematów:

• Laxa Wendroffa (15.7),

• schematu upwind (15.3),

• schematu Leap-frog (15.8),

• schematu opartego na różnicy centralnej (15.5)

Ćwiczenie 15.2 (Laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat Laxa-Wendroffa dla
równania aux = ut dla a = 1,−1, 100,−100, przyjmując, że znamy rozwiązanie początko-
we na [−1, 1] i warunki brzegowe u(t,−1) = u(t, 1) = 0. Zbadaj rząd metodą połowionych
kroków, czyli dla h i h/2 policz błędy w ustalonym punkcie i ich stosunek.



Rozdział 16

Przestrzenie elementu skończonego,
a aproksymacja w przestrzeniach
Sobolewa

W tym rozdziale przedstawimy elementy teorii przestrzeni Sobolewa oraz kilka technicz-
nych lematów potrzebnych do dowodów zbieżności metody elementu skończonego. Mimo,
że przedstawimy tylko najmniej techniczne dowody odpowiednich lematów to, aby w peł-
ni zrozumieć dowody, należałoby zapoznać się wcześniej z teorią przestrzeni Sobolewa,
zob. np. [?].

Materiał w poniższym rozdziale wykracza poza materiał z wykładu.

16.1 Przestrzenie Sobolewa Hm

Poniżej podamy kilka faktów, dotyczących przestrzeni Sobolewa, potrzebnych do udo-
wodnienia zbieżności metody elementu skończonego dla równania eliptycznego drugiego
stopnia.

Najpierw zdefiniujmy przestrzenie Sobolewa Hk(Ω) dla Ω ⊂ Rd, por. [?].

Definicja 16.1. Rozpatrzmy Ω ⊂ Rd obszar ograniczony, wtedy Hm(Ω) definiujemy
jako przestrzeń funkcji z L2(Ω), których słabe pochodne ∂αu dla wszystkich |α| ¬ m są
w L2(Ω). Iloczyn skalarny w Hm definiujemy jako

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|¬m

∂αu ∂αv dx

z normą

‖u‖Hm(Ω) =
√ ∑
|α|¬m

|∂αu|2 dx.

i półnormą

|u|Hm(Ω) =
√ ∑
|α|=m

|∂αu|2 dx.

154
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Tutaj α = (α1, . . . , αd) z αj ∈ N - to wielowskaźnik, |α| = ∑d
k=1 αk i

∂αu =
∂|α|u

∂α1 . . . ∂αd
.

Można pokazać następujące twierdzenie:

Twierdzenie 16.1. Rozpatrzmy Ω ⊂ Rd otwarty obszar z kawałkami gładkim brzegiem i
m  0. Wtedy C∞(Ω) ∩Hm(Ω) jest zbiorem gęstym w Hm(Ω).

Proszę zauważyć, że to twierdzenie pozwala nam inaczej zdefiniować przestrzeń Hm jako
domknięcie zbioru wszystkich funkcji gładkich, których norma ‖·‖Hm(Ω) jest ograniczona.

Dodatkowo wprowadzamy:

Definicja 16.2. Niech Hm
0 (Ω) będzie domknięciem w Hm przestrzeni C∞0 , gdzie C∞0 (Ω)

jest podprzestrzenią C∞(Ω) złożoną z funkcji o zwartym nośniku w Ω.

Zaznaczmy, że:
Hm

0 (Ω) ⊂ Hm(Ω) ⊂ L2(Ω).

Zachodzą jeszcze następujące nierówności:

Stwierdzenie 16.1 (nierówność Friedrichsa). Jeśli Ω zawarty jest w jednostkowej kostce,
to

‖u‖L2(Ω) ¬ |u|H1(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Dowód w ogólności można znaleźć np. w [2], ale dla kostek w dwóch i trzech wymiarach
dowód pozostawiamy jako zadanie.

Istnieje też następujące twierdzenie mówiące w jakim sensie możemy rozważać wartości
funkcji z H1(Ω) na brzegu tego obszaru.

Twierdzenie 16.2 (Twierdzenie o śladzie). Rozpatrzmy Ω ograniczony obszar o brzegu
Lipschizowskim1, wtedy istnieje ograniczony operator liniowy γ : H1(Ω)→ L2(∂Ω) i stała
C:

‖γu‖L2(∂Ω) ¬ C‖u‖H1(Ω). ∀u ∈ H1(Ω)

i γu = u|∂Ω dla wszystkich u ∈ C(Ω) ∩H1(Ω).

Funkcję γu nazywamy śladem u na brzegu ∂Ω.

Kolejnym ważnym twierdzeniem jest tzw. twierdzenie Sobolewa o włożeniu. Tutaj przed-
stawimy tylko szczególny przypadek potrzebny w przedstawionych dowodach.

Twierdzenie 16.3 (Twierdzenie Sobolewa o włożeniu (ang. Sobolev embedding the-
orem)). Rozpatrzmy Ω ograniczony obszar o brzegu Lipschizowskim w Rd dla d = 1, 2, 3,
wtedy - jeśli 2 ∗ k > d - istnieje ciągłe włożenie H2(Ω) w przestrzeń C(Ω) tzn.

H2(Ω) ⊂ C(Ω),
∃C > 0 ∀u ∈ Hk(Ω) ‖u‖C(Ω) ¬ C‖u‖Hk(Ω).

Stała C > 0 zależy od obszaru Ω.
1Brzeg Ω jest Lipschitzowski (odpowiedniej gładkości), jeśli dla każdego punktu x ∈ ∂Ω istnieje oto-

czenie ∂Ω tego punktu, które może być reprezentowane jako wykres funkcji Lipschitzowkiej (odpowiednio
gładkiej).
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16.2 Zgodna metoda elementu skończonego

W tym rozdziale przedstawimy ogólne zasady konstrukcji zgodnej metody elementu skoń-
czonego. Zgodna metoda oznacza, że przestrzenie elementu skończonego V h zawarte są
w przestrzeni wyjściowej V ; w tym przypadku w odpowiedniej przestrzeni Sobolewa.

16.2.1 Element skończony - ujęcie formalne

Najpierw wprowadzimy definicję elementu skończonego za [?], por. także [4] i [2].

Definicja 16.3. • Dla τ ⊂ Rd wielościanu w Rd. (Części brzegu τ leżą na hiperpłasz-
czyznach i są nazywane ścianami)

• Pτ ⊂ C(τ) jest przestrzenią funkcji wymiaru k określonych na τ (przestrzeń tzw.
funkcji kształtu) (ang. shape functions)

• N = (N1, . . . , Nk) jest baza P ∗τ przestrzeni dualnej do Pτ . (Zbiór stopni swobody
elementu). Zazwyczaj te funkcjonały wymagają obliczenia wartości funkcji lub jej
pochodnych w punktach, dlatego nazywamy je uogólnionymi warunkami interpola-
cyjnymi.

wtedy elementem skończonym nazywamy trójkę (τ, Pτ , N).

Definicja 16.4. Dla elementu skończonego (τ, Pτ , N) bazą nodalną tego elementu na-
zywamy bazę sprzężoną w Pτ do bazy N , tzn. taki układ funkcji z Pτ : (φ1, . . . , φk), że
Nj(φj) = 1 i Nj(φl) = 0 dla l 6= j.

Jeśli założymy, że funkcjonały z N są określone i ograniczone na większej lub innej prze-
strzeni liniowej V , to definiujemy:

Definicja 16.5. Dla elementu skończonego (τ, Pτ , N) definiujemy operator interpolacji
πτ : V + Pτ → Pτ :

πτ (f) :=
k∑
j=1

N(f)φj ∀f ∈ V

dla (φj)kj=0 bazy nodalnej tego elementu.

Jeśli rozpatrujemy podział obszaru na elementy (triangulacje) i każdy element τ jest ele-
mentem skończonym, tzn. rozpatrujemy trójkę (τ, Pτ , Nτ ), to możemy zdefiniować prze-
strzeń dyskretną dla danego podziału - zwaną dalej przestrzenią elementu skończonego.

Definicja 16.6. Przestrzenią elementu skończonego V h dla triangulacji Th(Ω) nazywamy
dowolną przestrzeń funkcji określonych na Ω takich, że dla funkcji u ∈ V h obciętej do
elementu τ ∈ Th zachodzi własność

u|τ ∈ Pτ .

Oczywiście w praktyce elementy skończone są tego samego typu. Często dokładamy na
przestrzenie elementu skończonego warunki ciągłości lub dodatkowe warunki na brzegu
obszaru.
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Definicja 16.3 elementu skończonego dotyczy pojedynczego elementu, a analiza metody
elementu skończonego będzie polegała na tym, że wyniki otrzymane na elemencie wzor-
cowym przenoszą się na dowolny element, o ile wszystkie elementy są skonstruowane przy
pomocy przekształceń afinicznych.

Definicja 16.7. Rodzina przestrzeni elementu skończonego V h dla rodziny triangulacji
Th(Ω) z Ω ⊂ Rd jest rodziną afiniczną pod warunkiem, że istnieje element skończony
(τ̂ , P̂ , N̂) - zwany dalej elementem wzorcowym, i spełnione są następujące warunki: dla
dowolnego τj ∈ Th, istnieje przekształcenie afiniczne Fj : τ̂ → τ takie, że dla dowolnej
funkcji u ∈ V h istnieje p ∈ P̂ takie, że

u(x) = p(F−1
j x)

oraz dla dowolnego Nj ∈ N istnieje N̂j ∈ N̂ takie, że

Nj(u) = N̂j(u ◦ Fj).

Widzimy, że przekształcenie afiniczne spełnia:

Fjx̂ = Ajx̂+ yj x̂ ∈ τ̂ ,

dla Aj macierzy nieosobliwej d× d i yj ustalonego wektora.

Stwierdzenie 16.2. Rozpatrzmy afiniczną rodzinę przestrzeni elementu skończonego {V h}
dla triangulacji {Th}. Wtedy istnieją takie stałe C1, C2, że dla elementu triangulacji
τj ∈ Th i dowolnej funkcji v ∈ Hm(τj) otrzymujemy:

|v̂|Hm(τ̂) ¬ C‖Aj‖m|det(Aj)|−1/2|v|Hm(τj),

|v|Hm(τj) ¬ C‖A−1
j ‖m|det(Aj)|1/2|v̂|Hm(τ̂),

gdzie v̂(x̂) = v(Fjx̂) dla x̂ ∈ τ̂ .

Dowód. Z gęstości funkcji gładkich w Hm możemy założyć, że v ∈ C∞(τ). Dowód na-
stępnie wynika ze wzoru na różniczkowanie funkcji złożonych:

‖∂αv̂‖L2(τ̂) ¬ C‖Aj‖m
∑
|β|=m

‖(∂βv) ◦ Fj‖L2(τ̂).

dla |α| = m. Z twierdzenia o podstawianiu otrzymujemy:

‖∂αv̂‖L2(τ̂) ¬ C‖Aj‖m|det(Aj)|−1/2
∑
|β|=m

‖(∂βv)‖L2(τ).

Sumowanie po wszystkich multiindeksach α o długości m kończy dowód.

Stwierdzenie 16.3. Rozpatrzmy afiniczną rodzinę przestrzeni elementu skończonego {V h}
dla triangulacji {Th}. Wtedy dla τj ∈ Th zachodzi:

‖Aj‖ ¬
diam(τj)

ρ̂
, ‖A−1

j ‖ ¬
diam(τ̂)
ρτj

,

gdzie ρ̂ jest średnicą okręgu wpisanego we wzorcowy element τ̂ , a ρτj jest średnicą okręgu
wpisanego w element τj.
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Dowód. Widzimy, że
‖Aj‖ = sup

‖z‖=1
‖Ajz‖ = ρ̂−1 sup

‖z‖=ρ̂
‖Ajz‖.

Dla dowolnego z o normie ρ̂ istnieją x̂, ŷ ∈ τ̂ , takie, że z = x̂ − ŷ. Zatem biorąc x =
Fjx̂, y = Fj ŷ ∈ τj otrzymujemy x− y = Fj(x̂)− Fj(ŷ) = Aj(x̂− ŷ) = Ajz, a stąd

‖Aj‖ ¬ ρ̂−1‖x− y‖ ¬ diam(τj)
ρ̂

.

Drugą nierówność dowodzimy analogicznie.

Jako wniosek otrzymujemy:

Wniosek 16.1. Rozpatrzmy regularną rodzinę triangulacji {Th} ze względu na kształt
i afiniczną rodzinę przestrzeni elementu skończonego {V h} dla tych triangulacji. Wtedy
istnieją takie stałe C1, C2, że dla elementu τj ∈ Th i dowolnej funkcji v ∈ Hm(τj) zachodzi

|v̂|Hm(τ̂) ¬ C(diam(τj))m|det(Aj)|−1/2|v|Hm(τj),

|v|Hm(τj) ¬ Cρ−1
τj
|det(Aj)|1/2|v̂|Hm(τ̂),

gdzie v̂(x̂) = v(Fjx̂) dla x̂ ∈ τ̂ .

16.3 Elementy aproksymacji w przestrzeniach Sobo-
lewa Hk

Kolejne twierdzenie pozwala oszacować normę Hm przez półnormę:

Twierdzenie 16.4 (Lemat Deny-Lionsa). Niech τ ⊂ Rd będzie elementem triangulacji i
l  0. Wtedy istnieje stała C = C(l, d, τ) taka, że

inf
p∈Pl
‖v + p‖Hl+1(τ) ¬ C|v|Hl+1(τ).

Dowód korzysta z tak zwanej metody zwartości. Można go znaleźć np. w [?], lub [19].

Twierdzenie 16.5. Rozpatrzmy regularną rodzinę triangulacji {Th} ze względu na kształt
i afiniczną rodzinę przestrzeni elementu skończonego {V h} dla tych triangulacji. Jeśli wa-
runki interpolacyjne dla elementu wzorcowego N̂ są funkcjonałami liniowymi ograniczo-
nymi na przestrzeni H l+1(τ̂) oraz Pl ⊂ P̂ ⊂ H l+1(τ̂) dla 0 ¬ l, to operator interpolacji
nodalnej πτj (por. definicję 16.5) jest poprawnie zdefiniowany oraz dla 0 ¬ m ¬ l + 1
zachodzi:

|u− πτju|Hm(τj) ¬ hl+1−m
τj

|u|Hl+1(τj) ∀u ∈ H l+1(τj),

dla hτj = diam(τj) i C zależy od m, l oraz elementu skończonego wzorcowego, i stałej w
założeniu regularności ze względu na kształt.
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Dowód. Zauważmy, że ŵ(x̂) = w(Fjx̂) = πτ̂ û(x̂) dla x̂ ∈ τ̂ i w = πτju, co wynika z
afiniczności rodziny przestrzeni V h (por. definicję 16.7).

Stąd na mocy wniosku 16.1 otrzymujemy, że

|u− πτu|Hm(τ) = ρ−mτj |det(Aj)|
1/2|û− πτ̂ û|Hm(τ̂) ¬ Cρ−mτj |det(Aj)|

1/2(|û|Hm(τ̂) + |πτ̂ û|Hm(τ̂)).

Z założeń twierdzenia otrzymujemy teraz:

|πτ̂ û|Hm(τ̂) ¬
k∑
j=1

|Nj(û)||φ̂j|Hm(τ̂) ¬
k∑
j=1

‖Nj‖(Hl+1(τ̂))∗‖û‖Hl+1(τ̂)|φ̂j|Hm(τ̂)

¬ C‖û‖Hl+1(τ̂)

Oczywiście πτ̂p = p dla dowolnego p ∈ P̂ , w szczególności dla p wielomianu z Pl.

Zatem

|u− πτu|Hm(τ) ¬ Cρ−mτj |det(Aj)|
1/2‖û+ p‖Hl+1(τ̂) ∀p ∈ Pl.

Stąd na mocy twierdzenia 16.4 otrzymujemy

|u− πτu|Hm(τ) ¬ Cρ−mτj |det(Aj)|
1/2|û|Hl+1(τ̂).

Z kolei z wniosku 16.1 otrzymujemy

|u− πτu|Hm(τ) ¬ Chl+1
τj
ρ−mτj |u|Hl+1(τj) ¬ Chl+1−m

τj
|u|Hl+1(τj).
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