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DEFINICJE OGOLNE

Definicja kuli w (0"
Kulg o promieniur>0rJ0 i o sSrodku w punkcie pdO" nazywamyzbiér {10
p(x,p)<r}

Definicja otoczenia punktu
Otoczenie punktu p O 0" to kazdy zbiér w (" zawierajacy punkt p wraz z pewng kulg
o srodkuw p.

Definicja punktu wewnetrznego zbioru
Punkt p jest punktemwewnetrznymzbioru, gdy nalezy do niego wraz z pewnym
swoimotoczeniem

Definicja zbioru otwartego
Zbidr otwartyto zbidr sktadajgcy sie tylko z punktéw wewnetrznych

Definicja punktu skupienia
Punkt p jest punktemskupienia zbioru A = w kazdymswoim otoczeniu zawiera
conajmniejjeden punktzbioru A rézny od p

Definicja punktu brzegowego
Punkt nazywamy punktembrzegowym = w kazdymjego otoczeniu znajduje sie
punktnalezacy i punktnie nalezacy do zbioru

Definicja obszaru
Obszar to zbior otwarty ktory nie da sie przedstawic jako suma dwéch niepustych
roztgcznych zbioréw otwartych

Definicja obszaru spéjnego
Obszar spdjny to obszar, ktérego dowolne dwa punkty da sie potgczyétamang
zawartg w tymzbiorze

Definicja obszaru regularnego
Obszar regularny, to obszar ograniczony, ktérego brzeg da sie podzieli¢ na
skonczona liczbe tukéw (funkcji ciggtych typu y=fi(x) lub x=g(y))

Definicja obszaru jednospéjnego
Jezeli kazdy zbior ograniczony, ktérego caty brzeg nalezy do obszaru D jest zawarty
w D, to D nazywamyobszarem jednospdjnym(nie ma dziur)

CIAGLOSC FUNKC]JI

Definicja cigagtosci funkcji w punkcie




Funkcja f jest ciggta w punkcie x, 0 0" = fjestokreslona na pewnymotoczeniu Xo i
tim £(x) =[x

Uwaga
Istnienie granic iterowanych nie oznacza istnienia granicy funkcji w tympunkcie.

Xy
Przyktad: f(x,y) = sz ' yz dla(x,y)# (0,0)
i

Owpp

Uwaga
Funkcja okreslona na zbiorze domknietymi ciggta jest ograniczona, przyjmuije

wartos¢ minimalng i maksymalng i wszystkie wartosci miedzy nimi.
Suma, réznica, iloczyn, iloraz (jesli nie przyjmuje0) i ztozenie funkgji ciggtych jest
funkcjg cigota.

Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego
Zatozenia:

D - obszar spéjny

f - ciggtai okreslonana D

Teza:
Jesli f przyjmuje w dwdch punktach tego obszaru wartosci o réznych
znakach, to istnieje punktw tymobszarze, gdzie f przyjmuje wartos¢ 0

LematBolzano-Weierstrassa

Teza:
Z dowolnego ograniczonego ciggu punktéw mozna wybrac podcigg
zbiezny do pewnego punktu granicznego.

Uwaga

Funkcja n zmiennych, ciggta po ustaleniu dowolnychn-1 z nich, nie musi by¢ ciggfa.

_
Przyktad: f(x,y) = @ P dla(x,y)# (0,0)

i Owpp
POCHODNE CZASTKOWE
Definicja klasy ¢!

Funkcja jestklasy ¢' = posiada pochodne czgstkowe wszystkichzmiennychi sa
Ciggte

Twierdzenie
Zatozenia:

fklasy ¢' w pewnymotoczeniu punktup
Teza:

fjestciggtaw p



Uwaga
Funkcja, ktéra posiada obie pochodne czgstkowe nie musi by¢ ciggta (musza

jeszcze byc ciggte).
Xy
=, 2 #
Przykfad: f(x,y) = Q P dla(x,y)# (0,0)
i Owpp

Twierdzenie 0 pochodnej czgstkowej funkcji ztozonej

Zatozenia:
a(x,y) i h(x,y) maja pochodne czastkowe w (Xo,Yo)
f(u,v) jestklasy ' w pewnymotoczeniu punktu (uo, Vo)

Uo=9(, Yo)
Vo=h(>,Yo)
Teza:
Funkcja F(x,y)=f(g(x,y),h(x,y)) ma pochodne czastkowe w (xo,Yo) i
0F 1fiu 1f0v
dx Jdudx dJdvix
Uwaga

Funkcja, ktdra jest ciggta, nie musi miec ciggtych pochodnych czastkowych (ani
nawetograniczonych). W ogdle nie musi mie¢ pochodnych czatkowych (modut)

0 xy

dla(x,y)# (0,0
PrZYk’fad:f(x’y):% 4y a(x,y)# (0,0)
]

Owpp
Przyktad na nieograniczone pochodne czastkowe:

0 » 2\ . 1
X~ + y°|sin dla(x,y)* (0,0)
f(x,y) - E( ) x2 + yz)
70 wpp
Przyktad na brak pochodnych: f/x, ) = min|

|

Twierdzenie o réwnosci pochodnych mieszanych
Teza:

XY

9

Jezeli pochodne mieszane réznigce sie tylko kolejnoscig rézniczkowania
istniejg w pewnymotoczeniu punktup i sg ciggte w p (pochodne, nie
funkcja!) to sg sobie réwnew p

Twierdzenie
Zatozenia:

f:02- 0 jestklasy ¢
Teza:



SOt byt k)= (e (fx(x,y)h+ fy(x,y)k) t 4S8 2f ket )

¥ i(fm(xo + 0 h,y,t 0k)h"+ ) - reszta
mitY

ROZNICZKOWALNOSC

Definicja rézniczki zupetnej
Funkcja f ma w punkcie (xo,Yo) rozniczke zupetng Adx+Bdy - istniejg state A,B t.z.

; [ /{0 + B,y + By) = f(x,,3)] - (Abx+ BAy)
im =
(2x,8y)- (0,0) \/(Ax)2 s (Ay)2

Twierdzenie

Zatozenia:
fjestklasy ¢!'w pewnymotoczeniu punktu p

Teza:
f jest rézniczkowalna w p i wspétczynniki sg rowne pochodnym
czgstkowymw danympunkcie

Uwaga
Jesli funkcja jest r6zniczkowalna, to posiada pochodne czgstkowe i wspdtczynnikisa

réwne pochodnymczastkowymw danympunkcie. Wnioskowanie odwrotne nie jest
jednak prawdziwe.

Kontrprzykfad:f/x,y) = dla (x.)# (0.0)

Ox
ﬁ Owpp

Twierdzenie
Teza:
Ztozenie funkgji rézniczkowalnych jest funkcjg rézniczkowalna

PRZEKSZTALCENIA

Definicja macierzy Jakobiego
Niech f(x,y,z)=(u(x,y,z), v(X,y,z), w(X,y,z))

Ou, u uD

y

Macierz D(f)= Hvx v, zD jest macierzg pochodnych czgstkowychf.
e oW, W



Definicja jakobianu
Jakobian funkcji f ] (f)(x)=detD(f)(x)

Definicja gradientu (przypadek (0" - [1)
Gradientemfunkgcji f:0"- O jest wektor D(f)

Twierdzenie
Zatozenia:

f:0%- 0" jestklasy ¢' w pewnymotoczeniu punktu x
g:0"- O™ jestklasy ¢! w pewnymotoczeniu punktu y=f(x)
Teza:
gof:00%— O™ ma macierz pochodnych czastkowychi D(gof)(x)=D(g)(y)*D(f)
(x)

Whniosek
J(gof)=J(g)*J(f)

Twierdzenie
Zatozenia:
f:.0"- 0" jestklasy ¢!
J(f)20 w pewnympunkcie p
Teza:
f jest réznowartoSciowa w pewnymotoczeniu p

EKSTREMA,EKSTREMAWARUNKOWEI FUNKCJE UWIKLANE

Oznaczenie
Ekstremum oznacza ekstremum lokalne, niewtasciwe.

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Zatozenia:

fjestklasy ¢!

f ma ekstremumw punkcie p

Teza:
Wszystkie pochodne czgstkowe sie zerujgw p

Definicja rozwiktania funkdji

Funkcja ¢ jest rozwiktaniemréwnania F(x,y)=0w punkcie (Xo,Yo) =
1. F(x,6(x))=0

2. Yo=f(x)

Twierdzenie (warunek wystarczajacy istnienia rozwiktania)
Zatozenia:

F:02- 0 jestklasy ¢! w otoczeniu punktu p=(>,Yo)

-7-



Teza:
w pewnymotoczeniu punktu X, jest okreslone rozwikfanie réwnania

F(x,y)=0wzgledemy przechodzace przez punktp=(x,Yo) ijestklasy C'.
Ponadto ¢ '(x) = - g% [x)
g, x4 (]

Definicja maksimumwarunkowego
f ma w punkcie p maksimumwarunkowe przy warunku g(x,y)=0 = f(x,ykf(x,Yo) dla
wszystkich (x,y) z pewnego otoczenia p spetniajgcychg(x,y)=0

Metoda mnoznikéw Lagrange’a
...(nie byto na wyktadzie)

Uwaga
Warunkiemkoniecznymistnienia ektremumwarunkowegojest /.g, = f,&,

CALKI

Twierdzenie
Zatozenia:
P - obszar
f - funkcja okreslonana P
f ograniczona
zbidr punktéw nieciggtosci f mamiare 0

Teza:
f jest R-catkowalna
Twierdzenie
Zatozenia:
figsg R-catkowalne
Teza:
1. ftg
2. f¥g
3. f/g(g#0)
4. cf (c-stata)
5. (0

sg R-catkowalne

Twierdzenie (Fulini)

Zatozenia:
P=<a,b>x<c,d>
f:P-0O




istnieje ” Sx.y)dp

P

d
dla kazdego xO<a,b>istnieje J' S (x,y)dy

c

Teza:
b Dd
istnieje I %J f(x y)ddex i jeSt rowna ” f(XaJ/) dp
Twierdzenie
Teza:

Kazda funkcja ciggta (chyba powinna by¢ tez ograniczona!) w obszarze
regularnymjest w nim R-catkowalna

Definicja obszaru normalnego
Obszaremnormalnymwzgledemzmiennej x nazywamyobszar okreslony
zaleznosciami

1 a<x<b

2. o(x)<y<(x)
gdzie ¢ i @ sg funkcjamiciggtymii ¢ (x)<(x)

Twierdzenie

Zatozenia:
P - obszar normalny wzgledemx
f:P- O ciggtai ograniczona

Teza:
b[Y(x
Y)dp = @ {f(x y)dy@
¢7x)
Twierdzenie
Zatozenia:
A,D - obszary regularne
¢: A - D réznowartosciowa
o (u,v)=f(u,v),3(u,v))
J(d)20wA
f:D- 0O jestklasy ¢!
Teza:

J[ /vy [ 11 ()-8 (w10 ) )i

P

Przejscie do wspétrzednych biegunowych
X=rcosp

y=rsinp

J(o)=r




FUNKCJE ZESPOLONE

Definicja funkcji zespolonej

f jest funkcjg zespolong, gdy f:C- C
u:0%-0

v:d2.0

z=x+iyd C O f(z)=f(x+iy)=u(x,y)+iv(X,y)

Definicja pochodnejzespolonej
f'(Z) = lim f(Z+ AZ)- f(Z)

Az- 0 AZ

Twierdzenie (réwnania Cauchy-Riemanna)
Zatozenia:
istnieje f'(2)

Teza:
u,=v, i v, =-u,
Twierdzenie
Zatozenia:
f(z) ma pochodng zespolng w punkcie z,
Teza:
funkcja sprzezona do f mapochodngw z, = f'(z,)=0
Twierdzenie
Zatozenia:
funkcja f(z) przyjmujetylko wartosci rzeczywiste
fjestanalityczna
Teza:
f jest funkcja statg
Uwaga

Jesli réwnania Cauchy-Riemanna sg spetnione, nie oznacza to, ze pochodna istnieje
Przyktad: f(x,y) = Pty

Twierdzenie

Zatozenia:
u(z) i v(z) sg klasy ¢' w pewnymotoczeniu punktu z,
u i v spetniajg réwnania Cauchy-Riemanna

Teza:
istnieje f'(2)

Definicja funkcji pierwotnejfunkcji zespolonej

10



Kazda funkcje F:D - C, ktérajest rézniczkowalnaw D i F'(z)=f(z) nazywamyfunkcjg
pierwotng funkgji f

Twierdzenie
Zatozenia:

f:D- C mafunkcje pierwotng F w D

fjestciggtaw D

K - krzywa kawatkamigtadka o poczatkuw a i kohcuw B zawartaw D
Teza:

Catka I f\z)dz= F(p)- Fla) i nie zalezy od drogi catkowania K

K

WhniosKi
1. Jesli f:D- C mafunkcje pierwotngw D i jest ciggta w D oraz K jest krzywg
zamknietg, to If(z) dz=0

K
2. Jesli funkcja F spetnia w obszarze D rownos¢ F'(z)=0,to F jeststata

3. Jezeli K jest krzywg zamknietg kawatkamigtadka to f C(Z ) ZO)ndZ = 0 dlandz\{1}

K

Definicja logarytmuzespolonego

Kazda liczbe zespolong z t.z. e2=anazywamylogarytmemz a.
Logarytmgtéwny Log(a)=loga(Hiarg(a)

Inne logarytmyrdéznia sie o 2k, kJZ\{0}

FUNKCJE ANALITYCZNE

D - obszar ptaski

Definicja funkgji analitycznej (holomorficznej)
Funkcjaf jestanalitycznaw D = posiada pochodngzespolongw D

Uwaga
Funkcja analityczna posiada wszystkie pochodne.

Funkcja analityczna rozwija sie w szereg Taylora (alternatywna réwnowazna
definicja jest wiasnie taka)

Twierdzenie (?)
Zatozenia:
fila,B]-C
0
f(t)=u(t)+iv(t)

Teza:
8 8

s
Jf(t)dt = Ju(t)dt+ z‘J’ v(t)dt

a a a

-11-



Twierdzenie (?)

Zatozenia:
K - krzywaregularna o poczatkuw z(a) i kohcu w z(B)
K=zt)tOO
fciggtana C

Teza:
p

istniejejf(z)dz: If(z(t))z'(t)dt

C [

Przydatne cafki

%
Je”: it1
0

Catka 1/z po okregu
Zatozenia:

K- okreg [z-z, O=r
obiegamy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara

J

K

Teza:
dz

YARAN

= 2mi

Twierdzenie catkowe Cauchy’ego
Zatozenia:
K - krzywa zamknieta kawatkamigtadka
K jest brzegiemobszaru D
DOK O D’
f jest okreslona i analitycznaw D’

Teza:
Jf(z)dz =0

K

Whniosek

Zatozenia:
D - obszar ograniczony krzywa regularng C
C jest skierowana dodatnio
f analitycznaw DOC

Teza:

z, punktwewnetrzny (?) 0 /() =

RO

0=
%, 0D0 27Ti-[cz-s

Twierdzenie
Zatozenia:

12



C - krzywa zamknietai regularna
f ciggta na krzywejC

zOC
f analityczna
Teza:
(n)[ ) - n! f(s)
f (Z) 2ni'[~(S'Z)n+ldS

Definicja obszaru k-spéjnego
Obszar, ktérego brzeg sktada sie z k krzywych zamknietych nazywamyobszarem
k-spojnym

Twierdzenie (uogdlnienie twierdzenia catkowego Cauchy’ego)
Zatozenia:

K - krzywa zamknieta kawatkamigtadka

K OD’

obszar D’ jednospéjny

f okreslonai holomorficznaw D’

Teza:
[ flz)az =0
K
Twierdzenie
Zatozenia:
D jest obszarem (n+1)spéjnym
D jestograniczony przez krzywe K, K|, ..., K,
krzywe K|, ..., K, lezg wewnatrz K,
wszystkie krzywe majg takg sama orientacje wzgledemptaszczyzny
D’ obszart.z. D'0 DO () K,
i=0
funkcja f jest okreslona i holomorficznaw D’
Teza:

[Slz)dz <[ flz)dz 4 4] S(2)dz

K(l KI Kn

ROWNANIAROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

Twierdzenie (o réwnaniu z rozdzielonymizmiennymi)

Zatozenia:
d
Réwnanie rézniczkowe z rozdzielonymizmiennymi: d_y z f]( x) 1, ( y)
X
P =(a,b)x(c,d)
Ailx) i £(y) saciagewP
fily)2 0wp
Teza:

Przez kazdy punkt prostokata przechodzi doktadnie jedno rozwigzanie réwnania.

-13-



Twierdzenie (o réwnaniu liniowym)

Zatozenia:
. o - dy _
Réwnanie rézniczkowe liniowe: a’_ = a(x)y + b( x)
X
a(x) i b(x) sg ciggtedlaa<x<f
Teza:

Przez kazdy punkt(x,y) t.z. a<x<p, -o<y < przechodzi doktadnie jedna krzywa
catkowa tego réwnania, okreslona dla wszystkich xO(a, B)

Definicja (catka réwnania rézniczkowego)

(*) y'=f(x)y)

a<x<b,c<y<d(moga by¢ + )

P =(a,b)x(c,d)

Rozwigzaniem (catkg) réwnania (*) nazywamy kazdg funkcje rézniczkowalng ¢ t.z. ¢*(x)=f(x, ¢(x)) dla
pewnychx O (a,b)

Twierdzenie (Peano?)

Zatozenia:
Réwnanie y'=f(x,y)
a<x<b,c<y<d(moga by¢ + )
P =(a,b)x(c,d)
f O C((a,b)x(c,d))
Teza:
Przez kazdy punktnalezacy do P przechodzi co najmnigj jedno rozwigzanie (krzywa
catkowa) i krzywa ta moze by¢ przediuzona az do brzegu P
Uwaga:

Takich krzywych moze by¢ wiele, np. y'= \/M Mma rozwigzania y( x) =0,
2
y( x) = sign(x) XT i inne.

Twierdzenie (o kolejnych przyblizeniach?)

Zatozenia:
Réwnanie y'=f(x,y)
f jest ciggta w wzgledem x w Xg-a <X <Xo+a
f spetnia warunek Lipschitza wzgledemy dla yo-b <y <yo+b
f jest ograniczona
Teza:
Lokalnie (dla |x - x0| < min a,ﬂ istnieje doktadnie jedno rozwigzanie rownania
rézniczkowego y(X%)=¥
Uwaga:
Warunku Lipschitza nie mozna zastgpic¢ warunkiem Holdera.
Definicja

Dla danego réwnania y'=f(x,y), punktu (Xo,Yo) i kroku h utwérzmy ciag:

0 iy - + hflx ,
1. otwarta(jawna) metoda Eulera : Dy,, 1= f( " y")

Dxn+l = xn * h

UV = vt WX 50,
2. zamknieta (niejawna) metoda Eulera : Dy" 1= f( miY 1)

Dan = xn+ h
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Punkty tego ciggu tworzg cigg tamang Eulera wychodzacg z (Xo, Yo)

Twierdzenie
Zatozenia:
Réwnanie y'=f(x,y) posiada doktadnie jedno rozwigzanie w punkcie (Xo,Yo)
f jest ciggta
f w przedziale domknietym
Teza:
Ciag famanych Eulera wychodzacych z (xo,Yo) przy malejgcej Srednicy podziatu zbiega jednostajnie do
tego rozwigzania

-15-



	definicje ogólne
	Definicja kuli w Ân 
	Definicja otoczenia punktu
	Definicja punktu wewnętrznego zbioru
	Definicja zbioru otwartego
	Definicja punktu skupienia
	Definicja punktu brzegowego
	Definicja obszaru
	Definicja obszaru spójnego
	Definicja obszaru regularnego
	Definicja obszaru jednospójnego

	ciągłość funkcji
	Definicja ciągłości funkcji w punkcie
	Uwaga
	Uwaga
	Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego
	Lemat Bolzano-Weierstrassa
	Uwaga

	pochodne cząstkowe
	Definicja klasy 
	Twierdzenie 
	Uwaga
	Twierdzenie o pochodnej cząstkowej funkcji złożonej
	Uwaga
	Twierdzenie o równości pochodnych mieszanych
	Twierdzenie

	różniczkowalność
	Definicja różniczki zupełnej
	Twierdzenie
	Uwaga
	Twierdzenie

	Przekształcenia
	Definicja macierzy Jakobiego
	Definicja jakobianu
	Definicja gradientu (przypadek Ân®Â)
	Twierdzenie 
	Wniosek
	Twierdzenie 

	ekstrema, ekstrema warunkowe i funkcje uwikłane
	Oznaczenie
	Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)
	Definicja rozwikłania funkcji
	Twierdzenie (warunek wystarczający istnienia rozwikłania)
	Definicja maksimum warunkowego
	Metoda mnożników Lagrange’a
	Uwaga

	całki
	Twierdzenie
	Twierdzenie
	Twierdzenie (Fulini)
	Twierdzenie
	Definicja obszaru normalnego
	Twierdzenie
	Twierdzenie

	funkcje zespolone
	Definicja funkcji zespolonej
	Definicja pochodnej zespolonej
	Twierdzenie (równania Cauchy-Riemanna)
	Twierdzenie
	Twierdzenie
	Uwaga
	Twierdzenie
	Definicja funkcji pierwotnej funkcji zespolonej
	Twierdzenie
	Wnioski
	Definicja logarytmu zespolonego

	funkcje analityczne
	Definicja funkcji analitycznej (holomorficznej)
	Uwaga
	Twierdzenie (?)
	Twierdzenie (?)
	Przydatne całki
	Całka 1/z po okręgu
	Twierdzenie całkowe Cauchy’ego
	Wniosek
	Twierdzenie
	Definicja obszaru k-spójnego
	Twierdzenie (uogólnienie twierdzenia całkowego Cauchy’ego)
	Twierdzenie
	Twierdzenie (o równaniu z rozdzielonymi zmiennymi)
	Twierdzenie (o równaniu liniowym)
	Definicja (całka równania różniczkowego)
	Twierdzenie (Peano?)
	Twierdzenie (o kolejnych przybliżeniach?)
	Definicja
	Twierdzenie


