Definicja kuli w O"
Kulg o promieniur>0r0 i o srodku w punkcie pO0" nazywamy zbiér {x10": p(x,p)<r}

Definicja otoczenia punktu
Otoczenie punktup O O" to kazdy zbidér w 0" zawierajacy punkt p wraz z pewng kulg o Srodku w p.

Definicja punktu wewnetrznego zbioru
Punkt p jest punktemwewnetrznymzbioru, gdy nalezy do niego wraz z pewnym swoim otoczeniem

Definicja zbioru otwartego
Zbidr otwartyto zbidr sktadajacy sie tylko z punktéw wewnetrznych

Definicja punktu skupienia
Punkt p jest punktemskupienia zbioruA = w kazdym swoim otoczeniu zawiera conajmniej jeden

punktzbioru A rézny od p

Definicja punktu brzegowego
Punkt nazywamy punktembrzegowym = w kazdym jego otoczeniu znajduje sie punktnalezacy i
punkt nie nalezacy do zbioru

Definicja obszaru
Obszar to zbiér otwarty ktéry nie da sie przedstawi¢ jako suma dwéch niepustych roztgcznych zbioréw
otwartych

Definicja obszaru spéjnego
Obszar spdjny to obszar, ktérego dowolne dwa punkty da sie potgczy¢ tamang zawartg w tym zbiorze

Definicja obszaru regularnego
Obszar regularny, to obszar ograniczony, ktérego brzeg da sie podzieli¢ na skorficzong liczbe tukéw

(funkcji ciggtych typu y=f(x) lub x=g(y))

Definicja obszaru jednospéjnego
Jezeli kazdy zbiér ograniczony, ktérego caty brzeg nalezy do obszaru D jest zawartyw D, to D
nazywamy obszarem jednospéjnym (nie ma dziur)

Definicja ciggtosci funkcji w punkcie
Funkcja f jest ciggta w punkcie x, 0 0" = f jest okreslona na pewnymotoczeniu X, i

lim /(x] = £(x,

Uwaga
Istnienie granic iterowanych nie oznacza istnienia granicy funkcji w tym punkcie.

Xy
Przyktad: f(x,y) = §x2 + yz dla(x,y)# (0,0)

] Owpp

Uwaga
Funkcja okreslona na zbiorze domknietymi ciagta jest ograniczona, przyjmuje wartos¢ minimalng i

maksymalng i wszystkie wartosci miedzy nimi.
Suma, réznica, iloczyn, iloraz (jesli nie przyjmuje 0) i ztozenie funkcji ciagtych jest funkcja ciggta.

Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego
Zatozenia:

D - obszar spéjny
f - ciggtai okreslonana D
Teza:
Jesli f przyjmuje w dwdch punktach tego obszaru wartosci o réznych znakach, to istnieje
punktw tym obszarze, gdzie f przyjmuje wartos¢ 0
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Lemat Bolzano-Weierstrassa

Teza:
Z dowolnego ograniczonego ciggu punktéw mozna wybrac podcigg zbiezny do pewnego
punktu granicznego.

Uwaga

Funkcja n zmiennych ciggta po ustaleniu dowolnych n-1 z nich nie musi by¢ ciggta.

Xy
Przykfad: f(x,y) =0 42 dla(x,y)# (0,0)
]

Owpp

Uwaga
Funkcja, ktéra posiada obie pochodne czgstkowe nie musi by¢ ciggta (muszg jeszcze by¢ ciggte).

Xy
7
Przyktad: f(x,y) 2 e+ 52 dla(x,y)# (0,0)
]

Owpp

Definicja klasy (!
Funkcjajestklasy ¢! = posiada wszystkie pochodne czgstkowei sg ciggte

Twierdzenie
Zatozenia:
fklasy ¢! w pewnymotoczeniu punktup
Teza:
f jestciggtawp
Twierdzenie o pochodnej czgstkowej funkcji ztozonej
Zatozenia:
a(x,y) i h(x,y) majg pochodne czastkowe w (xo,Yo)
f(u,v) jestklasy ' w pewnym otoczeniu punktu (Up, Vo)
Uo=g (>, Yo)
Vo=h(x,Yo)
Teza:

Funkcja F(x,y)=f(g(x,y),h(x,y)) ma pochodne czgstkowe w (xo,Yo) i
JF _0fdu . dfdv
dx dudx dvix

Twierdzenie o réwnosci pochodnych mieszanych
Teza:

Jezeli pochodne mieszane réznigce sie tylko kolejnoscig rézniczkowania istniejg w
pewnymotoczeniu punktup i sg ciggte w p (pochodne, nie funkcja!) to sg sobie réwne w

Y

Definicja rézniczki zupetnej
Funkcja f ma w punkcie (xo,Yo) rézniczke zupetng Adx+Bdy < istniejg state A,B t.z.

y [ f{xo# By, t By) = flx,.0,)] - (4bx+ Bby)
m =0
el 100 V) + [8y)°

Twierdzenie
Zatozenia:

fjestklasy ¢! w pewnymotoczeniu punktup
Teza:



f jest rézniczkowalna w p i wspdiczynniki sa réwne pochodnym czastkowymw danym
punkcie

Uwaga
Jesli funkcja jest rézniczkowalna, to posiada pochodne czgstkowe i wspdtczynnikisg réwne

pochodnym czgstkowymw danym punkcie. Wnioskowanie odwrotne nie jest jednak prawdziwe.

Xy
Kontrprzyktad: f(x,y) = 0x> + 37 dla(x,y)# (0,0)
:

Owpp

Twierdzenie
Teza:
Ztozenie funkcji rézniczkowalnych jest funkcjg rézniczkowalng

Twierdzenie
Zatozenia:

f:0%- 0" jestklasy ¢! w pewnym otoczeniu punktux
g:0"- O™ jestklasy ' w pewnym otoczeniu punktu y=f(x)
Teza:
gof:0%- O™ ma macierz pochodnych czastkowychi D(gof)(x)=D(g)(y)*D(f)(x)

Definicja jakobianu
Jakobian funkcji f | (f)(x)=detD(f)(x)

Whniosek
J(gof)=)(g)*J(f)
Twierdzenie
Zatozenia:
f:.0"- 0" jestklasy !
J(f)20 w pewnym punkcie p
Teza:

f jest réznowartosciowa w pewnym otoczeniu p

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Zatozenia:
fjestklasy (!

f ma ekstremumw punkcie p
Teza:
Wszystkie pochodne czastkowesie zerujg w p

Definicja rozwiktania funkcji
Funkcja ¢ jest rozwiktaniem réwnania F(x,y)=0w punkcie (Xo,Yo) =

1. F(x,(x))=0
2. Yo=f(x%)

Twierdzenie o funkcjach uwiktanych
Zatozenia:

F:02-0 jestklasy ' w otoczeniu punktu p=(x,Yo)
F(p)=0

¢/
ﬁy(p) 0
Teza:



w pewnym otoczeniu punktu X, jest okreslone rozwiktanie réwnania F(x,y)=0wzgledemy
przechodzace przez punkt p=(xo,Yo) ijestklasy (!

Definicja maksimum warunkowego
f ma w punkcie p maksimumwarunkowe przy warunku g(x,y)=0 = f(x,y)}f(xo,Yo) dla wszystkich (x,y)
Z pewnego otoczenia p spetniajgcych g(x,y)=0

Uwaga
Warunkiem koniecznym istnienia ektremum warunkowego jest f.*g,=f*q.

Twierdzenie
Zatozenia:
P - obszar
f - funkcja okreslonana P
zbiér punktéw nieciggtosci f ma miare 0

Teza:
f jest R-catkowalna
Twierdzenie
Zatozenia:
fi g sa R-catkowalne
Teza:
1. f+g
2. fxg
3. f/g(g#0)
4, cf (c-stafa)
5. OO
sg R-catkowalne
Twierdzenie
Zatozenia:
P=<a,b>x<c,d>
f:P-0O
isnieje ” f(x,y)dp
P
d
dla kazdego xO<a,b>istnieje I f(x,)dy
Teza:
b Dd
istniejeJ %I f(x, y)ddex i jest réwna ” f(x,y) dp
Twierdzenie
Teza:

Kazda funkcja ciggta w obszarze regularnymjest w nim R-catkowalna

Definicja obszaru normalnego

Obszarem normalnymwzgledem zmiennej x nazywamy obszar okreslony zaleznosciami
1. a<x<b

2. ¢(x)<y<tp(x)

gdzie ¢ i @ sa funkcjami ciggtymii ¢ (x)<W(x)

Twierdzenie

Zatozenia:
P - obszar normalny wzgledem x
f:P_ 0 ciagtai ograniczona



Teza:
J] S1y)dp 1t Lf(x y)dy@

Twierdzenie
Zatozenia:
A,D - obszary regularne
¢: A - D réznowartosciowai ¢(u,v)=(u,v),5(u,v))
J(o)20OwA
f:D- O jestklasy ('
Teza:

J[ /3o ] s ()8 ()10 )}t

P

FUNKCJE ZESPOLONE

Definicja funkcji zespolonej

f jest funkcjg zespolong, gdy f:C - C
u:0%2-0

v:02-.0

z=x+iy C O f(z)=f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y)

Definicja pochodnej zespolonej
f( )_ hmf(Z+ AZ) f(Z)

Az~ 0 Az

Twierdzenie (réwnania Cauchy-Riemanna)

Zatozenia:

istnieje f'(2)
Teza:

ux =Vy i Vx =—uy
Uwaga

Jesli réwnania Cauchy-Riemanna sg spetnione, nie oznacza to, ze pochodna istnieje
Przykfad: £(x,y) = \|x+ iv|

Twierdzenie

Zatozenia:
u(z) i v(z) sa klasy ¢! w pewnymotoczeniu punktu z,
u i v spetniajg réwnania Cauchy-Riemanna

Teza:
istnieje f'(2)

Definicja funkcji pierwotnej funkcji zespolonej
Kazdg funkcje F:D - C, ktéra jest rézniczkowalnaw D i F'(z)=f(z) nazywamy funkcjg pierwotng
funkgji f

Twierdzenie

Zatozenia:
f:D- C ma funkcje pierwotng F w D
f jestciggtaw D



K - krzywa kawatkami gtadka o poczatkuw a i koncuw B zawartaw D

Teza:
Catka I flz)dz= F(B)- Fla) i nie zalezy od drogi catkowania K
K
Whnioski
1. Jesli f:D- C ma funkcje pierwotngw D i jest ciggta w D oraz K jest krzywg zamknietg, to
Iﬂﬂ&zo
K

2. Jesli funkcja F spetnia w obszarze D réwnos¢ F’(z)=0,to F jeststata

3. Jezeli K jest krzywa zamknieta kawatkami gtadka to I C(Z } ZO) dz glanOc\{1}

K

FUNKCJE ANALITYCZNE

D - obszar pfaski

Definicja funkgji analitycznej (holomorficznej)
Funkcja f jest analitycznaw D = posiada pochodngzespolongw D

Uwaga
Funkcja analityczna posiada wszystkie pochodne.

Funkcja analityczna rozwija sie w szereg Taylora (alternatywna réwnowazna definicja jest wiasnie
taka)

Twierdzenie catkowe Cauchy’'ego
Zatozenia:

K - krzywa zamknieta kawatkami gtadka
K jest brzegiemobszaru D
D'ODOK
f jest okreslonai analitycznaw D’
Teza:

Jf(z)dz -0

K

Definicja obszaru k-spéjnego
Obszar, ktérego brzeg sktada sie z k krzywych zamknietych (bez samoprzecie¢) nazywamy obszarem
k-spdjnym

Twierdzenie (uogdlnienie twierdzenia catkowego Cauchy’ego)

Zatozenia:
K - krzywa zamknieta kawatkami gtadka
K OD’
obszar D’ jednospéjny
f okreslonai holomorficzna w D’
Teza:
[ flz)az =
K
Twierdzenie
Zatozenia:

D jest obszarem (n+1)spdjnym
D jest ograniczony przez krzywe K, K, , ..., K,

n



krzywe K|, ..., K, lezg wewnatrz K,
wszystkie krzywe maja taka sama orientacje wzgledem ptaszczyzny

D’ obszart.z. D'0 DU () K,
i=0
funkcja f jest okreslonai holomorficznaw D’

Teza:
[ Flz)dz [ Sla)dz s 4] (e



