Twierdzenie o R-catkowalnosci funkcji niecigatej
Teza:

f:la,b] -~ O (O") jest R-catkowalna < f jest ograniczonai jej zbiér punktéw nieciggtosci
ma miare 0

Twierdzenie o gestosci zbioru funkgji ciggtych w zbiorze funkcji R-catkowalnych
Teza:

Dla kazdej funkcji R-catkowalnej f:[a,b]- O i dla kazdego e>0istnieje funkcja ciggta g:
b

[a,b]l- 0 t.z. J' |f(x) - g(x)| <e

a

Twierdzenie Weierstrassao aproksymacji
Zatozenia:

f:[a,b]- O ciagta
Teza:
Dla kazdego € >0 istnieje wielomianw t.z. 00 x O [a,b] (f(x)-w(x) €

Il Twierdzenie o wartosci Sredniej dla catek Riemanna

Zatozenia:
f monotoniczna
g catkowalna
Teza:
b c c
istnieje ¢ O [a,b]t.z. J'f(x)g(x)dx = f(a)J’ g(x)dx + f(b)J g(x)dx

Twierdzenie o podstawianiu w catce Riemanna
Zatozenia:

g:[a,b]-[A,B]

f:[ABl- O

f R-catkowalna

g rézniczkowalna, a g’ R-catkowalna
Teza:

b g(b)

[ /(g0Ng ()dx= [ f(y)dy

a g(a)

Kryterium poréwnawcze zbieznosci catek

Zatozenia:

0<f(x)< g(x)dlax O [a,b)

f,g catkowalne na [a,c] gdzie c<b
Teza:

b b
1. ze zbieznosci I g(x)dx wynika zbieznoé¢ I f(x)dx
b b
2. z rozbieznosci I f (x)dx wynika rozbieznos¢ I g(x)dx

Twierdzenie o zbieznosci catki bezwzglednie zbieznej
Zatozenia:

J |f(x)|dx zbiezna

Teza:



Jf(x)dx zbiezna

a

Twierdzenie Abela-Dirichletadla catek

Zatozenia:

f,g sg okreslone na[a,b)

na kazdym przedziale [a,cT istniejg J f(x)dx i I g(x)dx

f monotoniczna

zachodzi jeden z warunkéw:

1. }iﬁblf(x) = 0 i funkcjac - Ig(x)dx ograniczona

b

2. I g(x)dx istniejei jest skonczona, a f ograniczona

Teza:

b

Jf(x)g(x)dx zbiezna

a

Twierdzenie Cauchy’egodla szeregéw
Teza:

Z a, zbiezny - Oe>00h, On=n, Ok [By+ahrt... +al<E

Twierdzenie o zbieznosci szeregu bezwzglednie zbieznego
Zatozenia:

Z a, zbiezny bezwzglednie

3

Twierdzenie o przestawianiu wyrazéw ciggu bezwzglednie zbieznego
Zatozenia:

Teza:
a

n

z a, zbieznyi ‘z a,

z a, zbiezny bezwzglednie
Teza:
suma z a, nie zmienia sie w wyniku zmiany kolejnosci wyrazéw

Twierdzenie Riemanna

Zatozenia:
z a, zbiezny
Z a,|= o
A<B
ABOO"
Teza:
Istnieje permutacja p:N- N t.z. granicg gérna ciggu sum czes’ciowychz a,., jestB, a
dolng A
Twierdzenie

* Prawdopodobnie c<b



Zatozenia:

Onan=0
Teza:

Z an =sup { Z @, : F O N jest podzbiorem skonczonym }

=0 nlF
Twierdzenie
Zatozenia:

N; dzielg N

2 a,| zbiezny
Teza:

U i
a, = a,

L9=d 2
Twierdzenie Cauchy’ego o iloczynie szeregéw
Zatozenia:

Z a, zbiezny bezwzglednie

2 b, zbiezny bezwzglednie
Teza:

» [ i
lloczyn Cauchy’ego jest zbiezny i iloczyn szeregdw jest réwny Z HZ ab, j%
n=04Y,=0

Twierdzenie Mertensa

Zatozenia:

z a, zbiezny

Z b, zbiezny

jeden z nich zbiezny bezwzglednie
Teza:

o n

lloczyn Cauchy’egojest zbiezny i iloczyn szeregdw jest réwny Z Dz ab, ]H
n=04 ;=0

Twierdzenie Cesaro

Zatozenia:
Z a, zbiezny
Z b, zbiezny
n [ x il
n=y [ b, .0
> ;OD;oa’ i
Teza:
1 0e O0e 0
kna?m 1(SO+ St.48,) = HZOaHHZObH

| Kryterium poréwnawcze dla szeregdw
Zatozenia:

On O<an<b,
Teza:



Jesli Z a, rozbieZny,toZ b, rozbiezny
Jesli Z b, zbieZny,toz a, zbiezny
Il kryterium poréwnawcze dla szeregéw

Zatozenia:
an, b, >0

. a
istnieje llmb—” i nalezy do przedziatu (0, «)

Teza:
Z a, zbiezny Z b, zbiezny

Kryterium poréwnawcze

Zatozenia:
an, b, >0
Dn an+1 < bn+]
an bn
Teza:

Ze zbieZnoéciZ b, wynikazbieznos'c'z a,
Z rozbieznosci ) a, wynikarozbieznos¢ ) b,
Kryteriumilorazowe d’Alemberta

Zatozenia:
Ona, >0

Teza:

. a, .
1. limsup—21< 1 toz a, zbiezny
al’l

a
. . 1 . . 1
2. liminf L > 1 to Z a, rozbieznyi lim a, =co
a - 0

n

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego

Zatozenia:
Ona, =0
Teza:

1. limsup/a, < 1 to) a, zbiezny

2. limsup4/a, > 1 to Z a, = i dla nieskofczenie wielun a, >1

Kryteriumkondensacyjne

Zatozenia:

Ona, =0

an hierosnacy
Teza:

Z a, zbiezny - Z 2"a,, zbiezny

Kryterium Raa o
Zatozenia:

Ona, =0
Teza:



e Doa O .
Jesli limn—2 - IH >1toz a, zbiezny

n- e Dan+1

oo Hoa
Jedli limn]—~
n-w [la

0
- IH <lto Z a, =o

n+ 1

Kryterium catkowe
Zatozenia:

f:[00) - [0,:0)
f nierosnaca
Teza:

[

Jf(x)dx zbiezna - Z J () zbiezny

0

Kryterium Abela-Dirichleta

Zatozenia:
(an) monotoniczny
Zachodzi jeden z warunkoéw:
1. lim 5, =0 2 b, ograniczony
2. (an) zbieznyi 2 b, zbiezny
Teza:

Z ab, zbiezny

Kryterium Leibniza

Zatozenia:

(an) monotoniczny i zbiezny do 0
Teza:

Z (- 1) "a, zbiezny
Twierdzenie
Zatozenia:

0On a>0
Teza:

Z a, zbiezny - |-| (1t a,) = Ona#z1 |-| (1- a,) jestzbiezny

Twierdzenie o ciggtosci granicy ciggu jednostajnie zbieznego
Zatozenia:

f, dgzy jednostajniedo f

On f, jest ciggta w Xo
Teza:

f jest ciggtaw xo

Twierdzenie Weierstrassao aproksymacji jednostajnie zbieznym ciggiem wielomianéw
Zatozenia:

f:[a,b]- O ciagta
Teza:
istnieje jednostajnie zbiezny cigg wielomianéw (w,) o granicy f

Twierdzenie o zbieznosci pochodnych ciggu funkcyjnegd
Zatozenia:

(f») jest niemal jednostajnie zbiezny na przedziale P do funkgjig
(fa(x0)) jest zbiezny w x,P



Teza:
(f,) jest niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji G:P - 0 i G'=g

Twierdzenie o catce z granicy ciggu funkcyjnego
Zatozenia:

f, s R-catkowalne na [a,b]
f, dgzg jednostajniedo f na [a,b]
Teza:
b

b
f jest R-catkowalnai If(x)dx z limJ' £, (x)dx

a a

Twierdzenie o catce z granicy ciggu zbieznego

Zatozenia:
(f.) sa wspdlnie ograniczone na [a,b]i R-catkowalne
foof
f R-catkowalna
Teza:
b b
Jf(x)dx = limI £, (x)dx
Twierdzenie
Teza:

(f.) zbiezny w C([a,b])© = (f,) spetnia warunek Cauchy’ego

Twierdzenie ArzelaAscotiego
Teza:

F O C([a,b]) zwarty =
1. jestograniczony (tzn.ist M= 0t.z.fOF O ||f||£ M)

2. jest domkniety (tzn. jesli On f,0F limf, =f,tof O F)™
3. rodzina F jest jednakowo ciggta (tzn. Oe>0® >00x,y0[a,b] OfOF k-yO<d0 F(x)-

fly)O<e
Twierdzenie Diniego
Zatozenia:
(f,) jest monotonicznym ciggiem funkgji ciggtych na przedziale [a,b] [lub zbiorze
zwartym]
(f.) jest zbiezny punktowo do funkcji ciggtej f
Teza:
(f.) jest jednostajnie zbiezny do f
Twierdzenie
Zatozenia:
f, sg niemalejgce
fo » fnala,b]
f ciggta na [a,b]
Teza:

f, zbiega jednostajnie do f na [a,b]

Kryterium Weierstrassadla szeregdow funkcyinych
Zatozenia:

© tzn. istnieje f 0 C([a,bDt.z. | £, = f]| - O
™ mam tu jakg$ uwage o jednostajnej zbieznosci f, do f

6



z a, zbiezny

Ox On Cfa(X)kan
Teza:

Z f, zbiezny jednostajnie

Twierdzenie o promieniu zbieznosci szeregu potegowego
Teza:

Zbidr punktéw zbieznosci szeregu z an( x- xo) " zawiera koto otwarte o $rodkuw xo t.z.
poza kotem domknietymo srodku X, i tym samym promieniu szereg jest rozbiezny
Twierdzenie Abela
Zatozenia:
funkcjax — Z a,x" ciggtaw x,

Teza:
z anx]" zbiezny po obcieciu do dowolnego zbioru K (ciggtos¢ katowa)

Twierdzenie o otoczeniu funkcji analitycznej

Zatozenia:
f analityczna w xo
r - promien zbieznosci szeregu zwigzanego z f
X1-Xokr

Teza:

f jest analityczna w x; i promien zbieznosci szereguf o Srodkuw x; jest wiekszy badz
réwny r-[x;-Xo[

Zasada identycznosci

Zatozenia:

f,g analityczne w xo

istnieje x, t.z.

an f(x.)=g(x.)

0N Xn#Xo

11m Xn=X%

Teza:

f(x)=g(x) na czesci wspdlnej két zbieznosci
Twierdzenie
Zatozenia:

g analityczna w xo

f analityczna w yo=g(%)
Teza:

fog analitycznaw xo
Twierdzenie
Zatozenia:

f analityczna w xq

(%) #0
Teza:

f 1 analityczna w f(xo)

Nieréwnos¢ Bessela
Teza:

® Patrz definicje. To twierdzenie jest dla przypadku x,=0
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J'|f(t)|2dt2 n@+ nf
L 1

rozpietej przez pierwsze 2n+1wektoréw bazy

+ ot |bk|2) ® Réwnos¢ zachodzi, gdy f lezy w przestrzeni

2
a

Lematl
Zatozenia:
fOCY([a,b])
Teza:
b b
J f(x) sinnxdx i J' f(x) cosnxdx daza do zeraprzy n- o
Lemat?2
Zatozenia:
f R-catkowalna na [a,b]
Teza:
b b
Jf(x) sin nxdx i If(x) cosnxdx dazgdozeran_ o
Lemat3
Teza:
® sinnx m
J dx = —
b X 2
Lemat4
Zatozenia:
f’ jest catkowalna na [-it,m]
f(-r)=f(r)
Teza:

Lo (= b,(1) 125, = -a,(f)
n n

Twierdzenie Carlesona

Zatozenia:
CO[-m,m]
OC=0
Teza:
Istnieje funkcja ciggtaf t.z. f(x) = % + z (an cosnx+ b sinnx) « xUC
Twierdzenie
Zatozenia:
f ciggta na [-,m]
f(-m)=f(r)
Teza:

Dla prawie wszystkich xO[-r,m] f(x) = % + Z (an cosnx + b, sinnx

Kryterium Diniego

Zatozenia:
+s5)t -8)-
Dla pewnego x funkcja s - St )t [(xm8) 2/ (%) jest catkowalna na pewnym
N

przedziale[0,0]
Teza:

d,(f)x) - f(x)
Twierdzenie Fejéra

® Z doktadnoscia do statej



Zatozenia:

f ciggta

f 2m-okresowa
Teza:

l(60(f) t 61(f)+ ...+6n_1(f)) zbiega jednostajnie do f
n

Réownos¢ Parsewala

Teza:
T

[l ar=nige g

- T

a’+ bﬂz)@



1 [1]str. 382 Twierdzenie 8*. Rdznica jest w niemal jednostajnej zbieznosci



