MRILIENI

Wazniejsze twierdzenia, definicjel
stwierdzenia z wyktadu

Analizal.2
M. Krycha

OSTRZEZENIE!
Ta praca zawiera tresci niebiezpieczne dla zdrowia, zwtaszcza przy dtugim
stosowaniu!

Autor nie ponosi zadnej odpowiedzialnosci za zapisane tu twierdzenia, gdyz ta
praca zostata stworzona tylko na jego potrzebyi ku jego wygodzie. To samo
odnosi sie do nazw twierdzen.

Krzysztof Lichota

Catki Riemanna
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Odlegtos¢ funkcji w zbiorze funkcji catkowalnych
Definicja:

[17(0- glox

a

Diugos¢ wykresu krzyweyj
Dtugoscia wykresu nazywamy kres gérny dtugosci tamanych wpisanych w wykres

Pole miedzy wykresami ,,porzadnych”funkcijifi g
b

[0 gl

a

Twierdzenie o R-catkowalnosci funkcji nieciggtej
Teza:

f:[a,b] -~ O (0O") jest R-catkowalna = f jest ograniczonai jej zbidr punktéw nieciggtosci

ma miare 0

Whniosek:
f R-catkowalnaD (fJR-catkowalna

Stwierdzenie:
Kombinacja liniowa dwéch funkcji R-catkowalnych jest R-catkowalnaii

J(af+bg):ajf+bfg

lloczyn 2 funkcji R-catkowalnych jest R-catkowalny

Twierdzenie o gestosci zbioru funkcji ciagtych w zbiorze funkcji R-catkowalnych

Teza:
Dla kazdej funkcji R-catkowalnej f:[a,b]- O i dla kazdego e>0istnieje funkcja ciggta g:
b
[a,b]l- 0 t.z. J' |f(x) - g(x)| <e

a

Stwierdzenie:

X

Jesli f R-catkowalna na [a,b], to funkcja F:[a,b] — O danawzorem F(x) = I f(x)dx

jest ciggta, a nawetLipschitzowska

Twierdzenie Weierstrassao aproksymacji

Zatozenia:
f:[a,b]- O ciggha
Teza:
Dla kazdego € >0 istnieje wielomianw t.z. 00 x O [a,b] (f(x)-w(x)x €
Whiosek:
b
f:[a,b]- 0 R-catkowalnaOd Ce >O0istnieje wielomianw(x) t.z. J' |f(x) - w(x)|dx <¢
Uwaga:
Funkcja monotoniczna na przedziale domknietymma zbiér punktéw nieciggtosci miary 0
i jest ograniczona, czyli jest R-catkowalna
Whiosek:



f:[a,b]- O monotoniczna 0 Oe >0istnieje wielomian w(x) monotoniczny na [a,b]t.z.

J |f(x) - w(x)|dx <¢

a

Il Twierdzenie o wartosci Sredniej dla catek Riemanna
Zatozenia:

f monotoniczna
g catkowalna
Teza:

strejec O fabltz. | /(1= f(a)] g(x)drs £ () g(x)ds

a a a

Twierdzenie o podstawianiu w catce Riemanna

Zatozenia:

g:[a,b]l-[A,B]

f:.[A,B]- O

f R-catkowalna

g rézniczkowalna, a g' R-catkowalna
Teza:

b g(b)

[ /(g0Ng ()dx= [ f(y)dy

a g(a)
Stwierdzenie:

b b

f < g sg R-catkowalne, to I f(x)dx < J g(x)dx

Stwierdzenie:
b b

as<bO f £(x)dx|< f | (0)|dx

Stwierdzenie:

Jesli f R-catkowalna na przedziale zawierajgcyma,b,c to

jb S (xX)dx = j S (x)dx + f S (x)dx

a a c

Stwierdzenie:

F(x)-= J f(x)dx if catkowalna na [a,b], to F’(x)=f(x) dla kazdego x[a,b] w ktérymf
jest ciggta. W szczegdlnosci jesli f jest ciggta, to F jest jej funkcjg pierwotng

Uwaga:
Przeciwobraz zbioru miary 0 nie musi by¢ miary 0

Catki niewdasciwe

Catka niewtasciwa
f:[a,b) -~ O catkowalna na kazdym przedziale [a,x], xO[a,b]. Wtedy jesli istnieje
lirrblf f(t)dt , to granice te nazywamy catka niewtasciwa. Jesli jest ona skonczona, to

a

moéwimy, ze jest zbiezna, a f nazywamy catkowalna.

Warunek Cauchy’egodla catek
Zatozenia:
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f:la,b) - O

0 ¢ O[a,b) istnieje catka J' f(x)dx

a

Teza:
Jf(x)dx jestzbiezna = De>00c.>00c,:>G Jf(x)dx <¢
Kryterium poréwnawcze zbieznosci catek
Zatozenia:
0<f(x)<g(x)dlaxO[ab)
f,g catkowalne na [a,c] gdzie c<b
Teza:
b b
1. ze zbieznosci J' g(x)dx wynika zbieznos¢ J' f(x)dx
b b
2.z rozbieznosci J' f (x)dx wynika rozbieznos¢ J g(x)dx
Twierdzenie o zbieznosci catki bezwzglednie zbieznej
Zatozenia:
b
[ |f (x)|dx zbiezna
Teza:
b
J f(x)dx zbiezna
Twierdzenie Abela-Dirichletadla catek
Zatozenia:
f,g sg okreslone na [a,b)
na kazdym przedziale [a,c] istniejg I f(x)dx i I g(x)dx
f monotoniczna
zachodzi jeden z warunkéw:
1. }Ci_nl}f(x) = 0 j funkcjac - J'g(x)dx ograniczona
b
2. J' g(x)dx istniejei jest skonczona, a f ograniczona
Teza:
b
J f(x)g(x)dx zbiezna
Kryterium catkowe”
Zatozenia:

f:[0,0) - [0,)

* Prawdopodobnie c<b
® Stosuje sie raczej w druga strone



f nierosnaca

Teza:
J f(x)dx zbiezna - 2 f(n) zbiezny
0 n
Stwierdzenie:
Dla catki niewtasciwej sumy Riemanna nawet przy drobnym podziale moga by¢ bardzo
odlegte od catki
Szeregiliczbowe
Szereqi
Zatozenia:
A Ay .- CiaQ
Definicja:

[

m
Szeregiemz a, nhazywamyciagd ak, aktaey..., Z a, .
n=k n=k

Jesli cigg sum czesciowych ma granice, to nazywamy jg suma szeregu Z a, .

Jesli suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, w przeciwnym
wypadku rozbieznym.

Jesli szereg Z jest zbiezny, to méwimy ze szereg Z a, jestzbiezny
bezwzglednie.

al’l

lloczyn Cauchy’ego szeregéw
Definicja:

Twierdzenie Cauchy’egodla szeregdéw
Teza:

Z a, zbiezny - Oe>00n, On=n, Ok [By+aht... +aml<E

Twierdzenie o zbieznodci szeregu bezwzglednie zbieznego
Zatozenia:

Z a, zbiezny bezwzglednie

3

Twierdzenie o przestawianiu wyrazéw ciggu bezwzglednie zbieznego
Zatozenia:

Teza:

a

n

Z a, zbieznyi ‘Z a,

z a, zbiezny bezwzglednie
Teza:
suma Z a, nie zmienia sie w wyniku zmiany kolejnosci wyrazéw

Stwierdzenie:
Zmiana kolejnosci wyrazéw szeregu moze prowadzi¢ do zmiany sumy, gdy szereg nie
jest bezwzglednie zbiezny

Twierdzenie Riemanna
Zatozenia:

z a, zbiezny
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2 an =
A<B
ABOO"
Teza:
Istnieje permutacja p:N- N t.z. granicg gérna ciggu sum czes',ciowychz a,., jestB, a
dolng A
Twierdzenie
Zatozenia:
Ona,=20
Teza:
Z an =sup { Z @, . F O N jest podzbiorem skonczonym }
=0 nl F
Twierdzenie
Zatozenia:
N; dzielg N
2 a,| zbiezny
Teza:

n_ 0
L =) H2,

J

Twierdzenie Cauchy’ego o iloczynie szeregéw

Zatozenia:
z a, zbiezny bezwzglednie
2 b, zbiezny bezwzglednie
Teza:
0 n D
lloczyn Cauchy’egojest zbiezny i iloczyn szeregdw jest réwny Z DZ a_/.bn_j%
n=04,=0
Twierdzenie Mertensa
Zatozenia:
Z a, zbiezny
z b, zbiezny
jeden z nich zbiezny bezwzglednie
Teza:
e 0o 0
lloczyn Cauchy’egojest zbiezny i iloczyn szeregdw jest réwny Z Hz apb, j%
n=0L,=0

Twierdzenie Cesaro
Zatozenia:

Z a, zbiezny
Z b, zbiezny

® j chyba powinno by¢ zbiorem skonczonym



Teza:

| Kryterium poréwnawcze dla szeregéw
Zatozenia:

On O<an<b,
Teza:

Jesli Z a, rozbieZny,toZ b, rozbiezny

Jesli Z b, zbieZny,toz a, zbiezny

Il kryterium poréwnawcze dla szeregdéw
Zatozenia:

an, b, >0

.a
istnieje llmb—” i nalezy do przedziatu (0, «)

Teza:
Z a, zbiezny - Z b, zbiezny

Kryterium poréwnawcze

Zatozenia:
an, b, >0
D an+1 < bn+]
an bn
Teza:

Ze zbieznosci ) b, wynikazbieznos¢ ) a,

Z rozbieznosci ) a, wynikarozbieznos¢ ) b,

Kryteriumilorazowe d’Alemberta
Zatozenia:

Ona, >0
Teza:

. a, .
1. limsup—2-1< 1 toz a, zbiezny
an

a
. . 1 . . ]
2. liminf =L > [ to z a, rozbieznyi lim a, =co
a 5 0
n

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego
Zatozenia:

0Ona, =0
Teza:

1. limsup4/a, < 1to ) a, zbiezny

2. limsup4/a, > 1 to z a, = i dla nieskofczenie wielun a, >1

Kryteriumkondensacyjne

Zatozenia:
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0Ona, 20
an hierosngcy
Teza:

Z a, zbiezny - z 2"a,, zbiezny

Kryterium Raa o

Zatozenia:
0Ona, =0
Teza:
e Hoa 0 .
Jedli limnJ—2=- 1] >1toz a, zbiezny
neo Ua,., U
.0 0
Jesli limn[] D - 1] <1to z a, =
n- o Dan” g

Kryterium catkowe

Zatozenia:
f:[0,0) - [0,%)
f nierosnaca
Teza:

[

[ £ (x)dx zbiezna = ) S (1) zbiezny

0

Kryterium Abela-Dirichleta

Zatozenia:
(an) monotoniczny
Zachodzi jeden z warunkéw:
1. lim 3, =0 2 b, ograniczony
2. (an) zbieznyi Z b, zbiezny
Teza:

Z ab, zbiezny

Kryterium Leibniza
Zatozenia:

(an) monotoniczny i zbiezny do 0
Teza:

Z (— 1)"an zbiezny

Stwierdzenie (warunek konieczny zbieznosci szeregu)
Jesli Z a, zbiezny,to lim a, =0
Stwierdzenie:
Jesli Z a, i z b, zbiezne, to dla dowolnycha,b 0 [0(C) szereg Z (aan + bbn) jest

zbiezny i z (aa, + bb,) = aE a,+ bz b,

lloczynynieskonczone

Produkt

Definicja:

|-| a,= ge limﬂ a, = g
YY)

n= 0 n-



Jesli g0O\{O}oiloczyn ﬂ a, jestzbiezny

Twierdzenie
Zatozenia:

0On a,>0
Teza:

Z a, zbiezny - |-| (1t a,) - Onaz1 |-| (1- a,) jestzbiezny

Stwierdzenie:
Jesli On a,>0toiloczyn |-| a, jestzbiezny = Z Ina, jestzbiezny

Stwierdzenie:
2Q

. [ X
sinx = x|-| 1- QE@
Szeregii ciagi funkcyjne

n=1
Zbieznos¢ ciggdéw funkcyjnych

Definicja:
J Jesli dla kazdego x cigg (f.(x)) jest zbiezny, to méwimy ze cigg jest zbiezny punktowo.
Definicja:
: Jesli cigg jest zbiezny punktowo poza pewnymzbiorem miary 0, to méwimy, ze jest
zbiezny prawie wszedzie.
Definicja:
Ciag funkgji (f,) f.:A- C jestjednostajnie zbiezny do funkcjif:A- C = Oe>00n.>00n>n
OxOA i (x)-f(x)O<e
Definicja:

Jesli (f,) jest jednostajnie zbiezny na kazdym podzbiorze zwartym dziedziny, to méwimy,
ze jest niemal jednostajnie zbiezny.

Twierdzenie o ciggtosci granicy ciggu jednostajnie zbieznego
Zatozenia:

f, dazy jednostajniedo f

On f, jest ciggta w Xo
Teza:

f jest ciggta w Xo

Twierdzenie Diniego

Zatozenia:
(f,) jest monotonicznym ciggiem funkcji ciagtych na przedziale [a,b][lub zbiorze
zwartym]
(f.) jest zbiezny punktowo do funkcji ciggtej f

Teza:

(fn) jest jednostajnie zbiezny do f

Twierdzenie Weierstrassao aproksymacji jednostajnie zbieznym ciggiem wielomianéw
Zatozenia:

f:[a,b]- O ciggta
Teza:
istnieje jednostajnie zbiezny cigg wielomiandw (w.) o granicy f

Twierdzenie o zbieznosci pochodnych ciggu funkcyjnegd”
Zatozenia:

®[1]str. 382 Twierdzenie 8*. Rdznica jest w niemal jednostajnej zbieznosci
-9.
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(f) jest niemal jednostajnie zbiezny na przedziale P do funkcji g
(fa(x0)) jest zbiezny w x,P

Teza:
(f.) jest niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji G:P - 0 i G'=g

Twierdzenie o catce z granicy ciggu funkcyjnego
Zatozenia:

fn sg R-catkowalne na [a,b]
f, dgzg jednostajniedo f na [a,b]
Teza:

b b
f jest R-catkowalnai J'f(x)dx = limI [, (x)dx

a a

Twierdzenie 0 catce z granicy ciggu zbieznego

Zatozenia:
(f.) sa wspdlnie ograniczone na [a,b]i R-catkowalne
foof
f R-catkowalna
Teza:
b b
Jf(x)dx S limj £, (x)dx
Twierdzenie
Zatozenia:
fn Sg niemalejace
f. - fnala,bl]
f ciggta na [a,b]
Teza:

f, zbiega jednostajnie do f na [a,b]
Kryterium Weierstrassadla szeregéw funkcyjnych
Zatozenia:

Z a, zbiezny

Ox On Ofa(X)kan
Teza:

Z f, zbiezny jednostajnie

Zbiodrfunkcji ciagtych na przedziale

Zbidr funkgji cigatych
Definicja:

C([a,b]) zbidér funkcji ciggtych (O lub C) okreslonych na przedziale [a,b]
||f|| = sup[ |f(x):xD [a,b]”
Odlegtoé¢ miedzy funkcjamifig =/ - g|

Mnozenie przez statg ||tf|| = |t|||f|| dla tOo(C) fOC([a,b])
Stwierdzenie:

I+ el< 17+ lel
7= 0 « oxf(x)=0

Twierdzenie
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Teza:
(f.) zbiezny w C([a,b]) = (f,) spetnia warunek Cauchy’ego

Twierdzenie Arzela-Ascotiego

Teza:
F O C([a,b]) zwarty =
1. jestograniczony (tzn.ist M= 0t.z.fOF O ||f||£ M)
2. jest domkniety (tzn. jesli On f,0F limf, =f,tof O F)™
3. rodzina F jestjednakowo ciggta (tzn. Oe>0[® >00x,y0[a,b] Of0O0F x-yO<d0 F(x)-
fly) e
Stwierdzenie:
|7+ el< 71+ el

7]z 0 5 re=0

Szeregi potegowe

Szereg potegowy
Definicja:
Szeregiem potegowymo Srodku w X, i wspdtczynnikach ag, as,... nazywamyszereg

. n
postaci z a,(x- x)
n=0

Twierdzenie o promieniu zbieznosci szeregu potegowego
Teza:

Zbidr punktéw zbieznosci szeregu z an(x - xo) " zawiera koto otwarte o $rodkuw xo t.z.
poza kotem domknietymo srodku X, i tym samym promieniu szereg jest rozbiezny

Twierdzenie Abela

Zatozenia:
funkcjax — 2 a,x" ciggtaw x,
Teza:
z a,x," zbiezny po obcieciu do dowolnego zbioru K (ciggtos¢ katowa)
Stwierdzenie:
Jesli ¥ a,(x, - x,)" jestzbieznyi Dx-xi Da-xcl] toszeregi § a,(x - x,)" i
Z nan(x - xo) " sg bezwzglednie zbiezne. Zbieznos¢ na zbiorze {x: X-Xod< [X1-Xo}
jest niemal jednostajna
Wzbér:

Promien zbieznosci szeregu potegowegoR wyraza sie wzorami:

1
limsup (/cTn

® tzn. istniejef 0 C([a,bD t.z. |f, - f]|- O

) mam tu jakas$ uwage o jednostajnej zbieznosci f,, do f
® Patrz definicje. To twierdzenie jest dla przypadku x,=0
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1 1
Gdzie 6 przyjmujemyza «,a — za 0
00

Stwierdzenie:
Wewnatrz kota zbieznosci funkcja x - Z an(x - xo) " jestklasy C®

Stwierdzenie:
Wewnatrz kota zbieznosci szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie

Funkcjeanalityczne

Funkcja analityczna
Definicja:

.0~ 0(C) jest funkdja analityczng w xo « Cr>0i (an) t2. Ckxol<i] f(x)=) a,(x- x,)"
n=0
Twierdzenie o otoczeniu funkcji analitycznej

Zatozenia:
f analityczna w xo
r - promien zbieznosci szeregu zwigzanego z f
X1-XoKr

Teza:

f jest analityczna w x; i promien zbieznosci szeregu f o sSrodku w x; jest wiekszy badz
réwny r-0x;-Xo

Zasada identycznosci

Zatozenia:

f,g analityczne w X,

istnieje x, t.z.

On f(x.)=9g(x.)

0N XnZXo

lim Xn=X

Teza:

f(x)=g(x) na czesci wspdlnej két zbieznosci
Twierdzenie
Zatozenia:

g analitycznaw X,

f analityczna w yo=9(%)
Teza:

fog analitycznaw X,
Twierdzenie
Zatozenia:

f analitycznaw X,

f(x) 20
Teza:

f 1 analityczna w f(xo)
Stwierdzenie:

Kombinacja liniowa, iloczyni iloraz funkcji analitycznych w x, jest funkcjg analityczng w

Xo

\/; jestanalitycznaw x # 0

e* jestanalityczna wszedzie

sinx jest analityczna wszedzie
Inx jest analityczna wszedzie

12



tgx jest analityczny”
funkcje wymierne sg analityczne
x¢ = ¢ jestanalityczna poza 0
Stwierdzenie:
Jesli f jestanalityczna w x, i ma promien zbieznoscir, to f jest analityczna w w kole
{x{X-xo[kr}i jesttamklasy C”
Uwaga:
Istnieja funkcje klasy C” , ktére nie sg analityczne (np. funkcja idealnie gtadka)

SzeregiFouriera

Szeregqi Fouriera
Definicja:

m
lloczyn skalarny dwéch funkgiji f,g (f|g) = I f(x)g(x)dx
=T
Taki iloczyn utozsamia funkcje rézniace sie na zbiorze miary 0
7= L £17) = [ £ o f Goe
Definicja:

m
a, = I f(t)dt - dtugos¢ rzutu prostopadiegof na przestrzen rozpietg przez 1

-

a,(f)=

coskx

I f(t)cosktdt - dhugosc rzutu prostopadtego f na przestrzen rozpieta przez

=||>—A

=

b.(f)-= J f(t) sin ktdt - dtugos¢ rzutu prostopadtego f na przestrzen rozpieta przez

ST

sinkx

Definicja:
0, (f)x)= % + Z (ak coskx + b, sinkx) rzut f na pierwsze 2n+1wektoréw
k=1
przestrzeni
Jesli s=xti funkcja podcatkowa jest okreslona, to

5,0 [ flx-

-1

sin(2n+ 1)<
( n )5 s
2sins
Definicja:

n
Wielomian trygonometryczny, to wielomian Z (ak coskx + b, sinkx
k=

Nieréwnos¢ Bessela

Teza:
J'|f(z)| dt > n| + HZ ‘ak + +|b | ) ® Réwnoéc¢ zachodzi, gdy f lezy w przestrzeni
rozp|etej przez pierwsze 2n+1wektorow bazy

Lematl

Zatozenia:

® Mam pewne watpliwosci do tg i niewielkie do In
® Z doktadnoscia do statej
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fOCY([a,b])

Teza:

b b

J f(x) sinnxdx i I f(x) cosnxdx dazag do zera przy n- o
Lemat?2
Zatozenia:

f R-catkowalna na [a,b]
Teza:

b b

J’f(x) sinnxdx i J'f(x) cosnxdx dazgdozeran- o
Lemat3
Teza:

° sin m

nx de= L

by X 2
Lemat4
Zatozenia:

' jest catkowalna na [-1, 1]

f(-r)=f(r)
Teza:

Lo (/= b, 125,02 -a,(f)
n n

Twierdzenie Carlesona

Zatozenia:
CO[-r,m]
CO=0
Teza:
Istnieje funkcja ciagtaft.z. f(x) = % t 2 (an cosnx t b sinnx| » xUC
Twierdzenie
Zatozenia:
f ciggta na [-,m]
f(-r)=f(ry)
Teza:

Dla prawie wszystkich xO[-r,m] f(x) = % + Z (an cosnx t b, sinnx

Kryterium Diniego

Zatozenia:
S(xts)t f(x-5)-2f(x)

S

Dla pewnego x funkcja s -

przedziale [0,0]

0, ()x) - f(x)
Twierdzenie Fejéra
Zatozenia:

Teza:

f ciagta
f 2-okresowa
Teza:

l(60(]‘) t Bl(f)+ ...+6n_1(f)) zbiega jednostajnie do f
n

RAwnos¢ Parsewala
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jest catkowalna na pewnym



Teza:
T

(o) e a2 3 a5,

-n

Stwierdzenie:
1, cosx,sinx, ..., COsnx, sinnx - s§ wzajemnie prostopadte wzgledemtego iloczynu
skalarnego

Uwaga:

Zatozenie kryteriumDiniego jest spetnione np. w punktach rézniczkowalnosci funkcji f, a
nawetw takich, w ktérych f ma pochodne jednostronne, niekoniecznie réwne, ale

skonhczone
Uwaga:
Zatézmy, ze f i f' majg jednostronne granice w punkcie x: f(x*), f(x), f'(x?), f'(x) . Wtedy
(x)-f(x7)
5, (N - LES
Whiosek:

Jesli f' jest catkowalna (f - 21t okresowa) to d.(f) zbiega jednostajnie do f
Twierdzenie o lokalizacji (tylko informacja)

Jesli f' jest catkowalna na [a,b]0[-m,m], to &,(f) zbiega jednostajnie do f na przedziale [a,b]
Whiosek:

Wielomiany trygonometryczne sg geste w zbiorze funkcji ciggtychi 2m okresowychna O

Inne

Wzér Stirlinga

Wzor:
nlz «2nm @E@

e

Reszta wzoru Tayloraw postaci catkowej

Definicja:
hn+] 1
Ro=R, (h) = [ (1= 1] £ (xy + Byt
nl 4
Uwaga:
: a + - . . .
Jesli Da,>0i lim ; tT g, to 11m'(/a_n= g, ale nie odwrotnie!
Stwierdzenie:
«  « dald |
(1+ x) :Z Hx dla X1
n=0 n
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Autor nie ponosi zadnej odpowiedzialnosci za zapisane tu definicje, twierdzenia itp., gdyz ta praca zostata stworzona tylko na jego potrzebyi ku jego wygodzie.
Krzysztof Lichota



