TWIERDZENIA

Twierdzenie o wybieraniu podciggu monotonicznego
Zatozenia:

Teza:
Z kazdego ciggu mozna wybra¢ podcigg monotoniczny

Twierdzenie BolzanoWeierstrassa
Zatozenia:
[ciag jest ograniczony]

Teza:
Z kazdego ciggu mozna wybrac podciag, ktdéry ma granice [skohczong]

Twierdzenie Stolza

Zatozenia:
(bn ) $cisle monotoniczny i zachodzi jeden z dwéch warunkéw
1. lima, =0=limb,

2. limb, =
Teza:
: Haml_anH H 0 ci DanH H A
Cl ma granice Clg - Mma granice rowng
angm_an g g ngnD g g

Twierdzenie o trzech funkcjach
Zatozenia:
Xo jest punktemskupienia f,g,h
f(x) < 9(x) < h(x)
lim (X)=c=xljr?0 h(x)

X- X

Teza:
lim - g(x)=c

X+ Xq

Twierdzenie o granicach jednostronnych funkcji niemalejacej
Zatozenia:
f:D - O niemalejgca

Teza:
f ma granice jednostronne w kazdym punkcie skupienia dziedziny

Twierdzenie o granicach jednostronnych funkcji wypuktej
Zatozenia:

f:(a,b) - O jestwypukta
Teza:
f ma skonczone pochodne jednostronne w kazdym punkcie (a,b)

Twierdzenie o funkcji wypuktej obcietej do przedziatu domknietego
Zatozenia:

f:(a,b) - O wypukia

[c,d]10 (a,b)

Teza:
f\[c,d] spetnia warunek Lipschitza

Twierdzenie Jensena



Zatozenia:
f jest wypukta[scisle]
p; >0
I p;=1
Teza:
dla dowolnychxi,..., X, jestf(pix; +...4pXn)< paf(x1)+...+pf(x,) [<zachodzi gdy wsrdd
X1,.+4) Xn S3 Przynajmnie;j 2 rézne]

Twierdzenie Peano
Zatozenia:
f ma n-tg pochodna w X,

Teza:
lim S(xgt h)- T,s (xq,h) = lim R, (x0,h) =0
h- 0 hn h- 0 hn
Twierdzenie
Zatozenia:
fn+l istnieje w pewnym przedziale P
g - funkcja rézniczkowalna
g=z0
Teza:

dla dowolnych x,y O P istnigje ¢ lezgce miedzy nimit.z.

SV - 0" (g(y) - g(x))
n'g'(c)

R, ;(x,y-x)=

Twierdzenie o granicy ztozenia
Zatozenia:
fA-B,gB-0O
a jest punktem skupienia A, b jest punktem skupienia B

o= I

G=1m g0

f(x) # b dla x z pewnego otoczenia a lub G=g(b)
Teza:

istnieje granica lim g(f(x))=G

Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego
Zatozenia:

funkcjaf:l - O jestciagta
| jest przedziatem

Teza:
f ma wiasnos¢ Darboux

Twierdzenie Weierstrassao przyjmowaniu kreséw
Zatozenia:

| O O jest przedziatem domknietym

f:l - O jestfunkcja ciagta

Teza:
istniejg punkty o, xa O 1 t.z.xO1 O f(Xo) < f(X) < f(x1) , wszczegdlnosci f jest
ograniczona z dotu (przez f(xo) ) i z gory (przez f(xi) )

Twierdzenie Cantora o jednostajnej ciggtosci funkciji cigatej




Zatozenia:
| O O jest przedziatem dokmnietym
f:1 - O jestciggta

Teza:
f jest jednostajnie ciggta

Twierdzenie o ciggtosci funkcji odwrotnej
Zatozenia:
DOO
D jest przedziatem
f:D - O jestscisle monotoniczna
f jestciggta

Teza:
f1:.f(D) -~ D jestciggta

Twierdzenie o pochodnejfunkcji odwrotnej
Zatozenia:

f:P = O rézniczkowalnaw X,
f(P) zawiera przedziat otwarty zawierajgcy f (o)
f'%) %0
f-Lf(P) — P jestciggtaw xo
Teza:

f ! jest rézniczkowalna w f(xo) i (f 1)’ (f(x0)) =

1
S'(xp)

Twierdzenie Fermata
Zatozenia:
f:(a,b) » O rézniczkowalna w X,
f(xo) jest najwiekszg ( lub najmniejszg) wartoscia f

f'(%) =0

Teza:

Twierdzenie Rolle’a

Zatozenia:
f:[a,b] ~ O ciaggha, rézniczkowalnaw (a,b)
f(a)=f(b)

Teza:

istniejec O (a,b) t.z. f ‘(c)=0

Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci Sredniej
Zatozenia:

g,f:[a,b] » O rézniczkowalnew (a,b)
ciggte w [a,b]
x0O(ab)d g(x)z0

. , SB)- f(a) _ (O
istniejec O (a,b) t.z. 2(b)- g(a) = 2'(0)

Teza:

Reguta de I’Hospitala
Zatozenia:

f,g rézniczkowalne w przedziale (xi, Xo)
g'(t)= 0dlatO (xi,Xo)



o S

G= lim
% g(x)
1. lim f(x)=0=lim g(x)

X- Xy X- Xy

2. lim mn=c

X- Xg

oraz spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:

Teza:
istnigje 1M LAC)} =G
¥ X g(x)

Twierdzenie Darboux
Zatozenia:
f:[a,b] - O jest rézniczkowalna

Teza:
f “:.[a,b] -~ O ma wtasnos¢ Darboux, w szczegdlnosci, jesli f ‘(a)=A, f ‘(b)=Bi C lezy
miedzy A i B toistniejec O (a,b) t.z. C=f‘(c)

Twierdzenie o lokalnych ekstremach i punktach przegiecia

Zatozenia:
(1) O F(x0) # 0 =f “(x0) =f (x0) =... =F"(x)
(I fM(x0) 2 0 =f “(X) =... =f"D(xo)

Teza:

(1) Jesli n parzyste, to f ma w X, lokalne ekstremum (maksimum, jesli f(x,)<O0,
minimumdla >0).]esli n nieparzysteto z jednej strony x, f ma wartosci >f(x.), a z
drugiej <f(x) (w dostatecznie matym otoczeniu xo)

(1) Jesli n nieparzysteto f ma punkt przegiecia w X, ( f"(x,)>0to istnieje 5>0t.z. na
przedziale [%o,xo+d) f jest Scisle wypukta, a na przedziale (xo-5,%0] f jest scisle
wklesta. Jesli n parzysteto f jest $cisle wypukta lub wklesta na dostatecznie matym
otoczeniu xo.

Twierdzenie Bezout
Zatozenia:
a jest pierwiatkiem wielomianu w(x)
Teza:
w(x) dzieli sie bez reszty przez wielomian (x-a)

Twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotnej do funkcji ciggtej
Zatozenia:

f jest ciggta
Teza:
f posiada funkcje pierwotng

Twierdzenie
Zatozenia:

S (x)g(x)dx istnieje

b
L
b
[ g(x)dx istnieje
g ma staty znak na [a,b]
f ma wtasnos¢ Darboux
f jest ograniczona
Teza:

® To sg zatozenia do dwdch twierdzen o wspdlnej nazwie

(



b b
istnieje c O [a,b]t.z. [ f(x)g(x)dx = f(c)[ g(x)dx

a a

Il twierdzenie o wartosci Sredniej
Zatozenia:
foct
f monotoniczna
g ciagta
g, fg maja funkcje pierwotne
[f= 0i nierosngcal

Teza:
b c b
istniejec O [a,b]t.z. [ f(x)g(x)dx = f(a)] g(x)dx+ f(b)] g(x)dx [oraz

c

b c
[ f(x)g(x)dx = f(a)] g(x)dx ]

a a

Twierdzenie o sumach Riemanna
Zatozenia:
f jest ciggtana[a,b]

Teza:
dla kazdego e>0istnieje =>0t.z. jesli a=x<x <...<X,1<¥%=boraz x-x.,<d dla i=1,2,...,n

b n
t0[%-1, xi], to || f(x)dx - Z lf(ti)(xi S X< €



DEFINICJE

Granice
Oznaczenie:
nllm an - granica ciggu a, przy n dgzgcymdo nieskonczonosci
Definicja:
lim 3, =900 ~ Oe>00n 0N Onzn, ([g-a.l<e)
lim 3, =c ~ OMOO OnwON O nzn (a,>M)
lim g, =-co . OMOO Onw O N O N2 nu (8,<M)
Podciag
Oznaczenie:
(a,, ) - podciagg ciagu an
Definicja:
Jesli (n) jest scisle rosngcym ciggiem liczb naturalnych, to ciag (4., ) jest nazywany
podciggiem (an)
Warunek Cauchy’egoi ciggi Cauchy’ego
Definicja:
Ciag an spetniawarunek Cauchy’ego = O e>00n. O N O n,k= n. (Can - a<€)
Definicja:

Ciggiem Cauchy’ego nazywamy ciag spetniajgcy warunek Cauchy’'ego

Granica gérnai dolna
Oznaczenie:

lim @, =limsup 5 _ granica gérna ciggu an

n- o n- ©

Definicja:
limsup 3 =g ~ dla kazdejliczby B >gnieréwnos¢ a, = B zachodzi dla skoiczenie wielun O

n- ©

N oraz dla kazdej liczby o <gnieréwnosc a,>a zachodzi dla nieskonczenie wielun O N

Oznaczenie:
lim @, =li’£ni£1f an - granica dolna ciggu an

Definicja:
liminf 3,=g - dla kazdej liczby B <gnieréwnos¢ a, < B zachodzi dla skoAczenie wielun O N

n- o

oraz dla kazdej liczby a >gnieréwnos$¢ a,<a zachodzi dla nieskohczenie wielun O N

Punkt skupienia zbioru

Definicja:

Xo jest punktem skupienia zbioru X = istnieje (x,) t.z.
1. X, # X dlanO n*

2. On(x, O X)

3. X = lim x,
no ©

Granica funkcji w punkcie wedtug Heinego
Oznaczenie:

® Ta definicja jest moja, poniewaz ta, ktérg miatem podang byta dos¢ dziwna tzn.
lim g =0 « OMDOO ON2 Ny (@a:>M)

n- o



lerfclo f(x)=g - g jestgranicgf przy x dgzacymdo X,

Definicja:
Jesli f:X - 0O jestfunkcja, Xo punktem skupienia X, to x{“{}ﬂ f(x)=g - dla kazdego ciggu (x,)
t.z.
Xo = lim

n- o

xn

OnON"x,20
OnON"x,0OX

jestg= lim f(x,)

Granica funkcji w punkcie wedtug Cauchy’ego
Oznaczenie:

lim f(x)=g - g jestgranicgf przy x dgzagcymdo X,

X- X,

Definicja:
Xog OO g= xl_irgo f(x) = Oe>008>00x 0 X (0<k-Xo|<d 0 Of(x)-glke)
Xo=0, g 0 O g= xljrfclo f(x) - Oe>0CM OxOX (x>MJ [f(x)-glke)
Xo=%, g0 0 g= M f(x) = De>00M OXOX (x<MJ [f(x)-g0<)

X 00, g=e g= M f(x) « OM D05 >00x0 X (0<k-%0B 0 f(x)<M)
itd.

Granice jednostronne
Oznaczenie:

lim f(x) - granica prawostronna f

Definicja:
lim f(x)=lim f,(x)  gdzie Y=X O (X, o)
X~ xg X+ Xp ‘

Oznaczenie:

Yllﬁvl f(x) - granica lewostronnaf
Definicja:
lim f(x)=x1j1£10 Jiy(¥), gdzie Y=X 0 (0, %o)

X~ X

Warunek Cauchy’ego w punkcie

Definicja:
f:D - O spetnia warunek Cauchy’ego w punkcie x, bedgcym punktem skupienia D
XoO O, Oe>006>00 x1,%; O D (0<X-x<d dla i={1,2H F(x1)-f(x)<e )
Xo =0, 0&>00M 0O xy,x; 0D (x>Mdlai={1,2H F(x)-f(x)I<¢)

Granica gérna funkcji
Oznaczenie:

limsup f(y) - granica gérna f w punkcie

X~ X

Definicja:

™ Tak to sie chyba nazywa



Xo 0 O, Xo jest punktemskupienia D, f:D - O, wtedy h?jsx“p f(x)=g - dla dowolnejliczby

B >gistnieje d >0t.z. jesli 0<X- x,[kd, x 0 D, to f(x)<B i dla dowolnej liczby a <gi
dowolnego 6>0istnieje x 0 D t.z. 0<{X-x,[0<d i f(x)>a

Otoczenie otwarte
Definicja:
Otoczenie jest otwarte, jesli jest otoczeniem kazdego swojego punktu

Ciggtos¢ funkcji w punkcie
Definicja:
fjestcigglaw xo O D = X0 jest punktemizolowanymD albo X, jest punktem skupienia D i

M £(x)=f(x,)

X Xq

Wiasnos¢ Darboux

Definicja:
f ma wtasnos¢ Darboux « jezeli f(x)<C<f(y), to miedzy x i y znajduje sie co najmniejjeden
punktc t.z. C=f(c)

Wypuktos¢

Definicja:
D - wypukty, f:D - O jestwypukfa[scisle] = 0 x,y 0 D O p,g>0(p+g=10 f(px+qykl[<]
pf(x)+afly))

Punkt przegiecia

Definicja:
Xo jest punktem przegieciaf < istnieje & >0t.z. na jednymz przedziatéw (xo-8,Xo] , [Xo0,Xo+ &)
f jest wypukta, a na drugim wklesta i nie istnieje 0<a,b<d t.z. na kazdymz przedziatéw (xo-
a,%o], [Xo,Xo+b)f jest postaci ux+w

Wielomian Taylora
Oznaczenie:

T, s (x9,h) - nty wielomian Taylora f w xo
Definicja:

T, (xg.h) = LB @)
k=0 k!
Oznaczenie:
R, ;(x9,h) - reszta z wielomianu Taylora
Definicja:
R, r(x9,1) =f(x+h)- T, / (x¢,5)

|ednostajna ciggtos¢
Definicja:
f:D- 0O, DOR jestjednostajnieciggta = Oe>00B >00 x,ydD (Ck-yd<d [f(x)-f(y)<€)

Warunek Lipschitza
Definicja:
f:D- 0, D O O spetnia warunek Lipschitza ze statg L= 0 - OxOD(CF(x)-f(y)O<Lx-yD)




Warunek Héldera

Definicja:
f:D- 0, D O O spetnia warunek Holdera z wyktadnikiema >0 = 0O c>0xOD(CF(x)-f(y)O<dX-
yof)

Granica ciggu zespolonego
Oznaczenie:

lim 7, - granica z, przy n dazacymdo nieskoriczonosci
Definicja:

P12 20 =7 = I DarZ0

Funkcja wyktadnicza liczby zespolonej
Oznaczenie:

expz =€*-edoliczby z
Definicja:

n

z0C, expz = lim @h EE
h n

Sinus (wzér Eulera)
Oznaczenie:
sin X - sinus liczby x
Definicja:
X - IX
xOC, sinx=2_"¢
2i

Cosinus (wzor Eulera)
Oznaczenie:

COoSs X - cosinus liczby x
Definicja:
. ix + - ix
xOC, sinx=2_"°¢

Pochodna, rézniczkowalnosé i rézniczka
Oznaczenie:

f ‘(%) - pochodna funkcji f w punkcie xo
Definicja:

St h)- f(x)
h

f ma pochodngw x, = istnieje lim

Definicja:

jeslif ‘(x)= %lﬂ% St hh) "/ (xo) jest skonczona, to méwimy, ze f jest rézniczkowalna w X,
Definicja:
Rézniczka f w xo nazywamy przeksztatcenie liniowe h - f ‘(x)h

Styczna do wykresu funkcji
Definicja:
Styczna do wykresu funkcji f w (xo,f(Xo)) jest to prosta o réwnaniu y=f"(Xo) (X-Xo)+ f(Xo)

Funkcja pierwotnai catka nieoznaczona
Oznaczenie:

| f(x)dx - catka nieoznaczona funkgji f



Definicja:
Jesli O x O D jest F'(x)=f(x) to méwimy, ze F jest funkcjg pierwotng (catkg nieoznaczong)
funkgcji f.
Oznaczenie:
[ f(x)dx =F(x) +C

Rézniczka cz.lI
Oznaczenie:

Zamiastf ‘(x) piszemy Zl(x)

X

Definicja:

Rézniczka funkcji f:D- O (C,0") w Xo nazywamy przeksztatcenie liniowe df(xo):0 - O(C,0")

ty tim L@t M- (FO)* df G)B) _

T h- 0 h

Utamki proste
Definicja:
A Bx+ C

Utamkami prostymi nazywamy funkcje wymierne postaci ( n ,gdzie

xt C)" ! (x2+ pxt q)
p*<4q

Catka oznaczona Newtona

Oznaczenie:
b
[ f(x)dx - catka oznaczonaz f(x) oda do b

Definicja:
b
F jest funkcjg pierwotnaf na [a,bl. Wtedy F(b)-F(a)= | f (x)dx jest catka oznaczona

Newtona. Catka oznaczona jest liczbg, niezalezng od wyboruF.
Oznaczenie:

funkcje catkowalng w sensie Newtona nazywamy N-catkowalng
Oznaczenie:

F(b)-F(a)=F(x)],
Definicja:

abto [ /()ds = | f(x)dr
a b

Catka Riemanna
Definicja:
f:[a,b]- O" jest catkowalna w sensie Riemanna < istnieje T t.z. dla kazdego e>0istnieje 5>0

t.z. jedli a=x<x <...<%=Db, X-Xi1<B, Xu<tex;, to |T- ¥ f()(x; - x;-)|< €
i=1

Oznaczenie:
funkcja jest R-catkowalna = jest catkowalna w sensie Riemanna



