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MRILIENI

Wazniejsze twierdzenia z wyktadu

Analizal.l
W. Krycha

OSTRZEZENIE!
Ta praca zawiera tresci niebiezpieczne dla zdrowia, zwtaszcza przy dtugim
stosowaniu!

Autor nie ponosi zadnej odpowiedzialnosci za zapisane tu twierdzenia, gdyz ta
praca zostata stworzona tylko na jego potrzebyi ku jego wygodzie. To samo
odnosi sie do nazw twierdzen.

Krzysztof Lichota MAT |



Twierdzenie o dzieleniu z resztg

Zatozenia:
alZz
bON
Teza:

istnieje doktadnie jedna para liczb catkowitychq,rt.z. a=gb+ri0<r<b

Twierdzenie o najwiekszym wspdélnym dzielniku
Zatozenia:

ablZ
Teza:
istniejg x,y O Z t.z. (a,b)=ax+by

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Zatozenia:
nz0+t1
ndZ

Teza:

Kazdg liczbe catkowitg n da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych.
Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéwi znakdw.

Lemat do zasadniczego twierdzenia arytmetyki

Zatozenia:
pCab
(p,a)=1
Teza:
p Ob
Twierdzenie o gestosciQ wR
Zatozenia:
a,bd O
a<b
Teza:

istniejeq 0 Q t.z. a<g<b

Twierdzenie o istnieniu pierwiastkow

Zatozenia:
a>0
nON
n>1

Teza:

istnieje doktadnie jedna liczba b>0t.z. b"=a

Twierdzenie
Zatozenia:
aON"
b"=a
n>1
Teza:
albobOZalbonOdQ

Twierdzenie o gestosci R\Q w R

Zatozenia:
a,bd O
a<b
Teza:

istniejec O R\Q t.z. a<c<b

Twierdzenie o zachowywaniu nieréwnosci przy przejsciu granicznym
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Zatozenia:

dpwna, < b,

istniejg granicelima, , limb, 0 0 ©
Teza:

liman < lim b,

Twierdzenie o0 ograniczonosci ciggu zbieznego do granicy skorczone;
Zatozenia:
lima,=g0 0

Teza:
istnieje M>0t.z. dla wszystkichn (a,0< M

Twierdzenie o trzech ciggach
Zatozenia:
liman =lim b,
dddna, <b,<c,

Teza:
(bn) ma granicei liman =limb, =lim ¢,

Twierdzenie o granicy ciggu monotonicznego
Zatozenia:

cigg (an) jest monotoniczny [, ograniczony]™
Teza:
(an ) ma granice [skoriczong]

Twierdzenie o wybieraniu podciggu monotonicznego
Zatozenia:

Teza:
Z kazdego ciggu mozna wybra¢ podcigg monotoniczny

Twierdzenie BolzanoAVeierstrassa
Zatozenia:
[cigg jest ograniczony]
Teza:
Z kazdego ciggu mozna wybrac¢ podcigg, ktéry ma granice [skoriczong]

Twierdzenie Stolza

Zatozenia:
(bn ) $cisle monotoniczny i zachodzi jeden z dwéch warunkdéw
1. lima, =0=limb,

2. limb, =
Teza:

) Eam]-anE ceq D i Dan% o

ci ———[] ma granic Ci — ma granice rown

angml-an g €qg QngnD g € a9

Lemat
Zatozenia:

a ¢

_< J—

b d

bd >0
Teza:

a atc ¢

b btd d

O7 =0 0{+4w, -0}
™' W nawiasach[ ] wpisane s odpowiednio dodatkowe zatozenia i dodatkowe tezy wynikajgce z
dodanych zatozen



Twierdzenie o réwnowaznosci warunku Cauchy’ego i warunku zbieznosci ciggu
Teza:

(an ) jest zbiezny do granicy skonczonej = (a, ) spetia warunek Cauchy’ego

Lemat

Zatozenia:
lim na, =0
n- ©

Teza:

lim (14g) =1

n-

Twierdzenie o jednoznacznosci okreslenia funkcji wyktadniczej
Zatozenia:

1£a>0

Teza:
istnieje dokfadnie jedna funkcja $cisle monotoniczna ® f: 0 - O t.z. f(x+y)=f(x)*f(y) dla
dowolnychx,y O O i f(1)=a

Twierdzenie o réwnowaznosci definicji granic Cauchy’egoi Heine’'go
Teza:

Definicje granic w sensie Cauchy’egoi Heine'go s réwnowazne.

Twierdzenie o trzech funkcjach
Zatozenia:
Xo jest punktemskupienia f,g,h
f(x) < g(x) < h(x)
lm fx)=c=1m h(x)

X- Xq

Teza:
lim g(x)=c

X- X,

Twierdzenie o granicach jednostronnych funkcji niemalejgcej
Zatozenia:

f:D - O niemalejgca

Teza:
f ma granice jednostronne w kazdym punkcie skupienia dziedziny

Twierdzenie o granicach jednostronnych funkcji wypuktej
Zatozenia:

f:(a,b) - O jest wypukta
Teza:
f ma skonczone pochodne jednostronne w kazdym punkcie (a,b)

Twierdzenie o warunkach wystarczajgcych wypuktosci funkcji
Zatozenia:

fi(a,b) - O

f ma skohczone jednostronne pochodne w kazdym punkcie

Teza:
1 JesliOx( /- (xX)< /. (x))iOxy(x<yO f.(x)[<If‘(y)) tof jest wypukta[scisle]
2. JesliOxy(fly)=[>dlaxzy] f'+ (X)(yx)+f(x)to f jest wypukia [SciSle]
3. JesliOxy (fly)=[>dlax#y] /- (x)(yx)+f(x) tof jest wypukia [SciSle]

Twierdzenie o funkcji wypukiej obcietej do przedziatu domknietego

Zatozenia:
f:(a,b) - O wypukia
[c,d]O (a,b)

Teza:

™ tu chyba moze by¢ stabszy warunek ciggtosci
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.1 Spetnia warunek Lipschitza

Twierdzenie Jensena

Zatozenia:
f jest wypukta[Scisle]
p; >0
I p;=1

Teza:

dla dowolnych x,..., X, jest f(pix; +...+pXn)< paf(X1)+...+pf(x,) [<zachodzi gdy wsrdd
X1,..., Xa S§ Przynajmniej 2 rézne]

Twierdzenie Peano
Zatozenia:
f ma n-tg pochodna w Xxo

Teza:
lim f(xO * h)- 7:1,f(x0’h) — lim Rn,f(x()’h) =0
h- 0 X T h 0 L -
Twierdzenie
Zatozenia:
fi+l istnieje w pewnym przedziale P
g - funkcja rézniczkowalna
g=z0
Teza:

dla dowolnych x,y O P istnieje c lezgce miedzy nimit.z.

£ (- o) (g(y) - g(x))
nlg'(c)

Rn,f(x’y- x) =

Twierdzenie o réwnowaznosci warunku Cauchy’ego w punkcie z istnieniem granicy w punkcie
Teza:

f spetnia warunek Cauchy’ego w x, bedacym punktem skupienia dziedziny - xl_i‘f}o f(x)
istnieje i jest skonczone



Twierdzenie o granicy ztozenia
Zatozenia:
ffA-B, gB-0O
a jest punktemskupienia A, b jest punktem skupienia B

b= 1m

G=11m g(x)
f(x) # b dla x z pewnego otoczenia a lub G=g(b)

Teza:
istnieje granica lim g(f(x))=G

Twierdzenie o ciggtosci ztozenia

Zatozenia:

g ciggta w Xo

f ciggta w g(x)
Teza:

fog jest ciagta w xo

Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego
Zatozenia:

funkcjaf:l - O jestciagta
| jest przedziatem

Teza:
f ma wiasnos¢ Darboux

Twierdzenie Weierstrassao przyjmowaniu kresow
Zatozenia:

| O 0O jest przedziatem domknietym

f:l » O jestfunkcja ciagta

Teza:
istniejg punktyxo, xa 01 t.z.x 01 O f(Xo) < f(X) < f(x1) , wszczegdlnosci f jest
ograniczona z dotu (przez f(xo) ) i z gory (przez f(x1) )

Twierdzenie Cantora o jednostajnej ciggtosci funkcji ciggtej
Zatozenia:

| O 0O jest przedziatem dokmnietym

fi1 - O jestciggta

Teza:
f jest jednostajnie ciggta

Twierdzenie o0 monotonicznosci funkcji ciagtej
Zatozenia:

| jest przedziatem

f:1 - O ciaggtai 1-1

Teza:
f jest Scisle monotoniczna

Twierdzenie o ciggtosci funkcji odwrotnej

Zatozenia:
DOO
D jest przedziatem
f:D - O jest$cisle monotoniczna
f jest ciggta
Teza:

f1:f(D) ~ D jestciggta

Twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia sinusa i cosinusa
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Zatozenia:

x O C, y O C ¢,s - funkcje zespolone
cA(x)+g(x)=1
c(x+y)=c(x)c(y)-s(x)s(y)
s(x+y)=s(x)c(y)+s(y)c(x)

lim &) =1
x- 0 X
Teza:
c(x)=cos(x), s(x)=sin(x)
Twierdzenie
Zatozenia:
wz0
widOC
Teza:
istniejez 0 C t.z. w=€
Twierdzenie
Zatozenia:
Z1,2> ocC
e’ 1=e™2
Teza:

istniejen O Z t.z. z;- Z,=2"i Oraz e*=&*2™

Twierdzenie o jednoznacznosci funkcji wyktadniczej
Zatozenia:

f.:0 - O ciggta
f(x+y)=f(x)f(y) dla dowolnych x,y 00 O
istnieje xo t.z. f(xo) 0
Teza:
istniejea>0t.z. dla kazdego x f(x)=&

Twierdzenie o jednoznacznosci funkgji wyktadniczej w C
Zatozenia:

f:C-C
f(x+y)=f(x)f(y) dla dowolnych x,y 0 C
lim SO _y

x- 0 X
Teza:
f(x)=¢e
Twierdzenie o pierwiastkach liczby zespolonej
Zatozenia:
z20
zOC
nON"
Teza:

istnieje doktadnien liczb z, ,..., z, t.z.z" =z

Zasadnicze twierdzenie algebry

Zatozenia:
ao, ..., an 0C
anz 0
nON*
Teza:

istnieje co najmniej jedna liczba zespolona z, t.z. ap +a1 zo +... +an zo" =0

Twierdzenie o ciggtosci funkcji rézniczkowalnej




Zatozenia:

f jest rézniczkowalna w xo
Teza:

f jest ciggta w Xo

Twierdzenie o jednoznacznosci pochodnej
Zatozenia:

tim St h) - (f(x,) ah) -0
h- 0 h

Teza:
f'(x ) jestjedynataka liczbg a

Twierdzenie o rézniczkowalnosci ztozenia
Zatozenia:

P,S - otwarte

P - S

g:S - 0O [C]

f rézniczkowalnaw x, O P

g rézniczkowalnaw f(xo) O S

Teza:
gof: P - 0O [C]jest rézniczkowalnaw X, i (gof)’ (Xo) =g'(f(x0)) f ‘(x0)

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej
Zatozenia:
f:P — O rézniczkowalna w X,
f(P) zawiera przedziat otwarty zawierajgcy f(xo)
f'(x) 20
fLf(P) -~ P jestcigglaw Xo

Teza:

f 1 jestrézniczkowalna w f(xo) i (f 1)’ (f(x0)) =

J'(x)

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnejw C
?Zatozenia:
P otwartew C
f:P — C rézniczkowalnaw x,
f(P) zawiera otwarte koto zawierajgce f(xo)
f'x)#0
fLf(P) -~ P jestcigglaw Xo

Teza:

f 1 jestrézniczkowalna w f(xo) i (f 1) (f(x0)) =

J'(%)

Twierdzenie Fermata
Zatozenia:
f:(a,b) = O rézniczkowalna w X,
f(xo) jest najwieksza ( lub najmniejszg) wartoscia f

Teza:
f'(x) =0

Twierdzenie Rolle’a

Zatozenia:
f:[a,b] » O ciggta, rézniczkowalnaw (a,b)
f(a)=f(b)

Teza:
istniejec O (a,b) t.z. f (c)=0

Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci sredniej
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Zatozenia:
g,f:[a,b] -~ O rézniczkowalnew (a,b)
Ciggte w [a,b]
xO(a,b)d gx)z0

- , S)- fla) _ f(0)
istnieje c O (a,b) t.z. 2(b) - g(a) = 2'(0)

Teza:

Lemat nieréwnosci Schwarza
Zatozenia:

Teza:
Z ajbjs Z af ’Z bf przy czym réwnosc¢ zachodzi < istniejet> 0 t.z. a=tblub
j=1 1 1

t=ba

Twierdzenie 0 pochodnej funkcji monotonicznej
Zatozenia:
f:P — O ciggta, rézniczkowalna wewnatrz przedziatu P

Teza:
f jest
* niemalejgca = OxOintPf‘(x)=0
» Scislerosngca = O x O intP f ‘(x) = 0 i miedzy kazdymi dwoma punktami przedziatu
P znajduje sie punkt, w ktérymf ‘ jest >0
« stata = Oxf*(x)=0

Reguta de I’'Hospitala
Zatozenia:

f,g rézniczkowalne w przedziale (x, Xo)
g'(t)= 0dlatO (xi,Xo)

. "(x
G= th f'(( )) oraz spetniony jest jeden z ponizszych warunkdw:
- xo g x
1. lim fg=o=lim g0
2. M gx)0=e
Teza:
istnieje 1M ) =G
% g(x)

Twierdzenie Darboux

Zatozenia:
f:[a,b] - O jestrézniczkowalna

Teza:
f “:[a,b] — O ma wtasnos¢ Darboux, w szczegdlnosci, jesli f ‘(a)=A, f ‘(b)=Bi C lezy
miedzy A i B toistniejec O (a,b) t.z. C=f'(c)

Twierdzenie o lokalnych ekstremachi punktach przegiecia

Zatozenia:
(1) 1 F7(x0) # 0 = ‘(%) = (%) =... =f"V(x)
(N9 f(x0) 2 0 =f (%) =... =Ff"(x,)

Teza:

® To sg zatozenia do dwdch twierdzen o wspdlnej nazwie

(
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(1) Jesli n parzyste, to f ma w x, lokalne ekstremum (maksimum, jesli f"(x,)<O0,
minimumdla >0).Jesli n nieparzysteto z jednej strony x, f ma wartosci >f(x), a z
drugiej <f(xo) (w dostatecznie matym otoczeniu xo)

(11) Jesli n nieparzyste to f ma punkt przegiecia w x, ( f™(x,)>0to istnieje 8>0t.z. na
przedziale [xo,%o+0) f jest Scisle wypukia, a na przedziale (xo-3,%0] f jest Scisle
wklesta. Jesli n parzysteto f jest scisle wypukta lub wklesta na dostatecznie matym
otoczeniu Xo.

Twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotnej kombinacji funkcji

Zatozenia:
f,g maja funkcje pierwotne
a,b0d0O(C, O

Teza:

funkcja af+bgma funkcje pierwotngi

[ (af () + bg()dx = af f(x)dx+ bf g(x)dx

Twierdzenie o dzieleniu z resztg

Zatozenia:
w,V - wielomiany
degv=0

Teza:

istnieje dokfadnie jedna para wielomianéwq,r t.z. w=qv+ri deg r<degv

Twierdzenie o najwiekszym wspdlnymdzielniku

Zatozenia:
w,V - wielomiany
wz00OvZ0
Teza:

nwd jest okreslony jednoznacznie i istniejg wielomiany p,q t.z. nwd(w,v)=pv+qw

Twierdzenie Bezout
Zatozenia:
a jest pierwiatkiem wielomianu w(x)
Teza:
w(x) dzieli sie bez reszty przez wielomian (x-a)

Zasadnicze twierdzenie algebrydla O

Zatozenia:
Vv -wielomian
degv=1
Teza:

Kazdy wielomian v da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéwstopniali 2 (o
ujemnymwyrézniku)

Twierdzenie o rozktadzie funkcji wymiernej
Zatozenia:

Teza:
Kazda funkcja wymierna jest suma wielomianui utamkéw prostych. ,Najoszczedniejsze”
przedstawienie w tej postaci jest jednoznaczne.

Twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotnej do funkcji ciggtej
Zatozenia:

f jestciggta
Teza:
f posiada funkcje pierwotng

Twierdzenie
Zatozenia:



S (x)g(x)dx istnieje

b
!
b
[ g(x)dx istnieje

g ma staty znak na [a,b]
f ma wiasnos¢ Darboux
f jest ograniczona

Teza:
b

istnieje c O [a,blt.z. | f(x)g(x)dx = f(c)

a

Il twierdzenie o wartosci Sredniej
Zatozenia:

fOcC?!

f monotoniczna

g cigofa

g, fg majg funkcje pierwotne

[f= 0 i nierosngca]
Teza:

b c b
istnieje c O [a,b]t.z. | f(x)g(x)dx = f(a)] g(x)dx+ f(b)| g(x)dx [oraz

b

a

Twierdzenie o sumach Riemanna

Zatozenia:
f jest ciggta na[a,b]
Teza:

[ f()g@)dx = f(a)] g(x)dx ]

b
[ g(x)dx

a

Stronall

dla kazdego e>0istnieje 3>0t.z. jedli a=x<x <...<X,1<¥%=boraz x-x,<d dlai=1,2,...,n

b n
t0[%1, X1, to | f(x)dx - Z lf(ti)(xi T X< €

Wzmocnione twierdzenie Weierstrassao ciggtosci jednostajnej

Zatozenia:

fila,b] - O

C O [a,b] zwarty

f jest ciggta w kazdym punkcie C
Teza:

Oe>0[D >00k-yd i istniejec O C t.z. Ik-cO<d O F(x)-f(y)I<

Lemat Lebesque’a o pokryciu
Zatozenia:

cO0O zwarty
cO |:|It
0T

O t 1 jest przedziatem otwartym
Teza:

Istnieje skohczony podzbidr T, zbioru T t.z. C O 01/

(0T,



