Nieréwnos¢ Bernoullego
Wzbr:

x>10 (1+a) = 1+na

Stwierdzenie:
n=20 %, 0Q

Stwierdzenie:
Ciag ma co najwyzej jedna granice

Uwaga:
g0 0 jestgranicaciggu (.n) < dlakazdejliczby a <gjesta, >a dpwni dla kazdej liczby 3
>gjestan<f dpwn.

Uwaga:

Jedli im 3, i lim b istniejai downa,<b, O lim g, < lim b, ©

Stwierdzenie:
Jesli cigg (an) ma granice g to kazdy jego podcigg ma granice g

Stwierdzenie:
Jesli ciag (an) nie ma granicy to mozna z niego wybrac dwa podciggi o réznych granicach

Whniosek: (z twierdzenia Stolz’a)
at..ta

n- o n- n
Whniosek:

(<10 Oa (im npegn=0)
Stwierdzenie:

limsupa, =sup {x0 T :0(%, ) (x=nlff{ol a, V}=max {xO 0 :0(%, ) (x=nlff{”1 a, )}
Stwierdzenie:

Granica gérna to najwieksza z granic podciggéw. Istnieje zawsze i jest osiggana

Stwierdzenie:
0 x,y 00 ( exp(x+y)=exp(x) exp(y) )

Stwierdzenie:

x>y expx>expy
Stwierdzenie:

kON,nOZ0O Q/e_=exp(%)

Whniosek:
exp(0)=1
exp(n+1)=eexp(n)n O N

1
XP)= o

Stwierdzenie:

|
x<1l0O 1+x<expx< 1
- X

® Moje



Stwierdzenie:
Hm oy, =x0 im - exp(x)=expx

Stwierdzenie:
Oy>00!x00 (y=expx)

Twierdzenie:
e=lim @1+ l+ l+...+ l@
n- 1M 2! n!
Whniosek:
Ond 0 n 0 On+t 10
g+l g=0. .0
0j0 O0j+10 0Oj+ 10
Uwaga:
lim lim " —1%0= lim lim _*
nﬁwkﬂmn+k k- 0o n- l’l+k
Stwierdzenie:

lm . =0 lm exp(x)=o, M In(x)=co, im exp(x,)=0

nl}rﬂl =00 x>00 nl}n’“} In(xn)=0

Stwierdzenie:
lim -+ =1
n- o @
lim 1=
n- o pn
Uwaga:

PunktamiskupieniaQ sg 0
Punktamiskupienia Z sg {», -0}

Uwaga: (definicja funkcji ciggtej)
f:DO0 - O jestcigglawXo = 0e>00B >00 x 0 D (Ok-Xo|<d O F(X)-f(x0) <)

Uwaga: (o lokalnej statosci znaku funkgji ciggtej)
Jesli f jestciggtaw xo i f(xo) # 0 to istnieje & >0t.z. x-x,0<d0 f(x)f(>0)=>0

Uwaga:
Funkcje Lipschitzowskie sg jednostajnie ciggte.

Whiosek:
Jedlif: DO O - O jest monotonicznai f(D) jest przedziatem, to f jest ciggta

Whiosek:
71+ 2k H 7,0
M3 37,1k [H7;-2,00
[z zw
Pri=-1
W C nie mozna wprowadzi¢ nieréwnosci zgodnej z dziataniami

Stwierdzenie:

Z=X+Yi, Zo=Hph fo z= 1M 7, o lim x =x[ lim y, =y

n- ©

Stwierdzenie:



n

Dla kazdej liczby z O C istnieje granica lim @1 ' 5@ =exp(z)
n

Stwierdzenie:
exp(z)# 0

Stwierdzenie:

Z _
lime 1:1,ZDC

z- 0 Z

Stwierdzenie:

zZ - z
e =e

Stwierdzenie:
e, x00
Whniosek:

x000 || =1

Whiosek:
X O C, ¢* =cosx+isinx
X 0O C, ¢ ™ =cosx4 sinx

Stwierdzenie:
cos(-x)=cos(x)
sin(-x)=-sin(x)

Stwierdzenie:

sin(x)+sin(y)=2 sin@ o +2 y@ COS@Q@
Y y

2

foos

Xt

:

cos(x)+cos(y)=2 cosg

Stwierdzenie:
BinhO<hg hO O

Stwierdzenie:
|sinx - siny|< [x- 3], x,yO O
|cosx- cosy|5 |x- y| , x,yo o

Stwierdzenie:
08 >0t.z. 0<h<d 0 O<sinh<hil>cosh>0

Whniosek:
In(-1)=mi +2nmi,n0 Z

Whiosek:
Wielomian stopnia n ma dokfadnie n (wliczajgc wielokrotne) pierwiastkéw zespolonych

Stwierdzenie:
Zatozenia:
f:P - 0O jestciggtawintP
f jest rézniczkowalna w intP
Teza:
f spetnia warunek Lipschitza = [f ‘(x)Jjest ograniczona

Uwaga:



T ‘(x)djest najmniejszg statg Lipschitza dla f

Uwaga:
Funkcja jest wypukia, gdy zbiér nad wykresem jest wypukty

Whniosek:
f:(a,b) — O rézniczkowalna jest wypukta[$cisle] - f ‘:(a,b) - O jest niemalejaca[Scisle
rosngcal

Stwierdzenie:
f wypukia, ale nie Scisle. Wtedy istnieje przedziat [c,d]i liczby a, B t.z. t O [c,d]0 f(t)=at+

Stwierdzenie:

X
a>10 lim & -,
Xo b

X

b>00 lim ln_bx:o
X- 0 X

a>00 11121, X2 Inx=0

Uwaga:
C" (P) jest przestrzenig liniowg nad O (C) i zachodzi wzér (af+bgf™ =af"+bd" (w punktach)

Stwierdzenie:
lloczyn, iloraz, ztozenie funkcji n-krotnie rézniczkowalnej [klasy C" ] jest funkcjg n-krotnie
rézniczkowalng [klasy C" ]

Stwierdzenie:
Funkcja odwrotna do funkcji n-krotnie rézniczkowalnej [klasy C" ] jest funkcjg n-krotnie
rézniczkowalng [klasy C" ] o ile f * istnieje, jest ciggtai f * sie nie zeruje.

W2zér: (Leibniza)

r (In(]

7 n ~
(f9)(xo)=73 [, 0F " (x)e™ (x0)
k= 00kl
Uwaga:

9 (x0)=To¥(x0,0) dla O<ks<n

Whniosek:
F(x0) | g0 istniefa | F¥(xc)=g"(xo) dla k=0,1,2,..,nto lim L0t M- gt 1) _

" 0
h

Uwaga:
Warunek Lipschitza jest szczegbélnym przypadkiem warunku Holdera

Stwierdzenie:
Zatozenia:

D jest przedziatem

F1, F2 sg funkcjami pierwotnymif:D - O
Teza:

F.-F, jest funkcjg statg

Stwierdzenie:
Jesli dla x O (a,b) zachodzi ag+ax+...+ax"=bet+bx+...+hx i a, # 0 # by, to n=ki a=hdla
i=0,1,...,.n

Uwaga:
deg0=-
deg(vw)=degv +degw
deg(w+v)< max(degw, deg v)






