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ZADANIA Z MATEMATYKI OBLICZENIOWEJ

Zaproponuj algorytm obliczania wartosci wyrazenia
f@)=0+2P-1 dla >0

z btedem wzglednym na poziomie doktadnosci arytmetyki.

Niech f(z) = v2z + 30 — /22 + 10 dla x > —5. Rozpatrzmy dwa algorytmy, Al i
A2/ obliczania f(x).
Al: zgodnie z powyzszym wzorem,
A2: korzystajac z rownowaznego wzoru
20

@)= s var o

Ktéry z tych algorytméw nalezy zastosowaé do obliczenia f(x) w arytmetyce fI,, dla
x rzedu 1097 Podaj krétkie uzasadnienie.

Jak w arytmetyce fl, policzyé¢ wartosé funkcji 1 — cos(4x) dla z na poziomie do-
ktadnosci arytmetyki, aby otrzymaé¢ maly btad wzgledny? (Zaktadamy, ze funkcje
trygonometryczne potrafimy liczy¢ z btedem wzglednym na poziomie btedu repre-
zentacji.)

e Wobec tozsamosci

1 — cos(4x) = (cos®(2z) + sin*(2z)) — (cos®(2z) — sin®(2z)) = 2sin*(22),
podane wyrazenie mozemy policzy¢ z btedem na poziomie reprezentacji stosujac wzor
po prawej stronie tego réwnania.
Czy wystepowanie zjawiska redukcji cyfr znaczacych oznacza, ze zadanie odejmowa-
nia liczb ‘podobnych’ nie jest dobrze uwarunkowane?

e Tak, bo skoro odejmowanie jest numerycznie poprawne (ze stalymi kumulacji 2) to
dobre uwarunkowanie oznaczaloby tez wynik w fI,, z btedem wzglednym na poziomie
v. Mielibysmy sprzeczno$c.

O

Niech a; > 0 dla 1 < i < n. Czy z punktu widzenia btedéw w fI,, lepiej jest policzy¢
sume tych liczb w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej czy odwrotnie?
e Mamy
n n
(55
i=1 i=1
przy czym to oszacowanie gorne jest ostre. Prawa strona jest oczywiscie najmniejsza

gdy kolejne a; dodajemy w kolejnosci od najmniejszej do najwickszej.
OJ

n n

< Z |€i|CLi é V<na1 + Z(n — 14+ 2)@1),

i=1 1=2
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Niech A bedzie nieosobliwa macierza kwadratowa. Pokaz, ze jesli ||E|| < Kyv||A] i
€]l < Kav|[Z] to

I(A+ E)(&+ @)l & (K + Ka)([Al[[ATH]) v | AZ]).
(Zaktadamy, ze norma macierzowa jest zgodna z norma wektorowa, || AZ|| < || A||||Z].)

e Mamy

1A+ E)(Z +é)|| = [|Ae + Ez + Eel| < [[Allllell + [[E[IZ] + [ £]]]lel]
< (Ko + Ko + K Fov) v [ A2 £ (K + K)(JAIATH) v (| AZ]l,

gdzie uzyliémy nieréwnosci || Z|| = [|[A AZ| < ||A7Y|||AZ].
0J

Wykaz, ze naturalny algorytm obliczania cosinusa kata pomiedzy wektorami 6,5 €
R"™,

a;b;
cos(d,b) = 7

j 1

J(Ema) (S 8)

jest numerycznie poprawny. Oszacuj btad wzgledny wyniku w f7,,.

e Dla iloczynu skalarnego mamy

ﬂy(zajby) Zag (I+e),  lglz+2r
j=1

W mianowniku dodajemy liczby nieujemne, wiec wynik obliczony jest nieco zaburzo-
nym doktadnym wynikiem,

ﬂ(J(jZl )(Zb2)> = J(Z )(Zb2> (1+a), la|S(n+3)w

7j=1

Przyjmujac Z;j = b;(1+¢;) za dane zaburzone dostajemy

a]b

-,

ﬂy(cos(o_i, b)) = =t
J(zm)(z)

gdzie do e ‘wciggneliSmy’ blad z dzielenia, « i sztucznie dorzucone bledy przy b;
w mianowniku. Wynik w fi,, jest wiec nieco zaburzonym doktadnym wynikiem dla
doktadnych a; i nieco zaburzonych b;.

Aby oszacowaé btad wzgledny, przenosimy blad (1 + «) do licznika i dostajemy

(L+e)  lel S2(n+3)w

~

7 7 1 4503 j=114;b; X
A1, (cos(@,B)) — cos(a@. )| = ’ZHJGH Twnf < %<2n+5>(’§;:1'%’;j") v | cos(@, b

O
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Pokaz, ze naturalny algorytm obliczania || AZ||» dla danej macierzy A € R™*™ i wek-
tora & € R™ jest numerycznie poprawny. Doktadniej,

A, (1AZ]2) = [[(A+ E)Z]2,
gdzie || Ell2 S k(n)v||All2 i k(n) = 3y/n(5 + 1). Ponadto, jesli A jest nieosobliwa to

A, (IAZ]2) — Al £ k) v (Al A l2) 11AZ]
e Mamy

A, (1AZ]]5) = JZ

gdzie |g; ;| S (n+2)v, In;| S nv, |0] < v, a stad

2

(14 m) (L+0) = (%),

Z ai,jycj(l + 81j>
j=1

gdzie (14 w;;) = (1 + &)L+ )21 +6), |wiy| $ 3(2 + 1)v. Stad traktujac
a;; = a; (1 +w; ;) jako dane zaburzone dostajemy

n 1/2 " N
1Bl = (3 s Ploigl?) " S 3(2 + DIIAllE < 3va(: + 1) Al

ij=1
Aby pokaza¢ druga cze$¢ zadania, wystarczy wykorzystaé¢ nieréwnosé trojkata;
1A + B)all, — |AZ]2| < [|EZ]|2 < | B2l AT AZ]2 < k(n)v||All2l| A7 2| AZ]|2.
O

Wykaz, ze algorytmy obliczania wartosci kazdej z niewiadomych z i y w ukladzie
dwoch réownan liniowych z dwiema niewiadomymi za pomoca wzoréw Cramera (tj. z
wyznacznikami) sa numerycznie poprawne.

Rozpatrzmy dwa zadania, S : F' — G iT : G — H. Niech ® i ¥ beda algorytmami
doktadnymi rozwigzujacymi, odpowiednio, zadania S i T. Oba algorytmy sg nume-
rycznie poprawne w zbiorach danych Fy C F'i Gy C G, przy czym S(Fy) C Gy, tzn.
istnieja 1y > 0, Ky, Ky, K3, K3 > 0, takie ze dla v < vy i dowolnych f € Fy i g € Go
mozna wskaza¢ f € F'i g € GG speliajace:

If = fIl < Ewlfll, - IA(R() = S(f
19— gll < Ksrllgll,  I,(¥(9)) = T(g

W danej przestrzeni unormowanej X, niech B(
Zatoézmy, ze istnieja o9 > 01 M > 0 takie, ze
(a) Vo< VfeF  B(S(f),0) € S(B(f,6M)), albo

(b) Vi<d VgeG  T(B(g,8)) € B(T(g),0M)).
Wykaz, ze wtedy ztozenie W o @ jest algorytmem doktadnym dla zadania ztozenia
ToS:F — H, ktéry jest tez numerycznie poprawny w Fy. Doktadniej dla f € Fy
istnieje f* € F takie ze: w przypadku (a)

I = A< Evifl A ((F o @)(f) = (T o S)(f)Il < Ka|[(T o S)(£9),

HIl < KavlIS(HII,
) < Ka|[T(g)]]
1) ={r € X oy =zl < rfl=f]}-
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gdzie K 5 (Ky + K3)M + K, a w przypadku (b)

I =l < Kwlfl, 1A ((®o®)(f) = (T o S)(F)I < KvII(T o S)(F),
gdzie K 5 (M K5 + K4).
e Ustalmy f € Fy i przyjmijmy g = f1,(®(f)). Wtedy

(@ o ®)(f)) = A,(T(f,(2(f))) = A,(T(9)),
co implikuje
15— SO < g —gll+llg = S < 3V||9||+K2V||5( DI
< Ka(llg = S+ ISI) + Kov||S(f
< (Ko + K+ KzKSV)VHS(f)H
Przyjmijmy K5 = Ky + K3 + Ko K3v &~ Ko + K3. W przypadku (a) istnieje f* € F
takie, ze || f* — f|| < MKsv| f|| oraz S(f*) = g. Stad
1= F < UF = FIHIF = FIl < MEsp| Fll+ K| fll < (MEs+ K+ K sl £]],

1/, (Wo®@)(f)—(ToS)(f)Il = I, (¥(9) =T @) < Kav || T(9)| = Kar[[(ToS)(f7)I-
W przypadku (b) zachodzi IT(G)—T(S(f))|| < MEsv||[T(S(f))|. Stad, przyjmujac
fr=f mamy [|f* — f|| < K| f] i
[,(¥ 0 @)(f) = (To $)(F) = 1A, (¥(9) = T(S(F)]
<A, (¥(9)) = T@) + IT(3) = TSNl < K |T@)]| + MEsv|T(S(f))]
< (MK5 + Ky + MKyKsv)v||(T o S)(f7)]]-
U

Rozpatrzmy arytmetyke statoprzecinkowa fz,, gdzie réznica pomiedzy liczba rzeczy-
wista « a jej reprezentacja fr,(x) wynosi |x — fz,(x)| < v. Powiemy, ze algorytm @
realizujacy przeksztalcenie S : F' — G jest numerycznie poprawny w zbiorze danych
Fy C F gdy istnieja K, K3 o nastepujacej wtasnosci: dla dowolnych danych f € Fy
i dostatecznie silnej arytmetyki (v < 1) istniejg dane f € F' takie, ze

If = flIl < Kw  oraz|fr, (®(f) = SN < Kov.

(fr, (®(f)) jest tu wynikiem zwracanym przez ® w arytmetyce fr, dla danych f.)

Niech teraz @, Py beda algorytmami numerycznie poprawnymi realizujacymi od-
powiednio przeksztatcenia S7 : X — Y oraz Sy : Y — Z. Wykaz, ze jesli Sy spetnia
warunek Lipschitza w Y to ztozenie &5 o & realizujace przeksztatcenie S = S50 .57 :
X — Z jest tez algorytmem numerycznie poprawnym.

e 7 numerycznej poprawnosci ¢; mamy istnienie f € X takiego, ze
If = flIl < EKw i fe, (@1(f) = Siu(H < Ko

Oznaczmy g = 5 ( f) 7, numerycznej poprawnosci o mamy z kolei istnienie g € Y
takiego, ze

19 = fo, (Pr()I < Ksv i [[f, (P2 0 @1)(f)) — S2(9)) ]| < Kav.



Zauwazmy, ze

19— gll <Ilg = fz, (22D + 1 /2, (21(f)) — gll < (K5 + Ka)v.
Stad, oznaczajac przez L stala Lipschitza dla Sy dostajemy
£z, ((®2 0 @1)(f)) = (S2 0 51)(f)]

< | fz, (D20 21)(f)) — S2(g)]l + 1152(9) — S2(9)
< Ky + L||g — 9| < Kyv + L(K3 + Kp)v = K,

gdzie K = K4 + L(K3 + K3), czyli numeryczna poprawnosé ztozenia @9 o @;.
0

(12) Wykaz, ze dla normy pierwszej macierzy A = (a; ;) € R™" mamy

[Alh = max Z|au|

1<j<n

a dla normy nieskorniczonos¢

n
[Allc = max Z\ai,ﬂ-

1<i<m =

e Dla normy pierwszej mamy

m n
IAZ] = Y| D aiga;
i=1 =1
m

n m
= (s lewsl) (S ool) = s Xolesl) 21

Z drugiej strony dla wektora * = €j«, gdzie 7* jest indeksem kolumny dla ktérej max
jest osiagniete, mamy
SR

n m
<D0 aigllz]

=1i=1

<.

m
47 = (Y Jose
i=1
7 kolei dla normy nieskonczonosé,
n
[AZ]|o = 1o Zaz 3T

< @ggm)ggggymoz(gggmm)mm

iy LS 7S,

< 1@%}( Z |aw||mj|

i z drugiej strony mamy wszedzie powyzej réwnosci dla 75 = |a;- ;
(albo 75 = 0 jesli a;- ; = 0), mamy
Eals

4] = ( Xl




(13) Wykaz, ze norme druga macierzy mozna wyrazi¢ jako

(14)

(15)

1Al = max VA,

AeSp(AT A)
gdzie Sp(B) jest zbiorem wszystkich wartosci wltasnych macierzy B.

e 7 algebry liniowej wiadomo, ze jesli macierz kwadratowa B € R™"™ spelia B =
BT > 0 to istnieje w R™ baza ortonormalna wektoréw wtasnych macierzy B, a odpo-
wiednie wartosci wlasne sa rzeczywiste i nieujemne. Oczywiscie, (AT A) = (ATA)T >
0. Niech {7;,\;}, 1 < i < n, beda parami wlasnymi macierzy AT A, przy czym
(Ti,Zj)e = 0ij 1 A\ 2 Ag > -+ > N, > 0. Zapisujac dowolny wektor w tej bazie,
3, a,F; mamy

JAZI2 = (AF, AZ)s = (ATAZ, &)y — <Za,~)\@’i, Zajfj>

= Z Xiaia; (Ti, Tj)a = Z)‘ lail* < M Z’az‘Q A1)

i,j=1

Stad [|A]l2 < V. Z drugiej strony, mamy

’|Af1||2 = \/<Af1,Afl> = \/<ATA(L’1,.T1 2 = \/ == \/_1 |JI1H2

O

Wykaz, ze dla macierzy A € R™*™ mamy
1Al = sup sup |57 AZ|.
[1Zll2=1 [|g]]2=1
Wywnioskuj stad, ze ||Allz = || AT |2
e Dla [|g]l2 = [|Z]l2 = 1 mamy |y TAz\ = |(AZ, 9)2| < ||AZ]|2, co dowodzi nieréwnosci

‘>’. Dla dowodu odwrotnej nieréwnosci zauwazmy, ze jesli dla Z' takiego, ze ||Z]]2 = 1
i AZ # 0 wezmiemy § = AZ/||AZ], to

(42)7(42)
R

Aby pokazac¢, ze ||AT||y = ||Al|2, wystarczy zauwazy¢, ze

yrAZ = = [|AZ]2.

GTAZ = (ngAZ) = zTATy.
0

Pokaz, ze dla A € R™™ macierze ATA i AAT maja takie same niezerowe wartosci
wtasne, a podprzestrzenie wtasne im odpowiadajace maja ten sam wymiar. Wywnio-

skuj stad, ze [|AT||y = || A]|o.

o Jedli A > 0 jest wartodcig wlasng macierzy ATA, a & # 0 odpowiadajacym jej
wektorem whasnym, czyli ATAZ = A%, to AT # 0 oraz (AAT)(AZ) = A(AZ), czyli
A jest tez wartoécig wlasng macierzy AAT, a AT jest jej odpowiadajacym wektorem
wtasnym. Podobnie, jesli A i 7 jest parg wtasng macierzy AA”, przy czym \ > 0, to
A\ i ATZ jest para wtasng macierzy AT A.
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Niech V; i V, beda podprzestrzeniami wtasnymi macierzy ATA i AAT odpowi-
dajacymi wartosci wlasnej A # 0. Z poprzednich rozwazan mamy, ze A(V;) C V, i
AT(Vy) C (V1). Macierz A jest réznowartosciowa na V;. Jesli bowiem ¥, % € V; i
Afl = AfQ to A(fl —fg) = 6, CO 1mphkuJe fl = fg, bo (ATA)(fl —fg) = )\(fl —fg).
Stad dim V; = dim A(V;) < dim V5. Podobnie dim V, < dim Vj, czyli dim V; = dim V5.

Rownos$é wymiaréw podprzestrzeni witasnych odpowiadajacych niezerowym warto-
$ciom wlasnym \ wynika z faktu, ze zaréwno A jak i AT sg réznowartoéciowe na

Druga czesé zadania wynika teraz z (13).
0

Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € R™*"™ mamy

1Al < [[1All2 < [Alle < y/min(m, n) [[A]l,,

gdzie |A| = (|ai ). Stad wywnioskuj, ze
A =rd(A)l; < |A=rd(A)llp < Az < min(m,n)v|[All,.

e Pierwsza nieréwnos$¢ wynika bezposrednio z deﬁnicji bowiem

2
418 = swp 4TI = sup 3°[Saises| < s 3 (S laugle])
HI||2— 1Zll2=1 j=1 j=1 1Z]l2=1 j=1 j=1
= s 3 (Sale) =141
Hﬂﬁllz li=1
Niech @’ beda wektorami-wierszami macierzy A, tak ze A = (dy,da, ..., dn)"

Wykorzystujac nieréwnosé Schwarza dla ciagdbw mamy
m 2 m
1AZ3 =" (@ 22| < D lla 311713 = A3
=1 =1

Poniewaz A jest dowolne to powyzsza nieréwnosé zachodzi tez dla A = | A].
Aby pokaza¢ ostatnig nier6wnos¢, niech b; beda wektorami-kolumnami macierzy
A, tak ze A = (by,ba,...,b,). Wtedy

41 = 1515 = 3 1465 < 3 141% = nll4JE

czyli ||Al|g < v/n||Al2. Biorac macierz transponowana i wykorzystujac wynik z (15)
mamy z kolei

1Alle = ATz < Vm[AT||z = Vm| A]]2.
O

Pokaz, ze dla dowolnej macierzy A € R™*" mamy
IALZ < 1Al Al

e Jedli \ jest wartoécig wlasna macierzy B, a @ # 0 jej odpowiadajacym wektorem
wlanym to ||BZ|| = |A|||Z]|. To oznacza, ze dla norm macierzowych indukowanych
normami wektorowymi zachodzi || B|| > |A|.
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Wobec (13) mamy teraz
1Al = max A< [ATAllo < |4 (ool Alloo = Al Alloc-

AeSp(AT A)

O

Macierz A dana jest wpostaci blokowe;j

Al,l A1,2 e Al,n
A — A.Q,l A.2,2 e A2,n
Am,l Am,? e Am,n

Wykaz, ze dla dowolnych 4, j mamy || 4; ;]|, < || 4], dla 1 < p < 4o0.

e Wykorzystamy wprost definicje normy macierzy. Ustalmy i, j. Niech & = (6, Z, 6)T
bedzie wektorem o wymiarze rownym liczbie kolumn macierzy A, ktéry ma elemen-
ty niezerowe jedynie w miejscach odpowiadajacych numerom kolumn macierzy A; ;.

Wtedy Z ma wymiar réwny liczbie kolumn macierzy A, ; oraz
A.f == (ALJ'Z, oo ,AmJZ)T.
Stad
A7 (S 14e,702) A7
1AZ]l k= 1 2eaZ W) 4% |l

|All, =sup =—=—* > sup - > J
720 TNy~ z—@zo)r40 12|, =5 Zlp

= || Ai;llp-
]

Pokaz, ze dla danej macierzy A i permutacji P istnieje co najwyzej jeden rozktad
PA = LU na macierz trojkatna dolng L z jedynkami na przekatnej i na macierz
tréjkatng gorng U.

o Jedli LUy = LyU, to UyUy; ' = Ly'Ly. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze macierz
odwrotna do gornej (dolnej) tréjkatnej jest tez gérna (dolna) tréjkatna, a jesli do-
datkowo na gtéwnej przekatnej miata jedynki, to odwrotna tez zachowuje te wtasnosé.
Podobnie, iloczyn dwéch macierzy gérnych (dolnych) tréjkatnych jest macierza gor-
na (dolna) trojkatna, a jesli dodatkowo miaty one jedynki na gléwnej przekatnej to
iloczyn te wlasnoéé zachowuje. Stad macierz U Uy ' jest trojkatna gérna, a L7 Lo
jest trojkatna dolna z jedynkami na gléwnej przekatnej. Z ich réwnosci wynika, ze
obie musza by¢ macierza identycznosciowa i w konsekwencji Uy = Us i Ly = Ls.

OJ

Pokaz wykonalnos¢ algorytmu przeganiania dla macierzy tréjdiagonalnych

ay G
by ay co
A = bs as cs3

b, a,
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(22)
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z dominujaca przekatna, tzn. gdy |a;| > b+ |c;| dla 1 < i< n (by =0 = ¢,). Ponad-
to, w kazdym kroku eliminacyjnym, element maksymalna zwigksza si¢ co najwyzej
dwukrotnie.

e W pierwszym kroku eliminacyjnym mamy lp; = be/a;y, przy czym a; # 0 bo
la1| > |e1]. Przy eliminacji elementu (2,1) macierzy A zmienia sie jedynie element
(2,2) i przyjmuje warto$¢ ay = as — c1lay = ag — cl%. Wykorzystujac dominacje
przekatnej mamy

bs| b 1]
41 > Jasl — a2 > (o (R
|a5] > |as] |Cl||a1| (| 2| + |C2|) |Cl||a1| b | + [ea] > eal,

a to oznacza, ze macierz powstata po pierwszym kroku eliminacji ma tez dominujaca
przekatnag. Ponadto,
b2 b2

|ay| < ag| + \01|m < |ag| + |al\m = |ag| + [b2],
1 1

co z kolei oznacza, ze maksymalny element zwicksza si¢ co najwyzej dwukrotnie.
Nietrudno zauwazy¢, ze to samo rozumowanie stosuje si¢ indukcyjnie w kolejnych
krokach eliminacyjnych. Algorytm jest wiec wykonalny bez przestawien wierszy.

O

Pokaz, ze jesli eliminacje Gaussa z wyborem elementu gtéwnego w kolumnie zasto-
sujemy do nieosobliwej macierzy tréjdiagonalnej A jak w zadaniu (20) to wzrost
elementu maksymalnego macierzy nie bedzie zalezat od n. Doktadniej,
maXIGEIZ)! < 2 ma.X!ai,j\.
2,9,k ’ i,
e Oznaczmy przez M wartos¢ maksymalnego elementu macierzy wyjéciowej A = A©),
Uzyjemy indukcji po k aby pokazaé, ze cze$¢ macierzy A®) | ktéra nie ulegta jeszcze
eliminacji jest postaci
bip b1
bag baa ba3

(n—k)x(n—k)
bs,2 53,3 b3,4 €R !

gdzie by 1] < 2M, a moduly pozostatych niezerowych elementéw sa nie wigksze od
M. Oczywiscie, macierz A©®) ma powyzsza wlasnoéé. Zalézmy, ze whasnosé zachodzi
dla & > 0. W kroku £k + 1 mamy dwa przypadki. Jesli elementem gtéwnym jest b; 1 to
po eliminacji zmienione elementy wynosza b = 0, |b5 5| < |bao| + |b1| < 2M, oraz
|05 5] = |ba3]. Jedli zad elementem gléwnym jest by ) to zamieniamy wiersze pierwszy z
drugim i mamy to samo, czyli b5 ; = 0, [by 5| < [ba1| 4 [b22| < 2M, oraz b 5| < [by3].
Ostatecznie, macierz U = (u; ;) = A=Y jest trojdiagonalna, doktadnie; u;; = 0 dla
i < j < i+ 2, gdzie na diagonali mamy |u, ;| < 2M, a pozostale elementy |u; ;| < M.
OJ

Pokaz, ze dla nieosobliwej macierzy Hessenberga (a;; = 0 dla ¢ > j + 2) eliminacja
Gaussa z wyborem elementu gtéwnego w kolumnie daje

max [a[}| < (k+ 1) max |a;,.
1,7, 2,7
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(23)

e Podobnie jak w rozwiazaniu zadania (21), niech M bedzie maksymalna wartoscia
w macierzy wyjsciowej. Uzyjemy indukcji po k aby pokazaé, ze czeéé macierzy A®)
ktora nie ulegla jeszcze eliminacji jest postaci

bii b2 biz bia

b2 1 b2 2 62,3 b2,4 e

B = b3z baz bza -+ | ¢ RO—F)x(nh)
byg byg -

gdzie [bi;| <K (k—1)M dlal < j<n—Fkilb; < Mdai<j<n-—Ek,
2 < i < n— k. Oczywiscie, ta wlasnos¢ zachodzi dla k = 0. Zalézmy, ze wltasnosé
zachodzi dla k > 0. Jesli elementem gléwnym jest b;; to nie zamieniamy wierszy i
fowe” elementy wynosza by ; = 0 oraz dla i < j < n—k mamy |by ;| < |ba ] + [b1 ;] <
M+ (k—1)M = kM. Podobnie, jesli zamieniamy wiersze pierwszy z drugim to znowu
by, =0oraz dlai < j <n—Fkmamy |b;| < |[by;|+ |bo;| < (k—1)M+ M =KM.
O

Pokaz, ze jesli macierz pelna A ma dominujaca przekatna, tzn.
n
2ai;| > Y ai,l, 1<i<n,

to jest to macierz nieosobliwa. Ponadto, eliminacja Gaussa jest dla takich macierzy
wykonalna bez przestawien wierszy.

° Pokazemy najpierw nieosobliwo$¢ macierzy A. Zatézmy, ze AZ = 0 dla pewnego
i # 0. Mozemy zatozyé, ze ||| = 1. Niech |z,| = ||Z]|os. Wtedy s-ty element
Wektora AZ wynosi

n
0= D acys| > lansal = 3 lasyes] > lass] = 3 las,|
=1 J#s J#s
co przeczy dominacji przekatne;j.

Teraz wystarczy pokazac¢, ze macierze powstajace w kolejnych krokach eleminacji
Gaussa sg macierzami o dominujacej przekatnej, bo wtedy elementy diagonalne sg
niezerowe. W tym celu, wystarczy rozpatrzy¢ pierwszy krok i zobaczy¢ co sie dzieje
gdy zerujemy element (2, 1). Elementy w drugim wierszu wynosza a5, = 0 oraz

a .
GIQJ» = (127]' — al,ji dla 2 < ] < n.
ai
Stad

n
a21
Z|a2 < Z 2,j Z arj| < (Jage| — ,>+’a11‘(|01,1|—|a1,2|)

asi|

= |a2,2|a

lasa| — |Cll,2|| 2’1‘ <

|a1,1|

Q29 — A12
ai

co nalezato pokazac.
O



(24)

(25)

(26)

11

Wykaz numeryczng poprawnosé rozktadu A = LU za pomoca eliminacji Gaussa bez
przestawien wierszy dla macierzy A z dominujaca przekatna (wierszowo).

e Wystarczy zauwazy¢, ze w kazdym kroku eliminacyjnym element maksymalny ma-
cierzy zwieksza sie co najwyzej dwukrotnie. Rzeczywiscie, korzystajac z zadania (23)
mamy, ze

a .
65,1 < lag + lang |22 < a4 faasl, 2 <
bo |a17j| < |CL1’1|.
O
Jesli
(A+E)7 = 0,

gdzie ||E, < Kv| A||,, to oczywiscie dla residuum 7= b — AZ mamy
17l < Ev[[Allp[IZ]],-

Pokaz, ze dla p = 1,2, oo zachodzi tez twierdzenie odwrotne, tzn. jesli spetniony jest
warunek |7, < Kv||A|,||Z]|, to istnieje macierz pozornych zaburzen E taka, ze

|E||, < Kv||A|, oraz spetniona jest réwnosé (A + E)Z = b,
e Dla p = 1 bierzemy

=y

B =

(sgnzy,...,sgnz,).

121
Wtedy [|[E|l1 < ||7]|1/]1Z]|l1 < Kv||A]|1 1 wobec tego, ze (sgnzy,...,sgnz,)z = |71,
mamy tez (A+ E)Z = AZ+ 7 =b.
Dla p = 2 bierzemy
> T
E=_—.
1213
Wtedy znowu [|Ely < [[7ll2/[1Z ]l < Kv[|All2 i (A+ E)Z = A7+ F(Z72)/||Z]3 =
AZ+7=0D.
Z kolei dla p = 400 bierzemy

B F(sgilzk)ef’
12 o
gdzie k jest tym indeksem, dla ktorego |zx| = [|Z]|co. Wtedy w oczywisty sposéb
[Elloe < 7N/ 17 lloc < Kv[[Alloc. Mamy tez (sgnzr)éy 7 = |zi| = ||| i dlatego
(A+ E)Z=AZ+7=0.
]
Dana jest macierz
120
A=12 1 2
0 2 1

Wyznacz czynniki P, L, U rozktadu PA = LU. Za pomocg wyznaczonego rozkladu
rozwiaz uktad réwnan AZ =b dla b= [6,4,—4]T.
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(27) Stosujac (dostownie) algorytm eliminacji Gaussa z wyborem elementu gtéwnego w

kolumnie dokonaj rozktadu macierzy

-11 0 -3

10 3 1

A= 01 -1 -1
30 1 2

na iloczyn PA = L R, gdzie P jest macierza permutacji, L macierza trojkatna dolna
z jedynkami na gtéwnej przekatnej, a R macierza trojkatng gorna.

o Wspdtezynniki [;; bedziemy ‘odktadac’ w macierzy L, ktora na poczatku jest
macierza zerowa, a macierz P w wektorze permutacji p o poczatkowej zawartosci
(1,2,3,4)T. Najpierw przestawiamy wiersze 1 z 4 w wektorze p i macierzy A (bo
element gtowny jest w A(4,1)) i dostajemy konfiguracje

4 30 1 2

9 10 3 1
p=1g3 | 4= 01 -1 -1 | L=

1 11 0 -3

(Puste miejsca oznaczaja, ze tam sg zera.) Wpisujemy odpowiednie wspétezynniki do
pierwszej kolumny macierzy L i eliminujemy wyrazy w pierwszej kolumnie macierzy
A. Dostajemy

4 30 1 9
|2 B 0 8/3 1/3 B 1/3
p=1g3| 4= 11 1| L= 0
1 1 1/3 —7/3 ~1/3

—~

Teraz element gltéwny jest w A(3,2) wiec musimy przestawic¢ wiersze 2 z 3 w wektorze

p, macierzy A i macierzy L,

4 30 1 2
3 1 -1 -1 0
p=1q | A= 083 13| “T| 13
1 1 1/3 —7/3 ~1/3

Po nastepnym wpisaniu wspotezynnikéow do L i eliminacji w drugiej kolumnie macie-
rzy A dostajemy konfiguracje

4 30 1 2
3 1 -1 -1 0
p=1qo | A= 83 13 L= 13 0

1 4/3 —4/3 ~1/3 1

Element gtéwny jest w A(3,3), wiec w ostatnim kroku nie bedzie przestawien. Wpi-
sujemy ostatni wspotczynnik do L, wpisujemy jedynki na jej przekatnej, eliminujemy
element A(4,3) i ostatecznie mamy rozktad PA = LU postaci

1 -1 1 0 -3 1 30 1 2
1 10 3 1] 0 1 R R |
1 01 -1 -1 ]|~ 1/3 0 1 8/3 1/3

1 30 1 2 -1/3 1 1/2 1 —3/2
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O

(28) Dana jest macierz

1 1 0 -1
o221 0 et
A= 1 1 3 1 |ERT
1 -3 -2 3

Stosujac eliminacje Gaussa, znajdz czynniki rozktadu PA = LU tej macierzy, gdzie
L € R¥* jest macierza tréjkatng dolng z jedynkami na gtéwnej przekatnej i pozosta-
lymi elementami o module nie wickszym od jednosci, U € R** jest tréjkatna gérna,
a P € R jest macierzg permutacji.

(29) Niech
3 2 1
A=1] 30 22 11 | e R*®3,
0 20 110

Znajdz metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu gtéwnego w kolumnie macierze
L,U i P takie, ze PA = LU, gdzie L € R3*3 jest macierza trojjkatng dolng z jedyn-
kami na gtéwnej przekatnej i wszystkimi elementami co do modutu nie wigkszymi od
jednodci, R € R®*3 jest trojkatna gorna, a P € R3*? jest macierza permutacji.

(30) Pokaz, ze macierz

4 2 -2
A= 2 2 1 | eR¥>3,
-2 1 21

ma rozktad Choleskiego A = LDLY. Wyznacz ten rozklad i za jego pomoca rozwiaz
uklad réwnan AT = b, gdzie b = (0,2, 4]7.

(31) Niech
4 -2 0 =2 8
-2 2 1 1 - -3
A= 0 1 5 2 |’ b= 13
-2 1 2 3 2

Znajdz macierz tréjkatna dolng L z jedynkami na gtéwnej przekatnej i diagonalng
D, takie ze A = LDLT. Korzystajac z tego rozkladu rozwigz uktad réwnan A7 = b.

(32) Wykonaj rozktad Choleskiego A = LDL”T macierzy

4 8 12 16
A_ |8 1930 4
~ |12 30 50 70

16 41 70 100
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(33)

(34)

(35)

Macierz
2 6 —4
A= 6 17 —17
—4 —17 =20

jest nieosobliwa i symetryczna, ale nie jest dodatnio okreslona. Znajdz, jesli istnieja,
macierz trojkatng dolna L z jedynkami na gltéwnej przekatnej oraz macierz diago-
nalng D takie, ze A = LDL™. Czy taki rozklad istnieje dla dowolnej nieosobliwej i
symetrycznej macierzy A?

e Przeprowadzamy eliminacje Gaussa bez wyboru elementu gltéwngo wykonujac ko-
lejno odpowiednie operacje A = L ALT i A® = LyAV LY. Formalnie, wystarczy
wyliczaé wyrazy na i pod diagonala kolejnych macierzy A%, bo pozostate wyrazy
dostajemy z symetrii. Otrzymujemy A = LDLT, gdzie

1 2
L= 31 . D= ~1
—2 5 1 —3

Przy okazji stwierdziliSmy, ze macierz A nie jest dodatnio okreslona, bo nie wszystkie
elementy diagonalne macierzy D sa dodatnie. Taki rozktad nie zawsze istnieje dla
macierzy symetrycznych i nie okreslonych dodatnio, bo w procesie eliminacyjnym
moze pojawic¢ sie zero na gtownej diagonali, np. dla macierzy

)

Niech macierz A = AT > 0. Wykaz jednoznacznoéé¢ rozktadu A = LDLT, gdzie
L jest macierzg trojkatna dolna z jedynkami na gtéwnej przekatnej, a D macierza
diagonalng z dodatnimi elementami na gtéwnej przekatne;j.

O

e Oznaczajac U = DLT mamy na podstwie tezy zadania (19), ze rozktad A = LU jest
jednoznaczny, co oznacza, ze macierz diagonalna D = U(LT)™! tez jest wyznaczona
jednoznacznie. [

Zaproponuj algorytm rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Ax = b7z macierza
nieosobliwg A = (a;;) € R™" taka, ze a;; = 0dla |i —j| > 2,1 <i<n-—1,
1 < 7 < n. (Zauwaz, ze ostatni wiersz jest w og6lnosci pelny.) Algorytm ma dziataé
w czasie liniowym w n i by¢ numerycznie poprawny.

e Macierz A" ma elementy niezerowe na trzech centralnych diagonalach oraz w ostat-
niej kolumnie. Nietrudno zauwazy¢, ze stosujac eliminacje Gaussa z wyborem ele-
mentu gtownego w kolumnie mozna te¢ macierz kosztem liniowym w n roztozyé¢ na
odpowiedni iloczyn PAT = LU, gdzie macierz L oprocz jedynek na gléwnej diago-
nali ma co najwyzej jeden element niezerowy w kazdej kolumnie pod ta diagonala, a
macierz U ma elementy niezerowe u;; dla i < j < i+ 2 idla j = n. Rownowaznie

mamy APT = UTLT. Uklad AZ = b jest wiec réwnowazny uktadowi

(APTYPZ=b albo UTL"PZ=10
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i mozna go rozwiazaé rozwiazujac kolejno kosztem liniowym uktady:
Ulg=0b, LTz=¢,  #=P"%
Algorytm jest numerycznie poprawny, bo numerycznie poprawna jest eliminacja
Gaussa z wyborem elementu gtéwnego.

Dla danych punktow

(xlv yl) = <_17 1)a (an y2) = (_1a 0)7 ($37y3) = (_27 2)7 (3747?/4) = (07 O)
poszukujemy wielomianu postaci w(x) = ag + a1z minimalizujacego
4

> (w(@:) —y:)*.

i=1
Sformutuj odpowiednie zadanie wygtadzania liniowego (liniowe zadanie najmniej-
szych kwadratow) i rozwiaz je dowolnym sposobem.

Dla danych

(':Elv yl) = (_17 O)a <x2a y2) = (07 _21)7 ('I?n ?/3) = <1a 26)7 (3:47?/4) = (2a _8)
wyznacz wspétezynniki a, b, ¢ € R takie, ze funkcja f(t) = a+ bt + ct(t — 1)(16¢ — 56)
minimalizuje sume S3_, | £ (zx) —yx|?. W tym celu sformutuj odpowiednie zadanie wy-
gltadzania liniowego (liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw) i rozwiaz je metoda
rownan normalnych.

e Sprawdzamy, ze f(—1) =a—b, f(0) =a, f(1) = a+0b, f(2) = a+2b—48c. Zadanie
ma wiec posta¢ AT = b,

1 -1 0 0
N A P !
1 1 0 o 26 |’
1 2 —48) \° -8
albo przechodzac do réwnan normalnych ATAZ = ATb,
4 2 —48 a -3
2 6 —96 b | = 10
—48 —96 2304 c 384
Rozwiazujac ostatni uktad dostajemy rozwigzanie
5 107
Ty BTy
Niech
1 -1
— 1 -1 4x2
A= 1 _9 | € R**=.
1 0

Stosujac odbicia Householdera H; = I — ;i /; sprowadZ macierz A do postaci
trojkatnej gornej R = HyoH A. Wskaz wspotezynniki macierzy R oraz odpowiednie
wektory u; i liczby v;, @ =1, 2.
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(39) Stosujac odbicia Householdera H; = I — ;i /v; sprowad macierz

0 -2
0 O
4= -5 1
0 2

do postaci trojkatnej gornej R = HoH A. Wskaz wspotezynniki macierzy R oraz
odpowiednie wektory u; i liczby ;, ¢ = 1, 2. Nastepnie, korzystajac z rozktadu, znajdz

min ||b — AZ|
TEeR?

dla b= (—4,1,-3,4)T. Jaki wektor realizuje minimum?

e Oznaczmy A = (dy,ds). Mamy ||d@;||2 = 5 i zgodnie ze wzorami Hy = [ — i} /11,
gdzie uyy = ay + ||dll2, win = a;1, 2 <@ <4,y = ||d@1]]3 + |arq] |||z, czyli

i, = (5,0,-5,007, ~ = 25.
Dalej Hydy = (—||d1]|2,0,0,0)" = (=5,0,0,0)7,

-2 5 1
ul'a, 0 0 -3 0
Hydy = iy — iy 192 — - () _ ,
102 2 1 " 1 _5 5 9
2 0 2
czyli
-5 1
0 0
HlA: 0 _2
0 2

Teraz przeprowadzamy wektor (0, —2,2)" na kierunek ¢; € R3. Mamy ugy =
2V/2, ugs = —2, ugs = 2, 72 = 8, Uzupehiajac usy = 0 dostajemy Hy(Hid2) =
(1,—2v/2,0,0)" i ostatecznie

-5 1

_ | 0 —2v2
R=HH, A= 0 0
0 0

—

Aby rozwigzaé zadanie wygladzania liniowego, najpierw liczymy ¢ = HoH1b;

—4 5 —3
o 1 0| /-1 1
mi=| - s |(F) =] |
4 0 4
-3 0 -3
. 1 22 V2 —4V/2
c= — 24+ — | = ,
—4 —2 4 V2/2
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a nastepnie rozwigzujemy uktad réwnan
-5 1 r1\ -3
0 —2v2 zo )\ —4V2 )

Stad dostajemy x; = 1, 5 = 2, oraz residuum ||¢ — RZ||z = /3 + 3 = 1.
U

Niech
-1 3 162 21 185
-1 -8 —261 —188 - —458
A=l 1 5 w1 om0 PF 2
-1 -8 18 244 253
Znajdz wektory ¥, s, 73 € R* wyznaczajace odbicia symetryczne, reprezentowane
przez macierze ortogonalne H; = I — ;0] /v, v = ||Ui]|2/2, takie ze macierz R =

H3HyH1 A jest trojkatna gérna. Korzystajac z tgo rozktadu, rozwiaz uktad rownan
liniowych AZ = b.

Niech @ bedzie niezerowym wektorem w R™ oraz v = ||i||3/2. Uzasadnij, ze algorytm
obliczania

Hi = ¥ — s, = (@"'%)/,
wedtug powyzszego wzoru, jest numerycznie poprawny ze wzgledu na dany wektor
Z € R™. Doktadniej, obliczony wynik jest nieco zaburzonym doktadnym wynikiem.

e Mamy
1 n
A(s) = = uz;(1+¢), lgj|l & (n+2)v,
j=1
[, ((HZ);) = z(1+ ;) — fi,(s)u(1 + 5;), |ail, |8l S 2v,
1 n
= zi(l+a) = —wy wri(l+d;), 10l S (n+4)r.
=1
Stad
5 n 1 n 2
1A, (HD) — HE|; = > |oizi — —u; Y 0 jujx;
i=1 =1
n 1 n 2
< 2Y (a4 e X1 )
i—1 gl j=1
< 823+ 3||17H2(n + 4)2V2(||17|\2||f|!2)
~ 2 ,72 2 2 2

< on+ 42T
Teraz wystarczy wykorzystaé fakt, ze ||HZ||y = || 7|2 aby ostatecznie otrzymaé
A, (D) — Hls § (n+4)V2v |HT],.
U
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(42)

(43)

Niech A € R™*" gdzie m > n = rank(A). Niech 7* i * beda rozwiazaniami zadan
wygtadzania, odpowiednio, AZ¥ = b i Ay = ¢, gdzie ¢ jest zaburzonym vektorem b
spetniajacym
lE=b > < nllb 2.
Wykaz, ze jesli b € Im(A) to
177 =&l <nr(A)lE" ]2, gdzie r(A) = [|A]|2[|AT]2,

tzn. za uwarunkowanie zadania ze wzgledu na zaburzenia wektora b mozna przyjac
k(A). Czy uwarunkowanie si¢ zmieni gdy zrezygnujemy z zatozenia, ze b € Im(A)?
Uzasadnij odpowiedz.

e Mamy #* = A*b i §* = AT¢. Poniewas b € Im(A) to réwniez AZ* = b. Stad

17" =7l = [AT@E=b)ll2 < nlbll2A"[l2
= n[[AZ"[2[[ AT ]2 < (| All2f|AT 21272,

co dowodzi zasadniczg czes¢ zadania.
Jesli b ¢ Im(A) to uwarunkowanie roénie wraz ze wzrostem wektora residualnego
7=b— AZ*. Mamy bowiem || |2 = ||AZ*||2 + |72, a stad (dla Z* # 0)

. 1/2
— HTHQ 2 =%
Y blo||[AT]]2 = n||AT||]| A (1 + (H ) |2
| ¥l < bl AT |2 = 7 AT ][2]| All2 A2 Z*]]2 [F P

Najlepiej to wida¢ w przypadku gdy b jest postopadly do Im(A), a ¢ nie. Wtedy
* =0, ale ¥* juz nie - uwarunkowanie dla takich danych jest formalnie nieskonczone.
]

Rozpatrzmy dwa rozklady ortogonalno-tréjkatne macierzy A € R™*", rank(A) = n.
Pierwszy to A = QR, gdzie Q@ € R™™ i R € R™*" (np. pochodzacy z algorytmu
Householdera), a drugi to A = Q'R’, gdzie ' € R™*™ i R’ € R"™*" (np. pochodzacy z
algorytmu ortogonalizacji Grama-Schmidta. Pokaz, ze n pierwszych kolumn macierzy
Q réznig sie od n pierwszych kolumn macierzy Q' co najwyzej znakami; tzn. istnieje
macierz diagonalna D € R™ ™ taka, ze d;; = £1 dla 1 <i < noraz Q' = D Q.

o Niech A = (a1,...,d,), Q = (¢1s-- Qs+ Gm), Q1 = (¢, ...,q)). Postepujemy
indukeyjnie ze wzgledu na n. Dla n = 1 mamy ¢ir1; = ¢{ry,, a poniewaz [|qi][2 =
1= |qll2 to |ry ] = |ria| i ¢ = £G1. Dla n > 2 mamy

n—1

Zq_)iri,n‘i“jnrn,n = dp = Z% zn_}_q;; '/rLTL

i=1
To jest rozklad wektora @, na sktadowe w V,,_; = span(d,...,d,—1) i w jedno-
znacznie wyznaczonej jednowymiarowej przestrzeni W,, do niej prostopadtej, takiej,
ze Vo1 ® W, = span(dy, ..., a,). Z jednoznacznosci takiego rozktadu dostajemy, ze
qﬂylﬂn;,n = Cfn"an,na a St@d QZ = iqjl
O
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Przedyskutuj jednoznacznosé rozktadu SVD (Singular Value Decomposition) danej
macierzy A € R™*™

A=UxVT,
gdzie U € R™™ i V € R™" sa macierzami ortogonalnymi, a ¥ € R™*"™ macierza
diagonalna, ¥ = diag(oy,09...,0%,0,...,0), gdzie 01 > 09 > -+ > 0, > 01 k <

min(m, n).
o Jesli A=UXVT to
(ATAYWV = (UxvHT(UsvhV = veTuTusviv = v(e'y),

a to oznacza, ze wyrazy diagonalne macierzy 'Y = diag(o?,...,0%,0,...,0) € R™"
sa wartoSciami wlasnymi macierzy AT A (uwzgledniajac ich krotnosci), a kolumny
macierzy ortogonalnej V' sa odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Podobnie,
wyrazy diagonalne macierzy ¥37 = diag(c?,...,0%,0,...,0) € R™™ g3 warto$ciami
wlasnymi macierzy AAT, a kolumny U s3 odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi.
(Macierze ATA i AAT maja te same niezerowe wartodci wlasne.) Poniewaz wartodci
wlasne sa wyznaczone jednoznacznie, macierz Y jest tez wyznaczona jednoznacznie.
Natomiast macierze U i V mozna dobraé¢ na tyle sposobéw, na ile sposobéw mozna
dobra¢ odpowiednie ortonormalne bazy wektoréw wtasnych.

W szczegoblnosei, gdy macierz A jest kwadratowa, nieosobliwa i wszystkie wartosci
wlasne macierzy AT A sa jednokrotne to macierz V jest wyznaczona jednoznacznie
z doktadnoécig do znakéw jej kolumn i U = AVX~!. Z dugiej strony, gdy A jest
macierza zerowg to U i V sa dowolnymi macierzami ortogonalnymi.

O

Zastosujmy ortogonalizacje Grama-Schmidta do dwoch wektoréow liniowo niezalez-
nych @i b o normach ||@|s = 1 = ||b]|. Zalézmy dla uproszczenia, ze w obliczeniach
jedynie iloczyn skalarny tych wektorow s = (@, b)s liczy sie z bledem, fl, (s) = s(1+¢),
gdzie || jest dodatnie i na poziomie v. Pokaz, ze wtedy dla otrzymanej w wyniku
ortogonalizacji unormowanej pary wektoréw d i ¢ mamy

(@) = B

J1—s2(1—¢2)

Wywnioskuj stad, ze gdy a i b sg “prawie liniowo zalezne”, to a i ¢ sa dalekie od
ortogonalnych.

e Wobec powyzszych zatozen, obliczony wektor ¢ wynosi

b—s(l+¢)d

C=— .
16— s(1 4 ¢e)d|
Mamy
Ib—s(1+e)dls = [I5l13+s>(1+2)[all3 — 2(b, @as(1+¢)
= 1+s*(1+e)?—25*(1+¢e)=1-5*(1—¢?),
a stad
@ (@.0—s(L+)a), (@) —s(1+e)a|2 —es
CL,C 2 = == =

1— s2(1 — £2) 1— s2(1 — 2) 1—s2(1—¢?)
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(46)

(47)

Jesli @ 1 b sa ”prawie liniowo zalezne” to znaczy, ze |s| jest bliskie 1. Ale wobec tego,
ze limg 1~ [(@, €)2| = 1, wektory @ i ¢ sg tez ”prawie liniowo zalezne.”

Pokaz numeryczng poprawno$é algorytmu Hornera obliczania wartosci wielomianu w
punkcie ¢ ze wzgledu na dane wspotczynniki a; tego wielomianu.

e W algorytmie Hornera mamy v,, = a,, v,—1 = v,§ + ap_1 = a,€ + a,_1 i ogoblniej
g = an€" Pt P b tar dla k=n—1,n-2,...,1,0.

Pokazemy indukcyjnie, ze obliczone v jest dokladnym v, dla nieco zaburzonych
wspotezynnikéw ay,, . . ., an—. Rzeczywiscie, fl,(v,) = an(1+¢,.,), gdzie blad wynika
jedynie z reprezentacji, |e,.,| < v. Wykorzystujac zatozenie indukcyjne, dla k <n—1
mamy

f (o) = A, (0p1)§(1 + ag) + ar(1 + Br)

n

= ( > a1+ 5k+1,i)€ik1)§<1 +ay) +ax(1 + 5Gy)

i=k+1
= Z ai(l + €k7i)§i_k,
i=k

gdzie |ag|, |Bk| S 2v, (1+¢ki) = (1406;) oraz (1+¢k,;) = (14ep41,)(1+ay) dla k+1 <
1 < n. Biorac k = 0 dostajemy, ze obliczona wartos¢ wielomianu o wspoétczynnikach
a; w punkcie £ jest dokladng wartoscia w & wielomianu o wspotezynnikach a; =
(11(1 + 5071'), gdzie |€O,i| é 2(@ + 1)V

O

Pokaz, ze algorytm Hornera obliczania wartosci w(§) wielomianu danego w postaci
potegowej jest jednoczesnie algorytmem dzielenia tego wielomianu przez jednomian
(z — &). Doktadniej, jesli w(x) = YJ_y a2’ to

w(z) = (ivjle) (x — &) + wo,

gdzie v; sa zdefiniowane tak jak w algorytmie Hornera. Wykorzystaj ten fakt do
jednoczesnego obliczania nie tylko wartosci w(§), ale tez pochodnej w'(§).

e Niech w(z) = ag + a1x + - - - + a,z". Poréwnujac wspoétezynniki przy z* dla k =

n,n —1,...,1,0 po obu stronach réwnania
n . n .
> it = (Zcﬂl_l) (x—=¢&) +co
i=0 i=1
dostajemy wzor rekurencyjny a,, = ¢, ia; = ¢;—&c;py dlai =n—1,...,0. A poniewaz

w algorytmie Hornera mamy v,, = a,, i v; = £v;11 + a; to v; = ¢;.

Jedli teraz w(z) = v(x)(z—E&)+vo to w'(x) = v(z)+ (z— &)V (), czyli w'(€) = v(§).
Pochodna mozna wiec policzy¢ jako warto$é¢ ilorazu v(z) = Y0 v;27 ! dla x = €.
Realizuje to nastepujacy algorytm:
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(49)

21

w0 = wl = a,;
for j:=n—1 downto 1 do
begin

w0 = w0 *§ + aj;
wl = wlx& + w
end;
w0 = w0 + aop.
Po jego wykonaniu mamy w0 = w(§) i wl = w'(§).
OJ

Zaproponuj algorytm o koszcie proporcjonalnym do n? obliczajacy wspoétezynniki
wielomianu p € II,, w bazie potegowej dysponujac wspotczynnikami tego wielomianu
w bazie Newtona.

e Niech b; beda odpowiednimi wspétczynnikami w rozwinieciu wielomianu p w bazie
(i)

Newtona. Dla ¢ = n,n —1,...,0, niech a;”, i < j < n, beda wspotczynnikami w
rozwinieciu

bi+bi(z—x)+ ... +b(z—x) (. —xpq) = a( Dy al(lex + .. 4 a2z
Dla i = n mamy a(™ = b,. Dla i < n — 1 rozpisujemy lewa strone powyzszego

rownania i dostajemy
b + (z — x;) (bi+1 +bio(r — i)+ .o+ bz —xi01) - (= xn_1)>
= bi+(z— xz)( G LtV 4 4 agf“)x"_i_l)
= (b Z; agfll)) + (agfll) T agf:;)) T+...+ ( ngrll) T; a(”“l)) il a§f+1)x”_i,

a stad zaleznos¢ rekurencyjna dlai=n—1,n—-2,...,1,0
al) = q( ),
(l): (iH)—xza,(;:ll), k=n—1,n—2,...,1+1,
agl) = —xlagfl ),

(0)

Uwzgledniajac fakt, ze poszukiwanymi wspotezynnikami sa a; = a;*, algorytm moze

by¢ zrealizowany nastepujaco:

for i:=0 to n do afi] := b[i;
for i :=n—1 downto 0 do
for k=17 to n—1 do

a[k] = alk] — x[i] xalk + 1].
O
Zaproponuj algorytm dzialajacy w czasie proporcjonalnym do n? rozwigzujacy uktad

réwnaii z macierzg Vandermonde'a V = {z7~'}» gdzie punkty x; € R sa parami
rézne.

b,j=1

e Rozwigzaniem uktadu Vi = f z macierza Vandermonde'a V = {x] ! el sa
wspotezynniki w bazie potegowej wielomianu interpolujacego dane f =(f1,..., f)¥

w punktach x4, ..., z,. Mozemy wigc najpierw znalez¢ wspotezynniki tego wielomianu
w bazie Newtona kosztem rzedu n?, np. przy pomocy algorytmu réznic dzielonych, a
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(50)

nastepnie skorzysta¢ z zadania (48) aby réwniez kosztem n? przejéé z bazy Newtona
do bazy potegowe;j.
O

Pokaz, ze dla parami réznych weztow to, ..., t,, gdzie n > 1, mamy

L f(ti)
Flto tas - ZZ ti—to) - (6 —timy)(ti — tiwa) - (8 — )

e Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 mamy

f(t) = f(to)  f(to) N f(th)
ty —ty  to—ty t;—to

Niech n > 2. Z zatozenia indukcyjnego mamy

f[tlw"atn]:L—f-Z - ()

j= o(t J i=1 Llitj= 1t — tﬂ')’

f[t(b tl] =

_ f(to ft:)
oo = efie e+ X =y

Wstawiajac powyzsze wyraZenla do prawej strony réwnania

Fltrs et — Fltos -+ tus]
t. —t

f[t07--~;tn] -

dostajemy, ze:
- wspélezynnik przy f(t,) wynosi

1 1

(tn = to) ITj=g (tn — t;)  TI}o (tn — £5)]

- wspétezynnik przy f(ty) wynosi
-1 1

(tn —to) ?:_11(150 —t;) Ta(to —t5)

- wspétezynnik przy f(t;) dla 1 <i<n— 1 wynosi

1 ( 1 1 )
tn — to \Iligj=1 (ti — t5) H?;Z;:O(ti —t5)
B 1 1 1 1
b, —to <ti—tn _tz’_t0> (H?yﬁjlzl(ti_tj)>

- 1 ( 1 ) B 1
(ti = to) (tn — t:) \ITiejmy (t: — t5) izj—o(ti — t;)

co dowodzi tezy zadania.
O
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(51) Niech ty < t; < ... < t,. Pokaz, ze realizujac w fI,, algorytm réznic dzielonych dla da-
nych f(t;), zamiast dokladnej wartosci f[to, t1, . .., t,] otrzymujemy fl,, (f[to, ty,... ,tnD,
ktéra jest doktadna réznicg dzielona dla danych f(¢;)(1 + ¢;), gdzie |&;| S (3n+ 1)v

dla0 < j < n.
e Uzyjemy indukcji ze wzgledu na n. Dla n = 0 teza jest oczywista. Niech n > 1.
Mamy
ﬂzx f[tlv"'atn] _ﬂy f[tﬂv"-atn—l]
ﬂy(f[t()a"'atn]) = ( ) ( )(1+P)/n)a

t, — to

gdzie |v,| < 3v. Z zalozenia indukcyjnego i z tezy zadania (50) dostajemy, ze

ﬂy(f[tl,...,tn])zm Z )1+ air)

;L(Jl(t _t i=1 z;é] 1(t tj>,
_ flt) (4 a0) S f) (L + )
e N = ITE=n 2 )

gdzie |ay|, |aol, |ainl, |auz] & (B(n — 1) + 1)v = (3n — 2)v. Wstawiajac powyzsze
wyrazenia do prawej strony réwnania rekurencyjnego dostajemy, ze:
- wspétezynnik przy f(t,) wynosi
A+o)d+y) (It an)d+m)
(tn - tO) ?:_(} (tn - tj) ;L:_(}(tn - tj) ’

- wspétezynnik przy f(ty) wynosi
“( a1+ (1+ao)(l+7)

(tn — o) IT}= (b0 — ;) Ty (to —t;)
- wspélezynnik przy f(t;) dla 1 <i<n— 1 wynosi
1+’}/n< 1+Oé7;1 _ 1+C¥i’2 )
tn —to z;é] l(t t]) nggl:o(tl - t])

_ 1+7n<1+05i,1 1+04i,2>< 1 >
t, —to\ t; — t, t; — to HZZJ1:1(tz—tJ) ‘

Jedli wezty sa uporzadkowane to srodkowy czynnik powstaje przez odjecie liczb o
roznych znakach, a stad

1+Oéi,1 1—|—Oéi,2 . ( 1 1

ti—t, ti—to ti—t, ti—to

)(1 + ), loi] £ (3n —2)v.

Wspélezynnik ten wynosi wige

(1+%)(1+04@-)< 1 ) _ A4 w)(d+ )
(ti — to)(tn — i) \ITizjms (t: — t5) iejo(ti — 1)

Ostatecznie, przyjmujac (14 ¢;) = (1 + v,)(1 + a;) mamy

= St +&) :
ﬂ,,(f[to,...,tn])—g T gdzie || < (3n + 1),
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(52)

(53)

(54)

co wobec tezy zadania (50) konczy dowdd.
0

Uzasadnij, ze iloraz réznicowy jest funkcja symetryczna, tzn. dla dowolnej permutacji
tigs - - - i, Weztow 1o, ..., t, mamy

fltigs -5 ti] = flto, -, L.

e Teza wynika prosto z faktu, ze f[to,...,ts] jest wspélezynnikiem przy najwyzszej
potedze wielomianu interpolujacego f w punktach to, ..., ts (uwzgledniajac krotno-
sci) oraz, ze ten wielomian nie zalezy od kolejnosci weztéw. (W przypadku weztéw
jednokrotnych teza wynika tez z tezy zadania (50))

OJ

Niech w bedzie wielomianem stopnia doktadnie n. Pokaz, ze dla ustalonych ¢, ts, ..., %,
funkcja

wtl,...,ts<t> = wlty, ta, ..., tst], tER,
jest wielomianem stopnia doktadnie n — s dla s < n, oraz jest zerem dla s > n + 1.

e Zalézmy najpierw, ze s < n. Niech w; € Il bedzie wielomianem interpolujacym w
w punktach tq, s, ..., ts oraz t (uwzgledniajac krotnosci). Wtedy

s

wt) = w(t) = > wltr,bo, ..., te)(t —t1)(E —ta) - (t — ti_1)

Fwlty, .t 8]t — )t —tg) - (t —t,),

a stad
w[th R utsvt](t - t1)<t - tQ) T (t - ts)
= w(t) = Y wltr, to, ..., tp )t —t1)(t —ta) -+ (t — ty_1).
k=1
Wielomian po prawej stronie zeruje si¢ w punktach ¢y,...,ts, jest wiec podzielny
przez (t —ty)--- (t — ts). lloraz wynosi w[ty, ts,. .., ts,t] i jest wielomianem stopnia
dokltadnie n — s. To w szczegdlnosei oznacza, ze w(t, tq,. .., ts] jest stalg dla s = n i
zerem dla s > n + 1.
OJ

Pokaz, ze jesli funkcja f € C"([a, b]) to dla kazdego t,
tILI%l f[t(),tl, e ,tnfl, t] = f[t(),tl, e ,tnfl, tn]
e Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0 mamy lim;_,, f[t] = f(to).
Niechn > 1. Jeslitg=--- =1, to
() (£ (¢ (n)
i fllor .ty 1] = lim 2 (&) _ F™(o)

t—to t—to ’n,' n' o

fltos - tno1,tal,
gdzie srodkowa réwnosé wynika z faktu, ze £(¢) nalezy do przedzialu o koncach tq i
t, oraz z cigglosci . Zalézmy wiec, bez zmniejszenia ogélnosci, ze to # t,. Wtedy

flt1,tay -y ta1, t] — flto, t1, -« tai]
t—1o '

f[t07t17 cee 7tn—17t] =
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Biorac granice prawej strony tej réwnosci przy t — t, i korzystajac z zatozenia
indukcyjnego dostajemy, ze ta granica wynosi

f[tlat27 s 7tn—17tn] - f[t[))th s 7tn—1]
t —to

- f[t(),tl, N ,tn,btn].
]

Pokaz, ze jesli funkcja f € C™([a,b]) to

5 flzo, 1, .. Tp1,xn] = Pflre, 1, ... Tpno1, Tn, Tp)-
n
e Korzystajac z tezy zadania (54) mamy
lim f[waTIa e 7$n—lyx] - f[%, Ly - 7%—17%]
T—Ip T — T,
= xllgln f[:EOaxla s 7$n—17$nax] = f[an L1y, Tp—1,Tn, xn]

O

Wykaz, ze dla funkcji f(x) = 1/x mamy flxg, x1,..., 2, = (=1)" [l '

e Przeprowadzimy dowéd indukcyjny po n. Dla n = 0 oczywiscie fxg] = x5'. Dla
n > 1 skorzystamy ze wzoru rekurencyjnego i zatozenia indukcyjnego. Mamy

f[x()?”"xn] _ f[xlv"'7$n]_f[xOV"?:En—l]
Tn — Xo
D) e - (D)
N Tp — X

O

Wykaz, ze dla funkcji f(x) = 2" i dowolnych punktéw z;, 0 < j < k, réznica dzielona
=

0 jesli  k>n—+1,
flzo, 1, ..., 2] =9 1 jesli  k =mn,
To+ 1+ -+ g jesi k=n—1.

e Dla k > n+1 teza wynika prosto z faktu, ze f[xo, ..., 2] = f®)(£)/k! dla pewnego
&. W pozostatych przypadkach rozwijamy f w bazie Newtona,

" = éf[wo,...,xi](a:—mo)---(x — T ).

Poréwnujac wspotezynniki przy ™ po obu stronach tego rownania dostajemy
f[x07 s 7xn—17$n] = 17
a poréwnujac wspotezynniki przy "~ dostajemy

0= flro, ..., Tn1] — flzo, ., Tn_1, 2| (xo + 21 + ... + ),
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(58)

(59)

czyli teze zadania.
O

Wyznacz wielomian w jak najnizszego stopnia taki, ze

w(z;) =y, w(z;) =0, 0<<n,

gdzie punkty x; sa parami rézne. Odpowiedz podaj ‘w jezyku’ odpowiednich wielo-

mianoéw Lagrange’a.

e To jest zadanie interpolacji Hermite’a, gdzie kazdy wezet interpolacyjny jest po-
dwdjny. Zadanie ma wiec jednoznaczne rozwiazanie w € Iy, 1. Wielomian w inter-
poujacy ogdlniejsze dane w(x;) = a; i w'(z;) = b; najprosciej zapisaé¢ wykorzystujac,
podobnie jak dla weztéw jednokrotnych, baze kanoniczna, tzn.

w(x) = jzoaipi(x> + bigi(),

gdZie Di, Qi € H2n+17

p;(l']) = 07

q;(z5) = 04,

0 < 1,5 < n. Teraz trzeba wyrazi¢ p; i ¢; przez wielomiany Lagrange’a [; dla weztow
z;, 0 <4 < n. W tym celu zauwazmy, ze [ € Ily, i ma podwdjne zera w punktach
dla j # i. Stad p; musi by¢ postaci p;(x) = (uz + 5;)I2(x). Wykorzystujac warunki
interpolacyjne dla p; w x; dostajemy

p(xi) = ai + B = 1,
a stad oy = —2li(x;), B; = 1 4 2x;li(x;). Podobnie wyliczamy ¢;(x) i otrzymujemy

pile) = (1 =20 — 2)li(@))}(@),  aile) = (@ — 2,)1 ().

Poniewaz w tresci zadania mamy zerowe warunki interpolacyjne na pochodne, roz-
wiazaniem jest wielomian w(x) = >, yipi(x).
O

pi(r;) = 6ij,
Qi(mj) =0,

Stosujac algorytm roznic dzielonych znajdZz w bazie potegowej wielomian w € Ilj
interpolujacy funkcje f(z) = 2% w trzech dwukrotnych weztach réwnych 0,1 i 2.

e Najpierw znajdziemy wspotczynniki wielomianu w w baie Newtona

1, =z, 22, 2%(x—-1), 2*(z-1)?2 2*z—-1>3*(z—-2).
Stosujemy algorytm réznic dzielonych.
0
0 f[0,0]=0
1o =1  fl0,0,1]=1
64 f[1,2]=63 f[1,1,2]=57 f[0,1,1,2] =26 f[0,0,1,1,2] =11
64 f[2,2] =192 f[1,2,2] =129 f[1,1,2,2]=72 f[0,1,1,2,2] =23 f[0,0,1,1,2,2] =6
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(62)
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w(z) = f0]+ £[0,0]z + £[0,0,1]2* + £[0,0,1, 1)2*(z — 1)
+£[0,0,1,1,2]z%(x — 1)* + £[0,0,1,1,2, 2]2*(z — 1)*(z — 2)
= 22 +42%(x — 1) + 112%(xr — 1)* + 62%(x — 1)* (2 — 2)
62° — 132" + 122° — 42°.
Zauwaz, ze to zadanie mozna réwniez rozwigzaé¢ przez zastosowanie wyniku z za-
dania (58).
OJ

Funkcje f(x) = z* interpolujemy wielomianem Hermite’a w dwoch podwdjnych we-
ztach: x =01z = 1.
(a) Wyznacz wielomian interpolacyjny w odpowiedniej bazie Newtona.

1

(b) Uzasadnij, ze dla kazdego = € [0, 1] blad interpolacji mozna oszacowac przez ;.

e Baza Newtona to: 1, z, 22, (x — 1)z%. Stosujemy algorytm réznic dzielonych.

f[0,0, ]:
1,1]=4 f[0,1,1] =3 f[0,0,1,1] =2

Stad szukany wielomian interpolacyjny w bazie Newtona wynosi

w(z) = 2 + 2(z — 1)2?,

albo w wygodniejszej formie w(x) = 22% — 2* = 2?(2x — 1). Ze wzoru na blad
interpolacji mamy
2 2 2 A 2 2
f(z) —w(x) =z°(x — 1)°f[0,0,1,1,2] = 2°(z — 1) o =2 (x —1)°.

Modut funkcji po prawej stronie tego rownania przyjmuje maksimum w x = % ito
1

maksimum wynosi ;.

OJ

Funkcje f € C"**([a,b]) interpolujemy wielomianem w; € II,, w weztach
a=xg<x1<--<x) =0

Wykaz, ze jesli f ¢ II, i pochodna f™*+Y nie zmienia znaku w [a,b] to jedynymi
rozwigzaniami réwnania f(z) = wy(x) w przedziale [a, b] sa wezly w;.
Czy zatozenie, ze g = a i x,, = b ma znaczenie?

Funkcje f : [0,1] — R interpolujemy kawalkami wielomianem @; stopnia r na
kolejnych podprzedziatach [%z] 1 < i < k. Wykaz, ze jedli f € C7([0,1]) i
Hf(T)HC([O,l}) < M to maksymalny blad interpolacji

max |1(e) ~ () < 2 (7)

0<a<1 rl \k

W szczegblnosci, blad zbiega do zera tak szybko jak £7" gdy k — +oc.



e Niech z € [ g }J i niech z; ; dla 0 < j < j bedg weztami wykorzystywanymi przez

wy w tym przedziale. Przyjmujac, bez straty ogélnosci, ze x # z; o, mamy

fle) =ws(x) = (x—wi0)(@—2i1) - (@ — 2i,) fl@i0, Tin, - o, Tip, T
= (ZL‘ — fl?i,o)(ai — ﬂii,l) . .. (93 — iUzyr) f[xi’l, — 7%77‘;5]_;;[%’07 — ’xi,r]
= (l’ — xi,l) s (ZE — (L’@,J(f[l‘i,l, e ,l’i’,,«, ]I] — f[l'i’(), yoee e 7xi,r]>7
a stad
_ N (1) | 17 2M (1INT
o) = ws()l < (k‘) ( 7! =+ r! : ) S ol (k‘) '
O

(63) Pokaz, ze dla k > 1 mamy

ey = VT e T

gdzie T}, jest k-tym wielomianem Czebyszewa.

e Pokazemy najpierw, ze funkcja po prawej stronie, ktora oznaczymy przez P(z), jest
wielomianem. Rzeczywiscie, mamy

k Lk/2]
;z() (@ 1)i/2+(—1)i($2—1)i/2>=i220<;>xk_2i(x2—1)i,

czyli P € 11,,. Dalej, podstawiajac = cost dla t € [0, 7] dostajemy dla || < 1, Ze

P(z) = ; ((cost +Vecos?t — 1) + (cost — my‘f)
= ; ((cost—}—z’sint)k—l— (Cost—isint)k)
= ; ( (cos kt + isinkt) 4 (cos kt — isin k;t))
= coskt = Ty(z).
Wielomiany P i T} sa wigc tozsame na odcinku [—1, 1], a stad P = Tj.

OJ

(64) Pokaz, ze wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju {7} }r>o tworza uktad ortogo-
nalny w przestrzeni £, ,(—1,1), gdzie waga p(z) = (1 — 22)71/2 tzn. iloczyn skalarny

()T () ™ i=7j=0,
dv ={ ©/2 i=j+#0,

(T,.T) /
V1—$2 0 i .
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e Po zamianie zmiennych © = —cost, t € [0, 7], mamy Ty(x) = coskt. Stad i ze
wzoru na sume cosinuséw dostajemy
L Ti(x)T; () ™ cosit cos jt m
————"dx = —————=sintdt = / cosit cos jtdt
/—1 V1—x2 0 vV1—cos?t 0 J

1 U U
= = </ cos(i + 7)tdt —l—/ cos(i — 7)t dt).
2\ Jo 0

Teraz wystarczy zastosowac réownos¢ [; cos0dt = 7w oraz

™

/Wcosktdt = 1 sinkt| = 1 sinmt =0 dla k& #0.
0 k k

0
0

Pokaz, ze wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju {Uy }r>o tworza uklad ortogonal-
ny w przestrzeni Ly ,(—1,1), gdzie waga p(z) = (1 — 22)¥/2, tzn. iloczyn skalarny

(U, U) = /_11 Ui()U; ()T = 22 do = { /2 ;;i

e Po zamianie zmiennych x = —cost, t € [0, 7], mamy Uy(z) = % Stad i ze
wzoru na sume sinuséw dostajemy

! = sin(i + 1)t sin(j + 1)t
/ Ui(z)Uj(x)V1 —22dx = / sin(i + 1)t sin(j + 1) V1 —cos?tsintdt
-1 0

sint sint

1/ [~ T
STy )
0 0

Dalej postepujemy jak w rozwiazaniu zadania (64).
OJ

Zaproponuj algorytm obliczania wartosci p(z) wielomianu p danego przez wspoltczyn-
niki ¢y, ¢y, ..., ¢, jego rozwiniecia w bazie Czebyszewa, tzn.

p(x) = icka(x).

Algorytm ma dziala¢ w czasie proporcjonalnym do n.

e Niech d,, 1o =0, d,.1 =0, oraz dy, = ¢ + 2xdj1 —dpio dlak =n,n—1,...,1,0.
Wtedy

n

p(]?) = ki Cka<I) = ];(dk — Qlidk_._l + dk+2) Tk(l’)

= doTo(x) + dy (T1(x) — 22Tp()) + kz di (Ti(x) — 22Tjs () + Th—a(2) )
= dy—diz,

gdzie uzyliSmy formuty rekurencyjnej dla wielomianéw Czebyszewa. Stad algorytm:
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(67)

(68)

dpyo = 0; dpy1 = 0;
for £k :=n downto 0 do
dp = ¢ + 20 dpg1 — dpo;
p:i=dy— dix.
O

Niech dane beda wspétezynniki ¢; wielomianu w w bazie Czebyszewa, w(x) = Y7_, cx Tk ().

Podaj mozliwie tani algorytm obliczajacy wspotczynniki a; tego wielomianu w bazie
potegowej, czyli w postaci w(z) = X% a;a".

Niech w bedzie wielomianem, ktérego rozwinieciem w bazie Czebyszewa jest w(x) =
>i—o ¢k Tr(x). Pokaz, ze wielomian

wy(x) = nz::cka(a:)

najlepiej przybliza w w normie Czebyszewa na przedziale [—1, 1] sposr6d wszystkich
wielomianéw stopnia co najwyzej n — 1, oraz

Jw —wille = [enl.
Czy wy(z) = S0=3 cxTi(x) najlepiej przybliza w w tej samej normie w przestrzeni
I, 57
e Poniewaz réznica w(z) — wi(z) = ¢,T,(x) ma (n + 1)-elementowy alternans w
punktach z; = — cos (%) dla 0 < 7 < n, na podstawie twierdzenia o alternansie
wielomian w; jest optymalny. Ponadto

lw = wille = leal [Tallo = lenl,

bo [|T,]lc = 1.

Wielomian wy nie jest w ogélnosci optymalny dla w. Na przyktad, dla w(x) =
Ty(z)+Ti(z) = 22°+2—1 optymalnym nie jest wielomian zerowy, bo wykresem w jest
parabola oraz w(—1) = 0, w(1) = 2, a stad dla zerowej aproksymacji trzypunktowy
alternans nie istnieje.

O

Zatozmy, ze wielomian w(x) = Yj_ocxTi(z) aproksymujemy na przedziale [—1,1]
wielomianem w;(z) = Y7 e Tk(x), gdzie 0 < ¢ < n. Uzasadnij, ze

n

o —wle < Y lel
k=n—i+1

Kiedy w tej nierownosci mamy réwnosé?

e Oczywiscie,
lw-wle=] > al,< X lalfilec= Y lal
k=n—i+1 k=n—i+1 k=n—i+1
W nieréwnosci mamy réwnosé wtedy i tylko wtedy gdy istnieje z € [—1,1] takie,
ze dla wszystkich n — i+ 1 < k < n mamy ¢;Ti(z) = |cx|, albo dla wszystkich
takich k mamy ¢;T(2) = —|ck|. To zas jest réwnowazne temu, ze z jest punktem
ekstremalnym dla wszystkich T}, takich, ze ¢ # 0 oraz dodatkowo dla takich k jest
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Tw(z) = sgncy. Na przyklad, jesli wszystkie ¢ sa nieujemne, albo wszystkie ¢ sa
niedodatnie to z = 1, a jesli ¢, naprzemiennie sg nieujemne i niedodatnie to z = —1.

O
Niech dany bedzie przedziat skonczony |a, b] nie zawierajacy zera, oraz liczba c. Niech
M = {well: w0)=c}

Pokaz, ze w klasie II, najmniejsza norme Czebyszewa na [a, b] ma wielomian

T 2z—(a+b)
k\a—b

]

w(z) = ¢ T (o)
7 (3)

Jakie jest rozwigzanie, gdy 0 € [a, b]?

Niech P bedzie zbiorem wszystkich wielomianéw rzeczywistych w stopnia co najwyzej
n spetniajacych sup, <, [w(x)| < 1. Wykaz, ze

rgg]g(w(Q) = T,.(2),
gdzie T, jest n-tym wielomianem Czebyszewa.

e Poniewaz T, € P to rzeczona maksymalna warto$¢ wynosi co najmniej 7,,(2) i
jest dodatnia. Zatézmy, ze istnieje w € P taki, ze w(2) > T,,(2). Mozemy zatozy¢
bez straty ogélnosci, ze ||w|lc(-1,1)) < 1, bo w przeciwnym przypadku wzieliby$my
wielomian wy; = aw, gdzie T,,(2)/w(2) < a < 1. Wtedy wielomian p := w — T,, jest
niezerowy i przyjmuje naprzemiennie wartosci dodatnie i ujemne w 2 i w kolejnych
ekstremach wielomianu T,, na odcinku [—1, 1]. Poniewaz T,, ma n + 1 punktéw eks-
tremalnych, p zeruje sie¢ w co najmniej n réznych punktach w (—1,1) oraz dodatkowo
w jakim$ punkcie przedziatu (1,2). To jest niemozliwe, bo degp < n.

O

Wykaz, ze sposréd wielomianéw p stopnia co najwyzej n (n > 1) speliajacych
p'(1) = A, najmniejsza norme jednostajna na [—1, 1] ma wielomian AT, /n?, gdzie T,
jest n-tym wielomianem Czebyszewa.

e Najpierw pokazemy, ze 17 (1) = n?. Stosujac indukcje po n mamy T7(1) = 1,
T5(1) = [(22* — 1)],=1 = 4 = 2%. Dla n > 3 mamy

T(x) = (22Th(2) — Taa(x))' = 2T (2) + 22T, () — T, (),
a stad i z zatozenia indukcyjnego
T(1)=2+2(n—1)°—(n—2)*=n’

Wielomian w,, := AT, /n* spelia wigc warunki zadania. Przypusémy, ze istnieje
wielomian p € II, taki, ze p'(1) = A i ||pllc < |Jwn|lc. Z wlasnosci ekstremalnych
wielomianéw Czebyszewa wynika, ze wtedy p — w,, ma n réznych zer w (—1,1). Stad
(p—wy,) man—1zerw(—1,1)idodatkowe zero w 1. Poniewaz deg(p —w,) < n—1
to p = wy, co przeczy zalozeniu, ze ||p|lc < ||wnlc-

O]
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Wyznacz w bazie potegowej wielomian w € Il3 najlepiej aproksymujacy funkcje
f(x) =128 2* w przestrzeni C([0, 1]).

e Poniewaz f(z) —w(x) = 1282* + --- | to f — w minimalizuje norme jednostajna
na [0, 1] wsrod wielomianéw stopnia 4 o wspétezynniku wiodacym 128. Wiadomo, ze
takim wielomianem jest

1
v(r) = 128 7 Ty(2z —1) =82z — 1)* —=8(2z — 1)* + 1
= 1282" — 256 2" + 1602° — 32z + 1,

a stad
w(r) = f(z) — v(z) =256 2° — 1602% + 32z — 1.
O]
Wykaz, ze jedli funkcja f € C([—1,1]) jest parzysta, tzn. f(—z) = f(z), to jej

wielomian optymalny w I, jest parzysty, a jesli f jest nieparzysta, tzn. f(—z) =
—f(x), to jej wielomian optymalny w II,, jest nieparzysty.

e Zatézmy, ze f jest parzysta i w jest optymalny dla f. Wtedy wielomian w;(z) =
w(—1) tez jest optymalny, bo dla kazdego = € [—1, 1] mamy

f(@) —wi(z) = f(=2) = w(-xz),

a stad ||f — wi]lc = ||f — w||c. Poniewaz wielomian optymalny jest wyznaczony
jednoznacznie to wy = w, czyli w jest parzysty.
Jedli zas f jest nieparzysta i w jest optymalny dla f to wielomian w;(x) = —w(—=x)

jest tez optymalny dla f, bo
fl@) —wi(z) = = f(—2) + w(-2),

a stad znoéw ||f — willc = ||f — w|lc. Z jednoznacznoséci wielomianu optymalnego
dostajemy w; = w, czyli w jet nieparzysty.

OJ

Funkcje f(z) = |z| aproksymujemy wielomianem interpolacyjnym stopnia pierwszego

opartym na weztach xg, x;. Dla ktorych wezléw btad takiej aproksymacji w normie
jednostajnej C'([—1,2]) jest najmniejszy?

e Wielomian stopnia 1 optymalny dla f w normie C'([—1,2]) jest jednoczesnie wie-
lomianem interpolacyjnym stopnia 1 dla f, opartym na pewnych weztach xf, 27, cf.
zadanie (86). Wezly te mozemy znalezé¢ korzystajac z twierdzenia o alternansie. Po-
niewaz f jest wypukla to optymalny wielomian jest postaci w*(z) = ax + b, gdzie

- (=D 1
2 (—1)

57
a b jest takie, ze f(2) — w*(2) = w*(0) — f(0), czyli b = 2. Aby znalezé xj), a7,
wystarczy teraz rozwigza¢ rownanie z(z + 2) = |z|. Dostajemy zf = —3,
Dodatkowo, minimalny btad interpolacji/aproksymacji wynosi %
O

j—
] = L.
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Czy V = span(1, 22, %) jest przestrzenig Haara w

(i) C([0,1]),
(i) C(=1,1])?

e Zauwazmy, ze dimV = 3. Jesli v € V zeruje sie w trzech punktach zy < z; < x5
dziedziny to v(z) = a(x — to)(x — t1)(x — t2), albo

v(x) = 2® — 2% (tg + t1 + to) + x(toty + tots + tits) — totito.
Warunek v € V' jest rownowazny temu, ze wspotczynnik przy z sie zeruje, czyli
tot1 + tots + tits = 0.

W przypadku (i) jest to niemozliwe, bo powyzsza suma jest nie mniejsza od z1z5 > 0,
czyli V' jest przestrzenig Haara. W przypadku (ii), V nie jest przestrzenia Haara, bo
mozemy wziaé, np. (to,t1,t2) = ( — %, %, 1).

OJ

Niech a; dla 1 < i < n beda punktami nie nalezacymi do danego przedziatu [a, b].

Wykaz, ze
1 1 1
V:span{ ) b },
r—a; T —as r— Ty

jest przestrzenia Haara w C/([a, b]).

Pokaz, ze przestrzen funkcji trygonometrycznych stopnia n, zdefiniowana jako
Vont1 = span(l, cost, sint, ..., cosnt, sin mf),
jest przestrzenia Haara w C([a,b]), oile 0 < b —a < 2.

e Wobec réwnodci e'® = cos ¢ + isin ¢ (gdzie i = v/—1), kazda nietrywialna funkcja
t— h(t) = > _oagcoskt + by sin kt € Va1 moze by¢ zapisana w postaci

2n
h(t) = Z cpelft = Z Choon”,
k=0

|kl<n

gdzie z = e oraz ¢y = ag, cyp, = %(ak Fiby), 1 < k < n. Jedli ey, = 0 dla wszystkich
k to takze ar = by = 0, co oznacza, ze dim Vy,,; = 2n + 1. Ponadto, h znaka w
nie wiecej niz 2n punktach przedziatu [a, b], poniewaz kazdy wielomian po prawej
stronie réwnoéci ma co najwyzej 2n zer, a funkcja t — e' jest réznowartoéciowa dla
t z przedziatu o dtugosci mniejszej niz 2.

0J

Pokaz, ze

~

Vi1 = span(l, cost, cos2t, ..., cosnt)
jest przestrzenia Haara w C([0, 7]).

e Kazda nietrywialna funkcja ¢ — h(t) := Y}_,arcoskt € ]7n+1 moze by¢ zapisana
w postaci h(t) = w(z) = Y}_gaxTk(x) gdzie © = cost, t € [0,7], a T} jest k-tym
wielomianem Czebyszewa. Poniewaz wielomian w ma co najwyzej n zer, a zamiana
zmiennych jest roznowartosciowa, funkcja h tez ma co najwyzej n zer w [0, 7.

O
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(80)

(81)

(82)

Pokaz, ze
V,, = span(sint, sin2¢, ..., sinnt)
jest przestrzenia Haara w C'([e, m — €]) dla kazdego € € (0,7/2).

e Wystarczy zauwazy¢, ze jesli funkcja t — h(t) := > p_, b sinkt ma n zer € < t; <
... <t,<m—etoma2n+1zer w |-+ €, — €|; mianowicie 01 £¢;, 1 < j < n.
To zas w Swietle zadania (78) jest niemozliwe.

O

Znajdz wielomian w € TI; w bazie potegowej najlepiej aproksymujacy funkcje /z
(i) w normie jednostajnej C(]0,1]),
(ii) w normie Sredniokwadratowej £2(0, 1).

e Oznaczmy f(z) = /x. W (i) skorzystamy z twierdzenia o alternansie. Poniewaz
dim IT; = 2, alternans liczy 3 punkty. Ponadto f jest funkcja wklesta na [0, 1]. Proste
rozwazania geometryczne prowadzg do wniosku, ze alternans sktada sie z punktéw
xo = 01 xe = 1, oraz punktu z; € (0, 1) takiego, ze styczna w; do wykresu funkeji
w tym punkcie jest rownolegla do wielomianu wy stopnia 1 interpolujacego f w
punktach 0 i 1. Wtedy element optymalny wynosi w* = %(wl + wo).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze x; spelia réwnanie f'(x1) = f[0,1] = 1, czyli
z1 = 1. Poniewaz f(z;) = , mamy wi(z) = z + 1. Mamy tez ws(z) = z, a stad
w* =z + %. Ponadto, btad aproksymacji wynosi é.

W (ii), tatwo wida¢, ze wielomiany wo(z) = 11 wy(x) = x — § sa prostopadle w
L5(0,1). Dlatego element optymalny, bedacy jednoczesnie rzutem prostopadtym f
na podprzestrzen II;, wynosi

(wo, wo) (wy,wr)

w*(z) = 5):

Mamy <w07w0> = fOl 12 doe = 17 <w17w1> = fOl(x_%)de = T127 <f7 w0> = f()l \/Ed'r = %7
(fwn) = Jo V(e - 3)dz = g5, a stad
2 4 1 4 4
(:v— 2) 5 15

J, wo J, w1 1
(f; wo) N (f;wr) (x_ )

5:E+15.
UJ

Wyznacz w postaci potegowej wielomian ws € Il3 najlepiej aproksymujacy funkcje
f(z) = |z| w przestrzeni C([—1, 1]).

e Poniewaz f jest parzysta to wielomian optymalny tez jest parzysty, czyli postaci
ws(z) = az? + b. Po zamianie zmiennych z = x? zadanie sprowadza sie do najlepszej
aproksymacji funkcji v/z przez wielomiany postaci v(z) = az + b na odcinku [0, 1].
Rozwigzanie zadania (81) daje optymalny wielomian v(z) = z + 3, czyli ws(x) =
%+ %.

0

Zmajdz wspotczynniki ag, aq, as wielomianu trygonometrycznego
g(t) = ap + ay cost + ag sint,
ktory najlepiej aproksymuje funkcje f(t) = |sin(t/2)| w przestrzeni C([—m, 7]).
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e Poniewaz funkcja f jest parzysta, wystarczy ograniczy¢ sie do aproksymacji parzy-
stych w C([0, 7]). Rzeczywiscie, jesli g jest optymalny dla f to h(t) = 1(g(t) +g(—1))
jest w klasie, jest parzysty, a takze optymalny. Dla dowolnego ¢ mamy bowiem

F@&) =h)] = F((f#) = g(®) + (F(=1) — g(—1)))

< (I — 9@+ 1£(=t) = g(=)]) < [If = gl

(Por. z zadaniem (74)). Skoro g jest parzysta tylko wtedy gdy as = 0, zadanie jest
rownowazne aproksymacji w podprzestrzeni rozpigtej na 11 cost.
Dokonujac zamiany zmiennych x = cost i wykorzystujac tozsamosé

sin <;)’ _ 1 —QCOSt,

sprowadzamy zadanie do znalezienia ag,a; takich, ze wielomian w(x) = ag + a1z

najlepiej aproksymuje funkcje /5% w C([—1,1]). Aby je rozwiazaé, wykorzystamy
rozwigzanie zadania (81)(i). Latwo zauwazy¢, ze skoro wielomian w(y) = y + 3 jest
optymalny w II; dla /y to wielomian

w(z)=w(i(l-2) =i1-2)+i=—lo+3

jest optymalny dla 1/1%5”. Stad ag = g, a; = —%, as = 0.
O

Wykaz, ze n-ty wielomian optymalny wj, € II, w aproksymacji jednostajnej dla
funkeji f € C([a,b]) jest jednoznacznie wyznaczony.

e Jedli istnieja dwa elementy optymalne wy, wy € 11, dla funkcji f to w := %(wl +wy)
jest tez optymalny dla f, bowiem dla kazdego x mamy

F@) —w@)| = |3(f—w)@)+ 5(f —w)@)] < 3(If —wille +[If = walle)
YEW(f) + Ea(f)) = En(f)-

Niech a < 29 < -+ < 7, < T4 < b bedzie alternansem dla f — w. Wstawiajac
powyzej x = x; dostajemy, ze |(f — wi)(z;) + (f — w2)(7:)] = 2E,(f), a stad

(f —wi)(@;) = (f —wa)(z) = £EL(f), 0<i<n+1.

Wielomian w; — ws € II,, ma wiec n + 2 zera, czyli wy = ws.

O

Niech 79 < ¥y < -+ < Ty, gdzie n > 1. Niech f € C'([zo,x,]) bedzie funkcja, ktora
w kolejnych punktach x; przyjmuje na przemian wartosci nieujemne i niedodatnie.
Pokaz, ze wtedy f ma zera o tacznej krotnosci co najmniej n.

e Dowdd przeprowadzimy przez indukcje po n. Dla n = 1 fakt jest oczywisty. Niech
n = 2. Jesli f(z1) # 0 to f ma zero w [zg, x1) oraz zero w (1, x2]. Jesli zas f(z1) =0
i jest to jedyne zero w (xg, 23] to f nie zmienia znaku w tym przedziale, a to oznacza,
ze f'(x1) =0, czyli 21 jest zerem dwukrotnym.

Niech n > 3. Jesli f(x,—1) # 0 to f ma z zalozenia indukcyjnego zera o tacznej
krotnosci co najmniej n — 1 w przedziale [z, z,_1) oraz dodatkowe zero w (x,_1, z,].
Jedli za$ f(x,—1) = 0 to mamy, podobnie jak w przypadku n = 2, zera o lacznej



36

(87)

(88)

krotnosci co najmniej 2 w przedziale (z,_9,x,], czyli, na podstawie zalozenia induk-
cyjnego dla przedziatu [zg, x,_s|, zera o tacznej krotnosci (n — 2) + 2 = n w catym
przedziale [xq, x,].

]

Wykaz, ze dla kazdej funkcji f € C([a, b]) mozna wskazaé wezlty a < tg < --- <t, <b
takie, ze wielomian interpolacyjny funkcji f oparty na tych weztach jest jednoczesnie
jej n-tym wielomianem optymalnym.

e Jesli w},, jest n-tym wielomianem optymalnym dla f to dla réznica f—w},, istnieje
(n + 1)-punktowy alternans a < o < --+ < 41 < b. To za$ oznacza, ze w kazdym
przedziale otwartym (z;, z;41) dla 0 < < n istnieje ¢; takie, ze (f —w},,)(t;) = 0.
Stad w},,(t;) = f(t:) czyli w},, jest wielomianem w I, interpolujacym f w punktach
t; dla 0 < i < n. (Nalezy podkresli¢, ze rzeczone wezty interpolacyjne zmieniaja sie
wraz ze zmiang f.)

OJ

Uzasadnij, ze stata Lebesgue’a
A, = inf A(zg, ..., xy),

a<zo< - <xp<h
gdzie A(wo, 21, ..., Tn) 1= MaXaga<h 2oy |[j(7)], a l; s3 wielomianami Lagrange’a dla
weztéw xo, . . ., x,, nie zalezy od wyboru przedziatu [a, b].
e Rozpatrzmy dowolny przedzial [a,b]. Po zamianie zmiennych x = a + t(b — a) i
podstawieniu z = a + t(b — a) dostajemy

I —ZH

Z0j2h=0 T — Tk 520 k=0t tk

Poniewaz przeksztalcenie ¢t — x = a + t(b — a) jest bijekcja przedziatu [0, 1] na
przedzial [a, b], stata Legesgue’a dla [a, b] jest réwna stalej Lebesgue’a dla [0, 1].
]

Niech f(x) = x?. Jak duze n nalezy wzia¢, aby wielomian Bernsteina B, f aproksy-
mowal f z btedem mniejszym niz 107 w normie jednostajnej na [0, 1]?

e Dla funkcji f(x) = z? wielomian Bernsteina stopnia n wynosi:

E\? /n e " (n—1 .
() (a2 (D))o

n—1k—-1 1\ (n—-1)\ , —k
- 1 — )"
1( n n—1+n><k—1>x< x)

NE

Bu(z) =

I
M=

k=
n—1,¢ =2\ o n—k , L
= mZ( ):c (1—a2)"™"+=
P -2 n
—1
= oy T
n n

Stad f(z) — B(z) = 22(1 — ) i ||f — Bllcoa)) = 5. co jest mniejsze od 107% dla
n>1x108.
0
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Niech B, f bedzie n-tym wielomianem Bernsteina dla funkcji f. Jak szybko btad
aproksymacji jednostajnej || f — B, fllc(o.1]) zbiega do zera dla funkeji f(z) = 23?

Wykaz, ze jedli f € C'([0,1]) to dla kazdego ¢ > 0 istnieje wielomian p taki, ze
If —pll <eillf/—7| <e przy czym norma jest jednostajna na [0, 1].

e Skoro f’ jest ciagla to istnieje wielomian ¢ taki, ze || f’ — ¢|| < €. Biorac p(z) =
[ q(z) dz mamy || f' — p'|| < € oraz

F@) =p)| = | [ =py O] < [T —ald < ex < e

czyli ||f —pll <e.
0

Niech h > 0 i ¢ € R. Wyznacz wspotczynniki kubicznej funkcji sklejanej s opartej
na pieciu weztach —2h, —h,0,h,2h i speliajacej dodatkowo nastepujace warunki
interpolacyjne:

s(0)=c¢, s®(x2n)=0, k=0,1,2.

Dla z € R, niech z; = max(0,z). Wykaz, ze kazda naturalna kubiczna funkcje
sklejang s oparta na weztach zg < xy < -+ < x,, mozna przedstawi¢ w postaci

s(x) = w(z) + kzi:ak(l' — xk)iv

gdzie a; € R, a w jest wielomianem stopnia co najwyzej 1. Ponadto,

Zakx};:O dla 7=0,1.
k=0

Pokaz, ze kazda funkcje sklejang s rzedu r oparta na weztach xg < --- < x,, mozna
przedstawi¢ w postaci

s(z) = w(x) + kzi:ak(x —xp)y

gdzie a; sa pewnymi wspoétczynnikami rzeczywistymi, a w € IlIy,_;. Ponadto, jesli s
jest naturalna, to w € II,_;, a wspotczynniki a; spelniajg rownania

Zakmi =0 dla 0<e<r—1L
k=0

o w € Iy jest oczywiscie wielomianem réwnym s na (—oo,zg). Dla z € [z, 21]
zapiszemy s — w w rozwinieciu Taylora

2r—1 (z — z0)!

s(z) —w(z) = ;) Ci—————.

7!

7 warunkéw gladkosci w 2o mamy (s — w)®(z9) = 0 dla 0 < k < 2r — 2, a stad

T—1 2r—1 |
s(x) = w() = cop Tl i

@m0,

(2r — 1)! TS TS,

s(x) = w(x) + cop—1
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czyli ag = (gifll)!. To samo rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dalej dla kolejnych

przedziatéw [x;_q,x;] 1 [, +00).

Jedli s jest naturalng funkcja sklejang to oczywiscie w € Il,_1, bo s € II,_; na
(—o00, xg]. Pozostate warunki uzyskujemy stad, ze s € II,_; takze na [z,, +00). Rze-
czywiscie, mamy s (x,) = 0, czyli

n

2r—1)2r—2)- - (r+1)r> a(zr—z) " =0.

Réwnowaznie,

- r—1 e id o r—1d
Zak(x—:rk) = Zak (=D x
k=0 ‘

- i;o pr-1-i (r ; 1)(—1)i<§akx§;) _o

Przyréwnujac wspotezynniki przy xf do zera dlai = 0,1,...7 — 1 dostajemy teze.
O

Niech s : R — R bedzie funkcja sklejana pierwszego rzedu (tzn. funkcja ciagla i
kawatkami wielomianem stopnia < 1) oparta na weztach ¢ < z1 < - -+ < x,,. Wykaz,
ze s mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

s(x) =a+br+ ) cjlw —
=0

dla pewnych a, b, ¢;, 0 < j < n. Jesli ponadto s jest naturalna to b =37 ¢; =0

e Oczywiscie, kazda funkcja rzeczonej postaci jest funkcja sklejana pierwszego rzedu
z weztami x;. Pokazemy, ze uklad funkeji 1, z, |z — z;], 0 < j < n, jest liniowo
niezalezny. Rzeczywiscie, niech x — a + br + X7_, ¢j|lz — ;| bedzie funkcja zerows.
Poniewaz ¢; # 0 implikuje brak rézniczkowalnosci w z;, mamy c¢; = 0 dla wszystkich
J, a to oznacza, ze takze a = b = 0.

Funkcja s jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci w z; dla 0 < j < n
oraz wartosci w xg— 11z, +1. Odpowiada to uktadowi n+ 3 réwnan liniowych z n+3
niewiadomymi a, b, ¢;. Uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie bo, jak pokazaliSmy
wczesniej, zero jest jedynym rozwigzaniem uktadu jednorodnego.

Jesli ponadto s jest naturalna to s'(xzy) = 0 = §'(x;}). To odpowiada réwnaniom
b— Z;":Ocj =01 b+2?:00j =0,czylib=0= Z;L:()Cj-

O

Niech

Ql(f) = bga <f(2a;b>+f(aj;2b>>.

Pokaz nieréwnosé

11

11
sup  |S(f) — QI (f) < —M(b—a)® <—0.033951>.
feFWVbD! (f) = QA < 35, M —a) 394
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e Wezmy najpierw, dla uproszczenia, [a,b] = [—1,1]. Wtedy QI(f) = f(%) + f(%)
i tatwo sprawdzi¢, ze jest to kwadratura interpolacyjna. Stad btad

s - Qo] = | [ (= 3)s[- ]
22

11
= =M= _——2°M,
81 324
co odpowiada prawej stronie zgdanej rownosci. Dla dowolnego przedzialu wystarczy
dokona¢ ‘tradycyjnej’ zamiany zmiennych z = 1(a 4 b) + 3t(b—a), t € [-1,1].
OJ

< ;M/_ll‘xz—é‘dx

Niech T,,(f) bedzie zlozona kwadraturg trapezéw dla aproksymacji catki S(f) =
[? f(x) dz, oparta na réwnomiernym podziale odcinka [a, b] na n pododcinkéw. Niech

75 = 7.0 - U (7 0) - @)

Wykaz, nie korzystajac bezposrednio z furmuly Eulera-Maclaurina, ze jesli f €
C*([a, b]) to btad kwadratury |S(f) — T/ (f)| zbiega do zera co najmniej tak szybko
jak n™* gdy n — oo.

e Rozpatrzymy n = 1 i kwadrature

7(5) = 1) - L= L () - @)
12
Jest to kwadratura oparta na dwukrotnych weztach a i b. Jesli rzad zbieznosci kwa-
dratury ma sie zwickszy¢ z k=2 do k=* to by¢ moze T” jest kwadraturg interpolacyjng
Hermite’a. Sprawdzamy bezposrednio, ze rzeczywiscie tak jest, np.przez sprawdzenie,
ze T' jest dokladna dla wielomianéw 1, x, (x —a)?, oraz (z — a) (:z: —a+ b)) (x —b).

Ze wzoru na blad kwadratury interpolacyjnej dostajemy

S(f)=T'(f) = /ab(a:—a)Q(x—b)Qf[a,a,b,b,x]dx

) (g) b —a)’
/ 4!(§)/a(x—a)2(x—b)2dx = (b720) FO).

Zauwazmy teraz, ze

Té(f) = Zn: <b2_na (f(xzfl) + f(fm)) - <b1;§2) (f/(fﬂz) - f/(le))> 5

i=1

czyli T! jest sumg kwadratur 7" na kolejnych przedziatach [x; 1, z;], kazdy o dtugosci
L(b— a). Stad

() -7 =3 7y () 1960 = Lo o

co nalezalo pokazac
O
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Wykaz, ze jesli f € C*([a,b]) i [P W (2)da # 0, to dla ztozonej kwadratury parabol
P, mamy

_ b —a)
I — B(f)) K = /
lim (S(f) = Bu(f)) 2350 < e )
e Blad kwadratury P, wyraza sie doktadnym wzorem

() - ) = — g5 () 20 = -l (32 e ).

i=1

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze suma po prawej stronie jest sumg Riemanna, a wigc
dazy do catki z f® gdy k — +o0.
0

Przeprowadzajac ortogonalizacj¢ Grama-Schmidta bazy potegowej {1, x, 22, 23} znajdz
wielomiany ortogonalne Legendre’a stopnia 0, 1,2, 3, tzn. wielomiany ortogonalne na
przedziale [—1,1] z waga p = 1. Nastepnie wskaz zera tych wielomianéw, czyli wezty
odpowiednich kwadratur Gaussa-Legendre’a.

e Latwo wida¢, ze dwa pierwsze wielomiany sg ortogonalne w Lo(—1, 1), tzn. Lo(x) =
1i Ly (x) = x. Przeprowadzajac kolejno ortogonalizacje wielomianéw 2 i 23 ze wzgle-
du na iloczyn skalarny (f,g) = [*, f(z)g(z) dz i wykorzystujac fakt, ze

L 0, 1+ J - nieparzyste,
/ 'z de = 2 L
1+ J - parzyste,

~1 i+jt1
dostajemy:
2 2
Ly(z) = 2* — (@ ’x>x— 1) = $2—1a
<l’,$> <171> 3
<x3 72— l> <g;3 x) <:I:‘3 1) 3
L . ’ 3 2_1y_ Mo -t =2 —g
S e Y T e Ty T s

St@d odpowiednie pierwiastki wynosza: {.7:(()1)} = {0}, {x((f),xl b= {-1v3, V3],

|{:|‘T0 axl » L } {_%\/ﬁ7 07 %\/E}

Zalézmy, ze dane sa liczby fy 1y, definiujace ciag wielomianéw ortogonalnych {px }r>o
przez formute trojcztonowa,

po(z) = 1, pi(z) = (z-0F),
pk(x) = (l' - Bk)pk—l(x) - Vkpk_z(x), k> 2.

Zaproponuj ekonomiczny (tzn. o koszcie proporcjonalnym do n) algorytm obliczania
wartosci w punkcie x wielomianu w danego poprzez jego wsp6tczynniki ¢, rozwiniecia
w bazie {py}, tzn. w(x) = > p_q ckpr(x).

e Niech d,, .o =0, d,,;1 = 0, oraz

dp = ¢k + (v — Brs1)dpy1 — Vegodpse  dla k=n,n—1,...,1,0.
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Wtedy, na podstawie formuty tréjcztonowej, mamy

n

p(x) = kZi: ckpr(T) = Z (dk — (2 = Brs1)drs1 + ”Yk+2dk+2> ()

= dopo(z) + dy (pl(I) — (z — ﬁl)po(x))
+ ki dy (pk(x) — (7 — Br)pe—1(7) + Vkpk_Q(x)) = dp.

Stad algorytm:
dnyo =05 dpy1 = 0;

for k£ :=n downto 0 do
dp = cr + (T = Brr1) drr1 — Yeradiro;
p:=dy— diz.
O
Uzasadnij, ze: (a) jesli kwadratura jest doktadna dla dowolnych n + 1 wielomianéw

tworzacych baze w 1I1,,, to jest ona rzedu co najmniej n+ 1, oraz (b) jesli kwadratura
jest rzedu n + 1 to jest ona niedoktadna dla kazdego wielomianu stopnia doktadnie
n+ 1.

e Teza wynika z liniowosci zarowno caltki jak i kwadratury ze wzgledu na f.

(a) Niech po, p1, ..., p, bedzie bazg w IL,,. Jedli rz(Q)(px) = S,(px) dla 0 < k < n to
dla dowolnego wielomianu w = 7} _, cxpr mamy

Sy() = 3 xSyl = 3 Q) = Q).

czyli rz(Q) > n+ 1.
(b) Niech w*(z) = ¢*z"t +- - | gdzie ¢ # 0, bedzie takim wielomianem, ze S,(w*) #
Q(w*). Jesli w(x) = ca™ 4 .-+ | gdzie ¢ # 0, to w = Sw* + v, gdzie v € [T,y i

Sp(w) = = S,(w") + S,(v) = Z8,(w) + Qv) # QW) + Qv) = Q(w).

O

Zmajdz wezet a € [0, 1) oraz wspotezynniki « i 5 tak, aby kwadratura
Q(f) = af(a)+Bf(1)
przyblizajaca catke fol f(z) dz miata najwiekszy rzad.

Niech d € [a,b] bedzie ustalone. Ile wynosi (w zaleznosci od d) maksymalny rzad
kwadratury postaci

Q(f) = af(d) +7f(c), gdzie cé€la,b], a,7 €R,
przyblizajacej catke f; f(z)dx?

e Dla uproszczenia, mozemy zatozy¢, ze [a,b] = [—1,1]. Poniewaz wspétezynniki « i
v sa uwolnione, maksymalny rzad bedzie miata kwadratura interpolacyjna oparta na
weztach d i ¢, przy czym rzad ten bedzie wynosi¢ na pewno co najmniej 2 i co najwyzej
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4. Blad takiej kwadratury to [1,(z — ¢)(z — d)f[c, d, 2] dz. Warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na to, aby kwadratura byta rzedu co najmniej 3 jest wiec |¢| < 1
oraz
1 1

0 = /l(x—c)(:z:—d)dyc = /1x2 —az(c+d)+cddz = 2<%+cd>,
czyli ¢ = 57 1 |d| > 4. Dalej juz liczy¢ nie musimy, bo wiemy, ze jedyna kwadratura,
ktéra osiaga maksymalny rzad réowny 4 jest kwadratura Gaussa-Legendre’a, ktora
dostajemy gdy d = —%\/g ic= %\/g (albo odwrotnie). Podsumowujac mamy, ze:
- dla |d| < % maksymalny rzad wynosi 2 i jest przyjmowany przez kwadrature inter-
polacyjna oparta na d i dowolnym ¢ € [—1, 1],
-dla % < |d| # %\/g maksymalny rzad wynosi 3 i jest przyjmowany przez kwadrature
interpolacyjng oparta na weztach d i ¢ = g—;,
- dla |d| = %\/5 maksymalny rzad wynosi 4 i jest przyjmowany przez kwadrature
interpolacyjna (Gaussa-Legendre’a) oparta na d i ¢ = —d.
O

[le wynosi maksymalny rzad kwadratury opartej na dwoch weztach: jednokrotnym
zo = a i n-krotnym z, € [a,b], dla aproksymacji catki S(f) = [° f(x)(x —a) dz? Czy
kwadratura o maksymalnym rzedzie jest wyznaczona jednoznacznie?

e Maksymalny rzad osigga kwadratura interpolacyjna i rzad ten wynosi co najmniej
n + 1, bo taka jest suma krotnosci weztéw. Jedli n jest parzyste to dla dowolnego
x1 kwadratura nie jest dokladna dla wielomianu (z — a)(z — x1)™ stopnia n + 1 (bo
kwadratura zwraca zero, a catka jest dodatnia), czyli maksymalny rzad wynosi n + 1
i jest osiggalny dla kazdego wezta .

Zat6zmy, ze n jest nieparzyste. Dla danego x1, rozpatrzmy znéw wielomian w(z) =
(x—a)(x—xq1)". Jedli 21 = a to S(w) > 0, ajesli z; = bto S(w) < 0. Z ciagtosci S ze
wzgledu na x; mamy, ze dla pewnego z jest S(w) = 0 i dla takiego x; kwadratura
ma rzad co najmniej n + 2. Jest to jednocze$nie maksymalny rzad, bo kwadratura
nie jest doktadna dla wielomianu (z — a)(z — x1)""* stopnia n + 2.

W przypadku nieparzystego n, kwadratura o maksymalnym rzedzie jest wyznaczo-
na jednoznacznie, bo z7 jest wtedy wyznaczony jednoznacznie. Wynika to z faktu, ze
S(w) maleje gdy z; rosnie. Rzeczywiscie, oznaczajac F(z,c) = [P(z — a)*(z — ¢)"dx
mamy

0F (x,c)
oc
bo, wobec parzystosci n — 1, funkcja pod calka jest dodatnia (poza z =aix = c.)
OJ

b
= —n/ (x —a)’*(x —c)" 'da < 0,

[le wynosi maksymalny rzad kwadratury opartej na czterech weztach,
a=1z)< T < Ty < T3=0>,
dla aproksymacji catki S(f) = [ f(z) da?

e Mozemy zaltozy¢ bez straty ogdlnosci, ze [a,b] = [—1, 1]. Dla dowolnych weztéw x4
i g, niech w*(x) = (22 — 1)(x — z1)*(x — x2)?. Wtedy calka z w* jest ujemna, ale
kwadratura zwraca zero. Stad maksymalny rzad jest nie wickszy niz degw* = 6.
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Pokazemy, ze maksymalny rzad wynosi rzeczywiscie 6. W tym celu, rozpatrzmy
kwadratury interpolacyjne QL oparte na weztach 41 i 4a, gdzie 0 < a < 1. Kazda
taka kwadratura, jako interpolacyjna oparta na 4 weztach, jest doktadna dla wielo-
mianéw z IT3. Jest tez doktadna dla wielomianu v(z) = z(2? — 1)(2? — a?) stopnia 5,
bo S(v) = Q4(v) = 0. Pozostaje pokaza¢ istnienie a € [0,1] takiego, ze kwadratura
jest doktadna dla jakiego$ wielomianu stopnia 4, np. dla u(z) = (2% — 1)(2? — d?).
Poniewaz Q%(u) = 0, musi by¢ S(u) = 0. Zauwazmy, ze dla a = 1 mamy S(u) > 0, a
dla @ = 0 mamy S(u) < 0. Poniewaz S(u) zalezy w sposéb ciagly istnienie a takiego,
ze S(u) = 0 jest zapewnione.

Aby wyliczyé a (co formalnie nie jest juz konieczne dla rozwiazania zadania), mu-
simy rozwigza¢ rOwnanie

1
0= /1(:1:2 — 1)(352 —a®)dr = %(aQ — %),

z ktorego dostajemy a = é\/g = 0.4472...
(Oczywiscie, teza zadania wynika rowniez z ogélniejszej tezy zadania (105).)
O

Rozpatrzmy calkowanie z waga S,(f) = [P f(x)p(x) dz, gdzie —co < a < b < +oo0.
Ile wynosi maksymalny rzad kwadratury opartej na n + 1 weztach zawierajacych
konce przedziatu catkowania,
aZxO<£1<"'<£n—l<xn:b7

dla aproksymacji catki S,(f)?
e Dla ustalonych weztéw x;, najwiekszy rzad ma kwadratura interopolacyjna, nazwij-
my ja Q! na tych weztach oparta. Wtedy, dla wielomianu

w*(x) = (v —a)(x — 21)*(x — 22)* - - (2 — 2,_1)*(x — b),
mamy Q! (w*) =01 S,(w*) <0, a poniewaz w* € Iy, to rz(QL) < 2n.

7 drugiej strony, zdefiniujmy wage
pi(r) = =(z — a)(z = b)p(x)

i niech 2 dla 1 < i < n — 1 beda zerami (n — 1)-szego wielomianu ortogonalnego
w przestrzeni Ly, (a,b). Niech f € Ily,—4 i niech wy € II, bedzie wielomianem
interpolujacym f w weztach a,biz}, 1 <i<n— 1. Wtedy

f(@) —ws(z) = (x — a)(x — 27) -+ (= 27, _) (z — b)g(x),
gdzie g € I1,,_5. Stad

SN - @4 = [(F~w)@p(e)da

= = [e—a - )g@n ) dr = o,

bowiem wielomian (z — %) - (x — x},_;) jest ortogonalny do g w L, ,, (a,b),
Pokazalismy wiec, ze maksymalny rzad wynosi 2n i jest przyjmowany przez kwadra-

ture interpolacyjna oparta na a, b i na zerach (n— 1)-szego wielomianu ortogonalnego

w przestrzeni L, (a, b).

OJ



44

(106)

(107)

(108)

(109)

Ile wynosi rzad kwadratury opartej na n + 1 weztach, przy czym kazdy wezet jest
dwukrotny?

e Oczywiscie, maksymalny rzad wynosi co najmniej 2n + 2 i jest przyjmowany przez
kwadrature interpolacyjng. Dla dwukrotnych weztéw xy < zy < --- < x,, btad takiej
kwadratury dla funkcji f € C*"*2([a, b]) wynosi

S,(f) = Qulf) = /ab(x —20)* - (x — 2,)*p(x) f20, T0, T1, T1s + - oy Ty, Ty )
(2042)
S [ =y (o = ol

jest wiec dodatni dla f(z) = #?"*2. Stad, dla dowolnego wyboru n + 1 dwukrotnych

weztow rzad kwadratury wynosi 2n + 2.
OJ

Czy istnieje kwadratura postaci Q(f) = aof(xo) + a1 f(z1) dla catki

f— /O+Oo f(x)e_z2/2 dzx,

ktora jest doktadna dla wszystkich wielomianéw stopnia < 37 Jesli tak to wskaz
Lo, 1 i ap, adq.

Rozpatrzmy ciag wielomianéw ortogonalnych {p,}>°, w przestrzeni £, ,(—1,1). Wy-
kaz, ze jesli waga p jest parzysta, tzn. p(x) = p(—z), to ps, sa wielomianami parzy-
stymi, a po,y1 sa wielomianami nieparzystymi dlan =0,1,2,....

e Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze p,(z) = 2™ + - - - . Pokazemy, ze wielomiany

réwniez tworzg cigg wielomianéw ortogonalnych w £, ,(—1,1). Rzeczywiscie, dla i #
J mamy

<Qi,q]‘>£2,p = /11 ¢i(7)q;(x)p(x)dr = /11(—1)i+jpi(—$)pj(—x)0(_$) dz

= (0 [ @@t dr = 0

Z drugiej strony, z jednoznacznosci ciggu wielomianéw ortogonalnych mamy ¢, = p,,
czyli p,(—x) = (—1)"p,(z) dla wszystkich n, co konczy dowdd.
O

Niech z; dla 0 < j < n beda zerami (n + 1)-szego wielomianu ortogonalnego w
przestrzeni Lo ,(a,b). Niech dalej [; € II,, beda odpowiadajacymi tym weztom wie-
lomianami Lagrange’a. Wykaz, ze dla f, g € II,, iloczyn skalarny w £, ,(a,b) mozna
wyrazi¢ jako

.0)es, = [ F@apla)dz = 3 f(w)ole)

gdzie w; = [z, = (i) cs -
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e Zapiszmy wielomiany Lagrange’a w postaci [;(z) = ¢; [1] _o(x — 1), gdzie ¢; ' =
[T} k—o(7j — 21). Wtedy dla i # j mamy

Li(x)li(x) = cic; (ﬁ(i’f - in)) ( ﬁ (z — xs)> :

k=0 1,j7#s=0

Pierwszy iloczyn po prawej stronie tej rownosci to, z doktadnoscia do czynnika liczbo-
wego, (n + 1)-szy wielomian ortogonalny, a drugi czynnik jest wielomianem stopnia
n — 1. Wielomiany te sa wiec prostopadte w Ly, a to znaczy, ze (l;,l;)z,, = 0.
Rozwijajac wielomiany f, g € II,, w bazie Lagrange’a dostajemy

aes, = [ (3 o) (z g(wj>zj<x>) o) do
= Y Fdeley) [ L@@ de = 3 el e,

1,j=0 4,7=0
= > f(x)g(@) 1) o
j=0

co nalezato pokazac.
O

Wykaz, ze catka

b
| @ =20 @ = a0)? - (¢ = 20)*p(a) da,

gdzie p jest pewna waga, jest najmniejsza wtedy i tylko wtedy gdy za xq,...,x,

wezmiemy zera (n + 1)-szego wielomianu ortogonalnego w przestrzeni £, ,(a, b).

e Niech

f(@) = (& —x0) - (= 2n) € gy
i niech p,41(x) = (x — xj) - - - (x — x) bedzie jednoznacznie wyznaczonym (n + 1)-
szym wielomianem ortogonalnym w przestrzeni £ ,(a,b). Wtedy f = pn41 + v, dla
pewnego wielomianu v € II,,. Oznaczajac przez (-,-) i || - || iloczyn skalarny i norme
w Ly p(a,b), mamy (p,i1,v) =0 oraz

[ =) =i o = o) da
= A1 = s + 01 = [l + 01> [l
= [ a2l =) (e~ 2 o) da.
) a

Niech f € Il,4; i niech wy bedzie wielomianem najlepiej aproksymujacym f w wa-
zonej normie sredniokwadratowej Lo ,(a,b), wsréd wielomianow w € II,,. Wykaz, ze
wtedy wielomian f —w; ma n + 1 réznych zer. Wskaz te zera.

o Jesli f € II, to wy = [ 1 teza jest oczywista. Zatézmy wiec, ze f jest stopnia
doktadnie n + 1. Wtedy f — wy jest prostopadly w sensie £, ,(a,b) do II,,. Wobec
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(112)

(113)

(114)

(115)

tego, ze f —wy jest wielomianem stopnia doktadnie n+ 1, wielomian ten jest (n+1)-
szym wielomianem ortogonalnym w £, ,(a, b). Stad wy interpoluje f w weztach-zerach

wielomianu ortogonalnego stopnia n + 1.
OJ

Niech wy bedzie wielomianem w II,, najlepiej aproksymujacym funkcje f € C([a, b])
w normie Lo ,(a,b). Wykaz, ze wtedy réznica f —w; ma co najmniej n + 1 réznych
zer w (a,b). Innymi stowy, mozna dobra¢ punkty a < zo < --- < x, < b tak, ze
wy(r;) = f(2:), 0 <i < n.

Uzasadnij, ze kwadratura prostokatow jest kwadratura Gaussa-Legendre’a, natomiast
zadna 7 kwadratur Newtona-Cotesa QY¢ dla n > 1 nie jest kwadratura Gaussa dla
jakiejkolwiek wagi p.

e Rzad kwadratury prostokatéw wynosi 2 i jest taki sam jak dla kwadratury Gaussa-
Legendre’a. Teza wynika wiec z jednoznacznosci kwadratur Gaussa. Z kolei, zadna
kwadratura Newtona-Cotesa nie jest kwadratatura Gaussa, bo te pierwsze korzystaja
z obu koncach przedziatu catkowania, a konce te nie sg zerami zadnego wielomianu
ortogonalnego.

0

Dla wielomianéw Legendre’a L,, prawdziwa jest réwnos¢
1 2
Lallesn = [ L3(@)do = .
Hnllzorm = | Lu()do = o=
Niech z; dla 0 < j < n beda zerami (n + 1)-szego wielomianu Legendre’a. Pokaz, ze

. ) ) , B 92n+3 1-2---n-(n+1) 2
/_l(fc—%) (# =) (@ = 2a) o = 2n+3<(n+2)(n+3)"'(2”+2)> .

Niech Q(f) = X" o a; f(u;) bedzie kwadratura o rzedzie rz(Q)) = r dla aproksymacji
catki S(f) = [y f(u)du. Niech K bedzie jadrem Peano tej kwadratury, tzn.

SU) -~ Qul) = [ K@@
Wykaz, ze kwadratura

Qap(f) = (b—a) Zaif(xi), gdzie x; = a+u;(b— a),

n
=0

~

aproksymujaca catke S,,(f) = [” f(z)dz, ma takze rzad rz(Qu) = 7, a jej jadro
Peano wynosi

—a

Kay(t) = (b— a)rz((Z_ a).

e Niech z = a +u(b — a), u € [0, 1]. Dla dowolnego wielomianu w niech
v(u) =w(a+ulb—a)) =w(x).

Wtedy v jest takze wielomianem, przy czym degv = degw. Mamy tez

Sup(w) = /abw(x)dm — (b—a) /Olv(u) du = (b— a)S(v),
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M:

Qap(w) = (b—a) Zaw x;) b—a) a;v(u;)) = (b—a)Q(v),

a stad Syp(w) — Qap(w) = (b —a) (S(v) - Q(v) . Poniewaz przyporzadkowanie v do
w jest wzajemnie jednoznaczne, rz(Qqp) = 12(Q).
Jadro Peano dla @), wynosi

H
o

Zamieniajac zmienne na x = a + u(b — a), t = a + s(b — a), gdzie s,u € [0, 1], mamy

Kap(t) = (b=a) /01 (b_a);_(li)_ ey —<b—a>i‘“(b_a)gr _<uf>!_ =

- oo ([ e )
— G-k = - arK(j).

—a

O

Niech K, ; bedzie jadrem Peano kwadratury @), o rzedzie rz((Q),,) > s + 1, aproksy-
mujacej catke S,(f) = [ f(x)p(x)dz, tzn.

S~ @ulh) = [ KO an f e O (lab]).
Wykaz, ze [° K, (t)dt = 0.

e Wezmy wielomian w,(z) = 2°/s!, dla ktérego w'® = 1. Poniewaz kwadratura jest
doktadna dla wielomianéw stopnia s, mamy

0 = S,(ws) — Qulw,) /Kns £)dt = /Kns
O

Niech K, s bedzie jadrem Peano kwadratury @, o rzedzie r = rz(Q,) > s+ 1,
aproksymujacej catke S(f) = [” f(x )da: tzn.

S)) ~ @l = [ Kanldlf O an f e (ot
Wykaz, ze funkcji K, s jest prostopadia w Eg(a, b) do przestrzeni I, 4, tzn.

/ K, s(t)v(t)dt =0 dla wszystkich v e Il,_,_;.

Wykaz, ze jadra Peano kwadratur prostokatow R, trapezéw T i parabol P dla aprok-
symacji calki [} f(z)dz sa symetryczne wzgledem sidlate {O, %} wynosza odpo-
wiednio

Kfh(t) =52, KLt =3t —t),  Ki(t)=-5t*(2-1).

Wywnioskuj stad doktadne formuty na btedy tych kwadratur .
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(119) Niech

(120)

b—a 2a +b a -+ 2b
Qi) =5 <f( )+ (5 ))
Pokaz réwnosé
2 2
S(f)—Qf —M(b— = =0.027 .
L IS(U) = QI = M- o (72 0.02 778)

e Wystarczy rozpatrzy¢ [a, b] =
[—1,1] mamy QI(f) = f(%l) + f(%) Kwadratura Q! jest interpolacyjna i ma rzad
2, bo nie catkuje doktadnie wielomianu z +— 22
tej kwadratury. Mamy

[—1, 1] i pokazaé, ze blad najgorszy wynosi %M. Dla

— é. Policzmy jadro Peano K, 4 dla

V)

1 We+1),  —1<t< -
K2,2(t):/_1(x—t)+dx—(%—t>+—<—%—t>+: We+d),  —i<e<y,
He-1), t<i<u,

Poniewaz jadro jest nieujemne, dla f € C%,([—1,1]) mamy z twierdzenia o wartosci

sredniej, ze
1 1
) = [ Kaal)f@ )t = fAe) [ Kot dt =
-1 ~1

Stad blad jest ograniczony z gory przez 2M i osiggany dla f(z) =
0

S(f) - - 12(0).

x2.

Niech Q! bedzie kwadratura interpolacyjna dla catki S(f) = [? f(z)dz, oparta na
odpowiednio przeskalowanych zerach wielomianu Czebyszewa U,. Pokaz, ze

sup  |S(f) = QL(f)| = L (b—a)*M (916 = 0.01087()).

7€C3, (ja.b) 6
e Wystarczy rozpatrzy¢ [a,b] = [—1, 1] i pokazaé, ze wtedy btad najgorszy kwadra-
tury wynosi 1—12M . Zerami wielomianu U sg j:%. Jadro Peano kwadratury wynosi

1 Ye+1)',  —1<t< -l
Koalt) = [ (e=t)do—(3=t) —(=1-1), =1 L2 Sleigd
B Ye-1)", l<e<t,

Poniewaz jadro jest nieujemne, dla f € C%[—1,1]) mamy z twierdzenia o wartosci
sredniej, ze

S(f) / Kot

Stad btad jest ograniczony z gory przez
O

qf — 1~ @
= 7).

x2.

tydt = f2(¢ /K22

+M i osiggany dla f(z) =
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(121) Niech Q! bedzie kwadratura interpolacyjna oparta na dwoch jednokrotnych weztach

(122)

+a, gdzie 0 < a < 1, dla aproksymacji catki S(f) = [}, f(z) dz. Wykaz, ze maksy-
malny btad w klasie C3([—1, 1]) wynosi

) I B (%_a2)’ O<a<%,
fe(;tl[l_)m])’ (f) = Qa(f)| = { (%_a2)+§(2a_1)%, ;<a<l

Czy maksymalny btad jest najmniejszy gdy kwadratura oparta jest na zerach wielo-
mianu Czebyszewa U, albo wielomianu Legendre’a Py?

e Jadro Peano dla tej kwadratury wynosi

1 %t+ga ~1<t< —a,
lﬁg@%:/1@—ﬂghF(w%);«—a—O+:: WP+1)—a, -—a<t<a,
) He-1)" a<t<l.

Wiemy z ogdlnych rozwazan, ze

b
IS() = QuNI = [ 1Kaa0)]dr.

sup
feci((=1.1)

Aby dosta¢ zadane formuly, wystarczy wiec policzy¢ catke z |Kys|.

Minimalizujac maksymalny btad po a € (0,1] dostajemy a* = 4 — 2/3 ~ 0.5359.
Stad kwadratura minimalizujaca btad najgorszy nie korzysta ani z zer wielomianu
U, (ktére wynosza £0.5), ani z zer wielomianu P, (ktére wynosza :I:%\/g ~ 0.57735).
OJ

Wykaz, ze jesli |a| < 5 to

1 2 _ 52
r°—a 1 9

sup{/_llf(x)dx: f € C¥[-1,1]), f(+£a) :0} = /_1 5 de = 3¢

e Calke Lll f(x)dx dla f zerujacej sie w £a interpretujemy jako btad kwadratury
interpolacyjnej opartej na dwoéch weztach +a, dla aproksymacji tej wtasnie catki. W
tym przypadku jadro Peano wynosi

1 e+ 1), 1<t < —a,
Kys(t) = /1(:E—t)+dx—(a—t)+—<—a—t>+ = 3+ 1) —a, —a<t<a,
) He-1)" a<t<1,

Jadro jest wec nieujemne i dlatego, z twierdzenia o wartosci Sredniej,
1

[,
Ro6wnosé jest osiggana dla f(x)

O

f@ﬂxz/iKﬁ@ﬁ@@dp:ﬂwg/iKm@Mt<(;_ﬁyw

1(a? — a?).
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(123) Wykaz, ze w klasie funkcji f € C'([—1,1]) takich, ze f(j:%) =01 f’ spelnia warunek

Lipschitza ze stala 1, caltka fil f(z) dz jest maksymalizowana przez funkcje

WVt (22— 2) —1<a<-{Ve,
ff(x) = —%xQ—l—?’%, —% 2<x<% 2,
%ﬁ—\/ﬁm—l—(%ﬂ—%), W2<a <

(124) Niech @ bedzie kwadratura o najwyzszym rzedzie sposréd kwadratur opartych na
dwbéch weztach: 0i a € [0,1], dla aproksymacji catki S(f) = [y f(x)de. Wyznacz
maksymalny btad kwadratury,

sup  [S(f) = Q(f)],
feci(lo.1)
gdzie C%([0,1]) jest klasa funkcji dwa razy rézniczkowalnych w sposob ciagly na [0, 1]
i takich, ze Hf”HC([O,l]) < L

e Kwadraturg () o najwyzszym rzedzie, réwnym 3, jest kwadratura interpolacyjna
oparta na weztach 0 i %, cf. zadanie (102). Wyznaczmy odpowiednie jadro Peano
K272. Mamy

Koalt) = [ (o= 1)edr — [ (o) d

gdzie v, € II; interpoluje funkcje x +— (z — t); w punktach 0 i % Stad

lt( —l) 0<t<?2
Koot :ll—t2—l ]__§t — 2 2) 3
2,2() 2( ) 2( )+ %(l_t)27 %<t< 1.

(Zauwazmy, ze [} Kao(t)dt = 0, bo rzad kwadratury jest wiekszy niz 2, cf. zadanie
(116).) Wiemy, ze

swp [S(7) ~ QU = [ 1Kaa(t)

feci([o,1])

_ <_/j+/j>§t(t—;)dt+/015(1—75)2@: 418 = 0.0208....

OJ

(125) Catke S(f) = [P f(z) dz przyblizamy ztozona kwadratura Simpsona (parabol) Py (f)
z rownomiernym podzialem przedziatu [a, b] na k podprzedziatéw. Wiadomo, ze jesli
f € C%a,b]) to btad S(f) — Pu(f) zbiega do zera co najmniej tak szybko jak k=4,
gdy k — +o00. Co wigcej, dla niektérych funkcji, takich jak f(x) = x*, blad ten zbiega
doktadnie jak k4. Pokaz, ze jedli f ma mniejsza regularnoéé, np. f € C3([a, b)), to

lim (S(f) = Pu($) K =0,

k—4o00

czyli blad zbiega do zera szybciej niz k3.



(126)

(127)

51

Niech F' bedzie klasa funkcji f : [0, 1] — R takich, ze f(0) = f(1) oraz f jest lipschit-
zowska ze stalta 1. Catke S(f) = [y f(x)dx dla f € F aproksymujemy algorytmem
uzywajacym jedynie wartosci f w n punktach, tzn. przy pomocy formuty

An(f) = ®(f(@r), f(@a),. s flan)),

gdzie 0 < 23 < 23 < --- <2, <1,ad:R"” — R jest dowolnym przeksztatceniem.
Jak dobra¢ punkty x; oraz przeksztalcenie ® aby zminimalizowaé¢ btad

E (®,xq,...,2,) = ?‘lelg’sg) — @(f(xl),f(arg),,f(xn))

czyli btad najgorszy aproksymacji catki w klasie F'?

I

e Poniewaz funkcje f sg periodyczne, mozemy zaltozy¢, ze
To=0<1 <20 < -+ <2, = 1.
Oczywiscie, dla kazdego ¢ funkcja f spelia |f(x) — f(z;)| < |x — x;|. Oznaczajac

fo@) = max o) ~ o =i, folo) = guin f(z) | i

mamy f_, fy € Foraz f- < f < fi. Stad, dladanej informacji y = (f(z1), ..., f(zn)),
optymalne ® ”zwraca” ®(y) = S (%( f-+ f+)), a btad maksymalny dla danej § wynosi

S(%(ﬂr — f,)) Pokazemy, ze
1
mqinEn((I),xl,...,xn) = sup{/ h(t)dt: h e F, h(xz;) =0,1 <i< n}
0

Rzeczywiscie, nierowno$é ‘<’ wynika z faktu, ze dla f* = %( fr—f-) mamy f*€ Fi
f*(x;) = 0 dla wszystkich i. A z drugiej strony, ‘sup’ po prawej stronie jest osiagane
przez funkcje f. dla informacji zerowe;j.
7 powyzszej analizy wynika, ze
1 n
min B, (®, z1,...,2,) = - Z(xz — )%

® 474

Minimalizujac prawg strone dostajemy, ze optymalne punkty wynosza

7 .
Tp= 1<i<n,

a dla nich minimalny btad jest réwny ﬁ. Pozostaje zauwazy¢, ze dla optymalnych
punktéw najlepsze ¢ wyraza sie prostym wzorem

O (1) fwa). o Sa)) = 52 1)
O

Wykaz, ze metoda bisekeji jest optymalna wsréd algorytméw ¢ korzystajacych z (w
ogolnosci wybranych adaptacyjnie) n wartosci funkcji, w klasie F' funkcji rosnacych
f € C([0,1]) i takich, ze f(0) < 0 < f(1). Dokladniej, dla dowolnego takiego algo-
rytmu ¢, btad najgorszy

sup |2*(f) — ¢u(f)] > 27V,
feF

(Tutaj x*(f) jest zerem funkcji f.)
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(128)

(129)

(130)

e Niech ¢, bedzie danym algorytmem korzystjacym z n wartosci funkcji w punktach
x; € (0,1) dla ¢ = 1,2,...,n, przy czym z; wybierane sa zaleznie od obliczonych
wezesniej wartosci f(z1), f(x2), ..., f(xi—1). Rozpatrzmy podklase Fy C F funkcji f
dla ktérych f(x;) = £1 dla wszystkich i. (Oczywiscie, Fy nie jest pusta.) Poniewaz
dla dowolnego z € (a,b) odwzorowanie Fy > f — f(x) przybiera tylko dwie wartosci,
zbior Z wszystkich mozliwych punktéw, ktorych uzywa ¢, dla klasy F{ zawiera co
najwyzej 20 +2! +. .. +2771 = 2" —1 elementéw. Stad istnieje przedziat otwarty (c, d)
dtugosci |d — ¢| > 27", ktéry nie zawiera zadnego punktu ze zbioru Z. Dla dowolnej
0 <6 < 2= skonstruujmy dwie funkcje f_, f, € Fy takie, ze obie przyjmujg —1
dla argumentéw = < ¢ i przyjmuja +1 dla argumentéw z > d, ale 2*(f_) = c+0 i
*(fy) =d— 0. Wtedy ¢,(f-) = én(fs) := z, bo obie funkcje sa nierozréznialne ze
wzgledu na informacje, a stad

sup |2 (f) = ¢n(f)] > maxf{le+ 6 —z[,|d—=6— 2]} > J(d—c) =6 > 27" -4
fer

Wobec tego, ze 6 moze by¢ dowolnie mata, dostajemy teze.
OJ

Rozwazmy problem z zadania (127), ale ograniczmy sie do algorytméw korzystajacych
z wartosci f w n ustalonych z géry punktach, czyli ograniczmy sie do algorytmow
nieadaptacyjnych. Wykaz, ze wtedy

. . 1
I{;f f}elg\x (f) —o(f)l = St 1)

Uzasadnij, ze metoda iteracji prostych xy = cos(xi_1) jest zbiezna do jedynego roz-
wiazania réwnnania z = cos(x), dla dowolnego przyblizenia poczatkowego xy € R.

Niech x* bedzie punktem stalym odwzorowania ¢ : R — R, przy czym ¢ jest klasy
C' w pewnym nietrywialnym otoczeniu x* oraz |¢/(x*)| < 1. Wykaz, ze wtedy istnieje
0 > 0 taka, ze dla kazdego przyblizenia poczatkowego ¢ spetniajacego |xg — z*| < 9,
iteracje proste x = ¢(xp_1), k = 1,2,..., zbiegaja do z*. Kiedy ciag kolejnych
przyblizen x; zbiega do x* monotonicznie?

e Wybierzmy § > 0 tak, aby ¢ byta klasy C! oraz |¢'(z)] < L < 1 w przedziale
D = [z* — d,2* + 6], dla pewnego L. Wtedy ¢(D) C D oraz ¢ jest zwezajaca w D.
Rzeczywiscie, jesli € D, tzn. |x — 2*| < 0, to

[¢(x) — 27| = |¢p(x) — ¢(2")| < Llz — 2™ < Ld <0,
czyli ¢(x) € D. Mamy réwniez, ze jesli z,y € D to z twierdzenia Rolle’a

0(2) = oY) = [6(&) (@ —y)| < Llz —yl,  gdze & € D.

Zbieznos¢ wynika teraz z twierdzenie Banacha o odwzorowaniach zwezajacych.
Aby odpowiedzie¢ na pytanie o monotoniczno$é, zauwazmy, ze

zp — 2" = ¢(zp-1) — A7) = (Tp-1 — 27) ¢ (&)
Stad, jesli xx_1 € D i¢'(2*) > 0 to zbieznos¢ jest monotoniczna; rosnaco gdy g < x*
i malejaco gdy xg > x*. Jedli ¢p(z*) < 0 to xx znajduje sie naprzemiennie po lewej i
po prawej stronie z*. Jesli zas ¢'(z*) = 0 to charakter zbieznosci zalezy od dalszych
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wtasnosci funkceji ¢ w okolicy x*.
O

Jesli w danym modelu obliczeniowym liczenie pierwiastka kwadratowego \/a dlaa > 0
nie jest dopuszczalne, to mozemy go przyblizy¢ stosujac wzor rekurencyjny

; ( 5 )
Tp = - | Tp1 + )
2 Tp—1

ktory powstaje przez zastosowanie metody Newtona do réwnania f(z) = 22 —a = 0.
Pokaz, ze ciag xy jest zbiezny do v/a dla dowolnego przyblizenia poczatkowego g > 0.
Scharakteryzuj szybkos¢ zbieznosci.

e W tym przypadku, btad metody Newtona wynosi

T —Va = fk—1—\/5—xi_1w:(xk_1—\/a)<1_w>

233143_1 ka—l
Tr—1 — Va
= (251 — a) (21\/_> _
Tk-1
Jesli teraz 0 < xy < /a to (x; — /a) = % > 0, czyli 1 > /a. Jedli za$
xo > +/a, czy ogdlniej xy_1 > /a, to %:/a < %, czyli
1
0 < xk—\/a < §($k71 —\/5)

Stad mamy zbiezno$¢ do /a dla dowolnego przyblizenia poczatkowego zg.

Tp_1—Va

. . . LA K 1 . o . ’ 7
Zauwazmy jeszcze, ze jesli x,_1 > y/a to T czyli poczatkowo zbieznosé

ma charakter liniowy, a dla 21 &~ y/a mamy

(-1 — Va)®
Tho1 —Va R ———
k—1 \/_ 2\/&
czyli mamy zbieznos¢ kwadratowsa, typowa dla metody Newtona.
O

Zaproponuj metode iteracyjna obliczania 1/a dla dowolnego a > 0 nie uzywajaca
dzielenia. Jak wybraé¢ przyblizenie poczatkowe, aby metoda byta zbiezna? Jaki jest
wyktadnik zbieznosci?

e Zastosujmy metode Newtona do réwnania f(z) := + — a = 0. Dostajemy wzor

rekurencyjny
l/x—a
—1/2?
kt6ry nie uzywa dzielenia. Niech ¢(z) = #(2 — ax). Oczywiscie ¢(+) = . Poniewaz
¢'(2) =01 ¢"(1) = —2a # 0, metoda jest zbiezna (lokalnie) z wykladnikiem 2.
Teraz wyznaczymy obszar zbieznosci. Bezposredni rachunek (albo interpretacja
geometryczna) pokazuje, ze jesli 0 < xy < % tox < ¢(x) < é To za$ oznacza, ze jesli
wystartujemy z o € (0, %) to ciag {2x} kolejnych przyblizeni bedzie zbiegal rosnaco
do rozwigzania % Z drugiej strony, jesli z = 0 to ¢(x) =0, a jesli x < 0 to ¢(z) < x,
co oznacza, ze nie mamy zbieznosci do rozwigzania gdy xg < 0.

Tp = Tp—1 — = Tp-1 (2 —axp_q),



54

(133)

(134)

Wykorzystujac fakt, ze ¢ jest symetryczna wzgledem é dostajemy ostatecznie,
ze zbieznos¢ do rozwiazania % zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy punkt startowy
xo € (0, %) (Zauwazmy, ze mamy zbiezno$¢ w przedziale (0, i), pomimo, ze tam

¢'(x) > 1, a wiec nie jest spetniony warunek dostateczny zbieznosci.)
(|

Jesli f’ istnieje, jest ciagta i dodatnia w [a, b] oraz f(a)f(b) < 0 to istnieje dokladnie
jedno zero w (a,b). Wykaz, Ze to zero mozna otrzymaé w granicy stosujac metode
iteracji prostych x,.1 = ¢(x,) do funkcji ¢(z) = = + Af(x), dla pewnej wartosci
parametru .

e Przy podanych zatozeniach, istnieja 0 < ¢y < ¢; < +00 takie, ze
0<co < fl(x) ey dla a<z<b
WezZmy

=2
a1

<A <0
Wtedy, z jednej strony mamy
d(x) =1+ M () < 14X < 1,

a z drugiej

F@) > 1+xa > 1+ (R)e = -1,
Stad, dla ¢ = max{|14+ Aco|, |1+ A1} jest |¢'(z)| < ¢ < 1, co wystarcza do zbieznosci
iteracji prostych przy dowolnym przyblizeniu poczatkowym z, € [a,b], cf. zadanie
(130).
O

Rozpatrzmy metode iteracyjna

Tp—1 — QA
f(xg—1) — f(a)
dla funkcji f, ktore sa klasy C' w pewnym otoczeniu jej zera z* i takich, ze f'(z*) # 0.

Pokaz, ze metoda ta jest lokalnie zbiezna liniowo o ile a jest dostatecznie blisko x*.
Jak blisko?

e Potraktujemy metode jako iteracje proste zastosowane do réwnania ¢(x) = z, gdzie

f(xr-1)

T = Tp—1 —

o(r) =2 — @) = (@) f(x).
Mamy . "
af(z) —zf(a
. M=) )
¢'(z) = (af/@j) - f(a)) (f(x) - f(a)) — f(z) (af(;c) — :cf(a))
(f(2) = f(@)’ |
a stad
o —(af@) - F@)f@ e f@f @) )
¢(37)_ f2(a) 1— f(&) (a—x)



(135)

(136)
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Zbieznos¢ lokalng (co najmniej) liniowa mamy wtedy gdy |o(z*)| < 1, czyli
f'(z")
(f(a)—f(x*)>

a—zx*

0 < < 2.

To za$ zachodzi dla a dostatecznie bliskich x*, bo wyrazenie w mianowniku dazy do
f'(x*) gdy a — z*.
O

Pokaz, ze metoda Steffensena,

f2($k71)
F(@rar + fl@xa)) = flara)

Ty = Tg—1 —

bl

jest zbiezna lokalnie z wykltadnikiem 2, w klasie funkcji f dwukrotnie rézniczkowal-
nych w sposéb ciagty i takich, ze f'(x*) # 0.

e Oznaczmy e, = x, — x*, gdzie f(2*) = 0. Rozwijajac kilka razy w szereg Taylora
funkcje f i f’ dostajemy

0 = o J(xp—1) e ex1f'(2%) + 5ei 1 f"(ax)
- 17 Flap Trp_1))—f(xr_ - -1 1
f(zg 1+f;(£kj3; flxr_1) f/<33'k71) + §f<xk71)f//(ﬁk)

ot (1- £ + g (o) )
f(@*) + exr f" () + 5.1 (Bk) (ex—1 f'(2*) + gei_1 f"(6))
2 ( F'(v) + 5. (B) (' (2%) + gex1 f" (k) — 5" (a) )
P ) + et f () + A7 (Be) (enmr f(2%) + €2y £ (1))
b P £
ST CO

Q

gdzie asymptotyczna rownosé zachodzi gdy x, dazy do z*.
O

Rozpatrzmy metode iteracyjng dang wzorem

f($k—1)
f'(wp1)

Ty = Tk—1 — M

Pokaz, ze jesli f ma m-krotne zero x* to metoda ta jest lokalnie zbiezna do x* z
wyktadnikiem 2.
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e Mamy
(m) (g% +1f<m+l>(77(1>)
eZ”‘_lngw) + el
€ = €p—1 — M 1. £0m) (z*) Fm+1) ()
— m) (gp*
€r-1 (m—1)! tep Ty
m—1 0™ (z*) f(m+1)(77(1>)
— ¢ 1 T R e T + e?_lm
= e _
1 m—1f" (@) | om FO D )
k=1 m—D1 T k-1 —
= €k_1 m! pren )(m )
m—1 f(m>(g;*) m f(m+1)(17}(€2))
k=1 (m—1)! + e st
]

(137) Do znalezienia miejsca zerowego funkcji f(z) = (x — 1)e” zastosowano metode New-
tona. Dla jakich punktéw poczatkowych metoda bedzie zbiezna do x* = 17 Czy
zbieznos¢ bedzie kwadratowa dla dostatecznie bliskiego przyblizenia poczatkowego
xo # x*7



