
Zadania domowe 11-15
(termin: 29 maja 2017)

Zadanie 11.
Wyznacz wielomian p jak najniższego stopnia taki, że

p(xi) = yi, p′(xi) = 0, 0 ≤ i ≤ n,

gdzie punkty xi s ↪a parami różne. Odpowiedź podaj ‘w j ↪ezyku’ odpowiednich wielomianów
Lagrange’a.

Zadanie 12.
Niech Bnf b ↪edzie n-tym wielomianem Bernsteina dla funkcji f . Jak szybko b l ↪ad aproksy-
macji jednostajnej ‖f −Bnf‖C([0,1]) zbiega do zera dla funkcji f(x) = x3?

Zadanie 13.
Wykaż, że spośród wielomianów p stopnia co najwyżej n spe lniaj ↪acych p′(1) = A, naj-
mniejsz ↪a norm ↪e jednostajn ↪a na [−1, 1] ma wielomian ATn/n

2, gdzie Tn jest n-tym wielomia-
nem Czebyszewa.

Zadanie 14.
Korzystaj ↪ac z twierdzenia o alternansie wykaż, że dla dowolnej funkcji f ∈ C([a, b]) ele-
ment optymalny w przestrzeni Πn wielomianów algebraicznych stopnia ≤ n jest wyznaczony
jednoznacznie.

Zadanie 15.
Dla z ∈ R, niech z+ = max(0, z). Wykaż, że każd ↪a naturaln ↪a kubiczn ↪a funkcj ↪e sklejan ↪a s
stopnia 2m + 1 opart ↪a na w ↪ez lach x0 < x1 < · · · < xn można przedstawić w postaci

s(x) = w(x) +
n∑

k=0

ak(x− xk)2m+1
+ ,

gdzie ak ∈ R, a w jest wielomianem stopnia co najwyżej m. Ponadto,
n∑

k=0

akx
i
k = 0 dla i = 0, 1, . . . ,m.

Zadanie dodatkowe
Wykaż istnienie alternansu w przypadku aproksymacji w przestrzeni Πn wielomianów alge-
braicznych stopnia ≤ n. Dok ladniej, jeśli wielomian vn jest optymalny dla f ∈ C([a, b]) to
istniej ↪a punkty a ≤ x0 < x1 < · · · < xn+1 ≤ b oraz s ∈ {−1, +1} takie, że

f(xi)− vn(xi) = s(−1)i‖f − vn‖C([a,b]) dla 0 ≤ i ≤ n + 1.


