APROKSYMACYJNE WLASNOSCI PROJEKCJI
Niech f € C([a,b]) oraz || - || = || - ||c(ja.p))- Niech dalej
VO C ‘/1 C ‘/'2 C -

bedzie ustalonym, nieskoniczonym ciagiem podprzestrzeni liniowych, dim(V,,) = n. Da-
lej bedziemy zaktadac, ze V,, = II,,_; jest podprzestrzenig wielomiandéw algebraicznych
stopnia co najwyzej n — 1. Jak zwykle,

dist(f, Vo) = min [|f - v]

1 przez v} oznaczymy element optymalny dla f w V,,. Z punktu widzenia praktyczne]
aproksymacji funkcji f chcieliby$my mie¢ algorytm A, : C([a,b]) — Vi, ktory z jednej
strony produkuje przyblizenie A, f z matym bledem | f — A, f||, a z drugiej jest nie
tylko realizowalny, ale tez stosunkowo tani obliczeniowo. Realizowalno$¢ oznacza tu,
ze aproksymacja konstruowana jest na podstawie informacji o wartosciach funkcji w
skonczonej liczbie punktéw, tzn. A,, jest postaci

Anf = 0(f(@), f(wa), ., ),

gdzie ® : R" — C([a, b]) jest pewnym przeksztatceniem. (To implikuje, w szczegdlnosei,
ze funkcjom o tych samych wartosciach w x; dla 0 < ¢ < n odpowiada ta sama
aproksymacja.) Natomiast tanio$¢ oznacza koszt proporcjonalny do n. Ten postulat

spetniaja algorytmy liniowe,

Anf = Zf(xz’)¢iv

i=1
gdzie ¢; € C([a,b]), 0 < i < n, sa pewnymi ustalonymi funkcjami. Przyktadami sa
aproksymacja wielomianami Bernsteina,

(Buf)(a) = =03 f (a4 50— a)

n—1

n— 1

Ja =

albo po prostu interpolacja Lagrange’a z weztami a < 1 < x5 < ... <z, < b,

n

“oox—ux;
(Puf)(@) = > flz)li(x),  l(z)= [[ —*
. . X . x. — x .
i=1 J=Llg#i J
Natomiast optymalna aproksymacja f +— v} nie wchodzi w rachube, bo v} zalezy
nieliniowo od f, a poza tym znalezienie v} jest trudne obliczeniowo i wymaga w szcze-
gblnosci znalezienia alternansu.

Dodatkowo chcieliby$smy, aby algorytm A, “odtwarzal” funkcje z V,,, tzn.
A f=f oile feV,.

Ten warunek spehlia interpolacja Lagrange’a, ale nie wielomiany Bernsteina. Mozna
bowiem zauwazy¢, ze juz dla wielomianu wy(z) = z? i (dla uproszczenia) [a, b] = [0, 1]

mamy
n—1 1
(Bhws)(x) = " z® + et




skad we(z) — (Bywe)(z) = x(1 — x)/n. Juz ten fakt niejako dyskredytuje ten typ
aproksymacji. (Poréwnaj réwniez z twierdzeniem 1 ponizej.)

Teraz warto zada¢ sobie pytanie, czy istnieja algorytmy A, spelniajace powyzsze wa-
runki, dla ktérych blad || f — A, f|| zbiega do zera jak btad optymalny dist(f,V},), gdy
n — oo. W szczegdlnosci, cheielibysmy “odtworzy¢” nastepujace twierdzenie, ktory
jest jednym z wariantow stynnego w teorii aproksymacji twierdzenia Jacksona (bez

dowodu).

Twierdzenie 1 Jesli f € C"([a,b]) to dist(f,V,) < Cn~"||f")|| dla pewnej C > 0.

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, rozpatrzmy sytuacje nieco ogdlniejsza. Niech
L, : C([a,b]) — V,, n=20,1,2,...,

bedzie ciagiem projekcji, tzn. L, jest liniowy i ciggty oraz L,f = f gdy f € V,.
Oczywiscie, P, jest projekcja, ale B,, juz nie, jak pokazaliSmy powyzej na przyktadzie
funkcji x — 2. Przypomnijmy jeszcze, ze norma projekcji (ogélniej, przeksztalcenia
liniowego) zdefiniowana jest jako

[Lnl[ == sup ||Lnf]]

IFl<1

Latwo wida¢, ze dla algorytmu A,, mamy

n
14l = sup |30 6i@)]
a<z<h ' j—1
skad, w szczegélnosci, ||B,|| = 1 oraz || P,|| = maxaca<y dory |li(2)].

Dla dowolnej funkeji f € C([a,b]) mamy

If = Lafll < f =0l + llof — Lafll = dist(f, Vi) + | La(v} — )]
< (L4 ([ Lall) dist(f, Va),
co oznacza, ze jesli normy projekcji sa wspélnie ograniczone, ||L,|| < M Vn, to btad

zbiega jak btad optymalny. Ale tez odwrotnie, jesli istnieje K taka, ze dla wszystkich
f e C(a,b)) jest || f — Lnf] < Kdist(f, V) Vn, to

I fIl < 11 = Lo Sl + LA < (K + D) [I1]

(gdzie wykorzystalismy fakt, ze dist(f, V;,) < [|f]|), czyli normy ||L,|| sa wspélnie ogra-
niczone.

OdpowiedZ na nasze pytanie sprowadza sie teraz do odpowiedzi na inne pytanie: czy ist-
nieja projekcje na V,, = II,,_; o wspdlnie ograniczonych normach? Niestety, odpowiedz
brzmi NIE. Mowi o tym wazne twierdzenie Lozinskiego-Charsziladze, ktére podajemy
bez dowodu i w uproszczonej formie.

Twierdzenie 2 Dla dowolnych projekcji L, mamy lim,, . || L, || = occ.

2



7 naszych rozwazan mozna w szczegédlnosci wysnué¢ wniosek, ze nie istniejg projekcje,
a wiec rowniez algorytmy A, (w sensie zdefiniowanym powyzej) takie, ze dla funkcji
f € C"([a,b]) blad || f — A, f]| zbiega do zera jak n~". Okazuje sie, ze problemem jest
wyboér podprzestrzeni V,, = II,,_1, czyli aproksymacja wielomianami coraz wyzszego
stopnia. Sytuacja zmienia si¢ radykalnie gdy zamiast aproksymacji wielomianami roz-
patrzymy aproksyamcje kawatkami wielomianami ustalonego stopnia r — 1. Wtedy dla
f € C"([a, b)) mamy zbiezno$¢ n~" - PATRZ ROZDZIAYL 7.3 na str. 83-85 SKRYPTU.
Poza tym, aproksymacja kawatkami wielomianowa okazuje sie optymalna w klasie funk-
cji z || f7|| < M, w sensie, btedu najgorszego - PATRZ U. 7.2 na str. 85 SKRYPTU.



