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Zbieznos¢ wielomiandw interpolacyjnych

Dla funkcji f ciaglej w przedziale [a, b] i dla n naturalnych utwérzmy wielo-
miany interpolacyjne p,, kazdy z réwnomiernie rozmieszczonymi weztami.
Mozna by przypuscié, ze ciag {pn} jest zbiezny jednostajnie do f, tzn. ze
ciag norm ||f — pnlla4 dazy do 0, gdy n — oo. Z przykiadu 6.1.4 wynika,
ze tak rzeczywiscie jest dla f(z) := sinz, ale to nie jest typowa funkcja cia-
gla. Istotnie, nalezy ona do klasy C'™ na calej prostej rzeczywistej, a jako
funkcja zmiennej zespolonej jest funkcjg cafkowitq, czyli nie majaca zadnych
osobliwoéci na plaszczyZnie zespolonej.
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RYS. 6.2. Szesé¢ pierwiastkéw stopnia szdstego z 1

Zaskakujace jest to, ze dla wiegkszodci funkeji ciaglych powyzszy ciag
norm nie dazy do 0. Pierwszy przyklad tego typu podal Meray w 1884 r.
Dotyczy on funkeji f(2) = 1/z na okregu jednostkowym |z| = 1. Niech, dla
ustalonego n, liczby wy,ws,...,w, beda n-tymi pierwiastkami z liczby 1.
Sa one réwnomiernie rozmieszczone na tym okregu, co dla n = 6 pokazuje
rys. 6.2. Dla tej funkcji f wielomian interpolacyjny p,—1 z weztami w; jest
réwny po prostu 2" L. Istotnie,

_ 1 1 )
paifw)) =W = Zuf = 2= flw) (<G <n).

Norma réznicy f — p,—1 na kole jednostkowym jest réwna
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bo taka warto§é otrzymuje sie wtedy, gdy 2" = —1.
Inny przyklad, odnoszacy si¢ do dziedziny rzeczywistej, podal Run-
ge w 1901 r. Wykazal on, ze dla funkcji f(x) = (22 + 1)~! rozpatrywanej
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w przedziale [—5, 5] ciag wielomianéw interpolacyjnych z weztami rozmiesz-
czonymi tam w réwnych odstepach nie dazy do f. Nawet dla niewielkich
wartosci n (np. dla n = 15) wielomian p, ,szaleje”. Jest to zjawisko Run-
gego, opisywane w wielu ksiazkach i artykutach; zob. np. Epperson [1987].
Jego doswiadczalne potwierdzenie jest tematem zad. 6.2.K1.

Dowéd tego, ze zjawisko Rungego wystepuje, mozna znalezé w ksigzce
Steffensena {1950] (I wyd. opublikowane w 1927 r.). Ksigzka Davisa [1982]
daje ujecie tego tematu zwiazane z dziedzing zespolong. Funkcja Runge-
go, pozornie ,niewinna”, ma jednak osobliwoéé na osi urojonej w poblizu
przedziatu [—5,5] i to wlasnie jest przyczyna klopotéw. Uzasadnienie tego
wykracza jednak poza zakres niniejszej ksigzki. Nizej podano dwa twierdze-
nia — tw. 6.1.9 pokazuje, ze pod pewnymi warunkami ciag {p,} jest zbiezny
do f, a tw. 6.1.8 $wiadczy o tym, Ze nie zawsze tak jest. Réznica kryje si¢
w kwantyfikatorach!

W 1914 roku Faber udowodnil nastepujace bardzo ogdlne twierdzenie:

TwierpzeNie 6.1.8 (FABer). Dla dowolnego ciggu ukladdéw wezléw

a<ziM <z <. <z™<b (n>0) (6.1.12)
istnieje taka funkcja ciggla w [a,b], Ze cigg wielomiandw interpolacyj-
nych zbudowanych dla tych weztdw nie jest do niej zbiezny.

Jest to twierdzenie bardziej subtelne niz mogloby sie wydawaé na
pierwszy rzut oka, skoro zachodzi tez takie twierdzenie o zbieznoéci:

TwierDzeNIE 6.1.9. Jesli f jest funkcjq ciggle w [a,b], to istnieje taki
cigg ukladéw wezléw (6.1.12), ze zbudowane dla nich wielomiany in-
terpolacyjne tworzq cigg zbiezny do f.

To twierdzenie wynika z zestawienia dwoch bardzo waznych twier-
dzen, odpowiednio — autorstwa Weierstrassa (o aproksymacji) i Czebyszewa
(o alternansie). To drugie znajduje si¢ w podrozdz. 6.9, dowdéd pierwszego
(tw. 6.1.11) opiera si¢ na pomocniczym tw. 6.1.10 i wlasnosciach wielomia-
néw, ktére w 1912 r. zdefiniowal i zbadal S. Bernstein.

Ponizsze twierdzenie dotyczy operatoréw liniowych i dodatnich prze-
ksztalcajacych przestrzen funkcji ciagltych Cla,b] w nig sama. Operator
L ma te wlasnosci, jeéli odpowiednio

L(of +4g) =¢Lf+¢¥Lg (¢, €R, f,g€ Cla,b]),
Lf>0, gdy f=>0.

Okazuje sie¢, ze sg to wlasnosci niezmiernie istotne dla teorii aproksymacji.



6.1. INTERPOLACJA WIELOMIANOWA 307

Twierpzenie 6.1.10 (BoHmaN-KorROwKIN). Niech {Ly} (n > 1) bedzie cig-
giem operatorow liniowych dodatnich, przeksztafcajgcych przestrzen
Cla,b] w nig samq. Jedli dla f(x) := 1, z, 22 jest Lnf = fllap} — 0,
to jest tak réwniez dla kazdej innej funkcji f € Cla,b].

Dowdd. Jedli L jest operatorem liniowym i dodatnim, to zachodzg na-
stepujace implikacje:
f29=>f-9g20=>L(f-9)>0=Lf—-Lg>0= Lf>

Précz tego jest |f| > f i |f] > —F, a zatem L(f|) > Lf i L(If]) > —Lf,

czyli L(|f[) > [Lf]-
Niech teraz bedzie hy(z) = zF dla k = 0,1,2. Zdefiniujmy tez funkcje:

an = Lpyho — ho,  Bn = Lyh1 —hy,  vn = Lyhe — ho.
Z zalozenia wynika, ze
{llanl} =0, {IBal} =0, A{llml}—0

(dla uproszczenia tu i dalej pomijamy w symbolu normy przedzial [a, b]).
Rozwazmy teraz dowolna funkeje f z C|a, b]. Jest to wiec funkcja jedno-

stajnie ciagla, tzn. dla kazdego € > 0 istnieje takie & > 0, ze jesli z,y € [a, ]

i|lz—yl<é,to|f(z)— f(¥)| <e. Stad wynika, ze dla c = 2||f||/5? jest

(z—y)?
52

[z =yl >d = |f(z) - fy)l <2 fI <207]

Dlatego dla wszystkich z i y z [a,b] jest |f(z) — f(¥)] < € + c(z — y)%
Uzywajac funkcji hg(z), wyrazamy to tak:

|f = f(W)hol < eho + c(ha — 2yh1 + y?ho).
Uwzgledniajac uwagi z poczatku dowodu, wnioskujemy stad, ze
|Lnf - f( )L h0| eL ho + C(L h2 — 2yL hl +y L h())
Jest to nieréwnosé wiazaca funkcje zmiennej z. Podstawmy w jej miejsce y:
[(Lnf)(y) — f()(Lnho)(y)| <
e(Lnho)(y) + c[(Lnh2)(y) — 2y(Lnh1)(y) + v (Lako)(y)] =
= e[l +an(®)] +cy® + ) — 24y + Bu(®) + ¥* (1 + an())] =

= e+ ean(y) + c1m(y) — 2¢yBa(y) + cy’an(y) <
< e +ellan| + ||l + 2¢)|ha]] | Bnll + cllh2l| llom-

T~



308 6. APROKSYMACJA FUNKCJI

Zgodnie z zalozeniem istnieje takie m, ze dla wszystkich n > m prawa strona
tej nieréwnosci nie przewyzsza 2. Wtedy

|Ln, — fLphol|| < 2e.
Konczac dowdd, zauwazmy, ze
|Lnf = fIl < lLnf — fLnholl + || fLnko — fholl < 2e + |||l |ewnl-

W razie potrzeby zwiekszamy m tak, zeby dla n > m bylo || f|| |lax| < e.
Dla tych n zachodzi wigc nier6wnosé

[ Lnf — fII < 3e.

¢ bylo dowolne, a zatem twierdzenie zostalo udowodnione. |

Zapowiedziane juz wielomiany Bernsteina sa zdefiniowane, dla dowol-
nej funkcji f € C[0, 1], wzorem

(Baf)(2) = kgo 1(5) (Z) 2F(1 = z)nk,

Uzyta symbolika podkresla to, ze wielomian Bernsteina jest w istocie opera-
torem liniowym; przeksztalca on funkcje ciagla w [0, 1] na wielomian n-tego
stopnia. Poniewaz w tym przedziale jest *(1 —x)»~* > 0, wiec jest to ope-
rator dodatni. Stosujemy te wielomiany w elementarnym dowodzie?) twier-
dzenia Weierstrassa, ale uzywa sie ich takze w projektowaniu wspomaga-
nym komputerowo, cho¢ tu wypieraja je tzw. funkcje B-sklejane (zob. pod-
rozdz. 6.5 i 6.6).

TwierDzENIE 6.1.11 (WEIERSTRASS). Jesli funkcja f jest ciggla w przedziale
[a,b], to dla kazdego € > O istnieje taki wielomian p, ze ||f —pllap < €.

Dowéd. Mozemy ograniczyé sie do przedzialu [0,1], poniewaz prze-
ksztalcenie linjowe zmiennej x = a + ¢(b — a) zmienia [0, 1] na [a, b], a wie-
lomian p na inny wielomian tego samego stopnia.

Zgodnie z tw. 6.1.10 pozostaje wykazag, ze dla hg(z) :=z¥ ik =10,1,2
jest {Bphi} — hg. Dla k = 0 mamy réwnosé

(Bnho)(z) = Z (Z) mk(l — :v)"”g =z+(1-2)"=1.

k=0

2) Dowéd odwotuje si¢ jednak do raczej wyrafinowanego tw. 6.1.10. Pierwotny dowéd
Bernsteina jest chyba bardziej naturalny; zob. Achiezer [¥1957]. Istnieje zresztg wiele
innych jeszcze dowodéw (przyp. tlum.).
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Dla k = 1 korzystamy z zad. 22:
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ZADANIA 6.1
1. Udowodnié, ze jedli g interpoluje funkcje f w wezlach xg,21,...,Zn-1, a h
interpoluje f w wezlach x1,22,...,2,, to funkcja
o —
—h
@) + 2= [g(a) — h(a)
-interpoluje f we wszystkich weztach zo,z1,..., T, (¢ 1 h nie muszg by¢ wielo-
mianami).

. Udowodnié, ze jedli funkcja g (wielomian lub nie) interpoluje funkcje f w we-
zlach zo, 21, ..., Zn_1, a h jest funkcja taks, ze h(x;) = d;n (0 < i < n), to dla
pewnego c funkcja g + ch interpoluje f w xo,21,...,%n-

. Niech E bedzie (n+ 1)-wymiarows przestrzenia wektorowa funkcji okreslonych
w obszarze D. Niech zg,1,...,T, bedg réznymi punktami z D. Udowodnié,
ze dla f € E zadanie interpolacyjne

f@)=y (0<i<n)
ma dla dowolnych rzednych y; jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,

gdy jedyng funkcja z E znikajacag we wszystkich z; jest funkcja tozsamosciowo
réwna 0.



