TWIERDZENIE O ALTERNANSIE

Niech X = C([a,b]), gdzie —0o < a < b < 400, bedzie przestrzenia funkeji ciagtych
okreslonych na odcinku [a, b] z norma

£ = 1 fllc(as) = max [f(z)].

a<x<b
Niech V,, bedzie (n + 1)-wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni X. Element v} € V,, nazy-
wamy optymalnym dla f € X jesli
I = vl = nf 1 = vall = dist(f, Vi),

Definicja 1. Podprzestrzen liniowa V,, C X wymiaru n + 1 jest przestrzenig Haara (albo
spetnia warunek Haara) gdy kazda nietrywialna funkcja f € V,, znika w co najwyzej n réznych
punktach.

Oczywiscie, przestrzen II,, wielomiandéw algebraicznych jednej zmiennej stopnia co najwy-
zej n jest przestrzenia Haara na kazdym odcinku [a, b)].

Twierdzenie 2 (o alternansie). Niech V,, bedzie przestrzeniqg Haara. Element v, € V,, jest
optymalny dla f € X wtedy 1@ tylko wtedy gdy istniejqg punkty
A< < T < <Tp <Tpi1 <Db
oraz s € {—1,+1} takie, ze
f(z) —vp(z) = s(=D)||f —v,|| dla i=0,1,...,n,n+1.
Dowaod. Dowodd wystarczalnosci jest stosunkowo prosty. Niech, bez zmniejszenia ogdlnosci,
s = 1. Zalézmy, ze istnieje funkcja w, € V, taka, ze ||f — w,| < ||f — va||. Wtedy dla
parzystych ¢ mamy (f —w,)(z;) < (f —v,)(x;), a dla nieparzystych ¢ nieréwnos$¢ odwrotna.
To za$ oznacza, ze funkcja
(f —wn) = (f —vn) = v —wy

zeruje sie w kazdym z podprzedziatow (x;,z;41), 0 < i < n. Ale v, — w, jest elementem
(n + 1)-wymiarowej przestrzeni Haara V,,. Jesli zmienia znak w n + 1 réznych punktach to
musi by¢ elementem zerowym, czyli w,, = v,.

Dowod koniecznosci w ogélnym przypadku jest duzo trudniejszy. Tutaj pokazemy go je-
dynie w szczegélnym przypadku gdy V,, = I1,,.

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozyé, ze f ¢ I1,,. Niech v} bedzie elementem opty-
malnym dla f. Poniewaz f jest ciagta na [a, b], oba zbiory

Zy = Axelab]: (f —v)(@) = [If —vall},
Z_ = {xelab]: (f —vp)@) ==[If —vpll},

sa niepuste, roztaczne i zwarte. Zatdézmy dla ustalenia uwagi, ze inf Z_ < inf 7.

Niech z¢ = inf Z_ i dalej indukcyjnie dla 7 =1,2...

Toj—1 = 1nf{x € Z+ A l'gj_g}7 Toj = 1nf{:1€ €EZ_:x > [Egj_l},
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az do momentu gdy wybraliémy n + 2 punkty albo wybdr kolejnego punktu nie jest mozliwy.

Jedli wybraliSmy w ten sposéb n + 2 punkty to one tworza alternans. Zaltézmy wiec, ze

wybralismy tylko k¥ + 1 < n + 1 punktéw. Wtedy wybieramy dodatkowo punkty y; dla
1 <7 <n w ten sposob, ze:

sup{z € Z_: z < z;} <vy; <zj, jesli j nieparzyste,

sup{z € Z; : z < z;} <vy; <zj, jesli j parzyste,

po czym definiujemy wielomian w € 11, jako
w(x) = (=1)"" [[(z —v;).
j=1

Pokazemy, ze mozna dobra¢ A > 0 tak, ze

(1) 1f = on = dwl] < |If = vll;

co bedzie sprzeczne z zalozeniem, ze v} jest optymalny.

Rzeczywiscie, niech
Crit(f) = {z € [a,b] : |(f —vp)(x)] = [If —wnll,
A(f) ={z €la,b] : (f —v,)(@)w(z) <0}

Oba zbiory sa zwarte. Sa tez roztaczne, bowiem z konstrukcji wielomianu w wynika, ze
(f —v)(z) i w(x) maja ten sam znak dla wszystkich = € Crit(f). Wobec tego

0= If = vyl —sup {|(f —v})(@)| : = € A(f)} > 0.

n

Definiujemy

min (6, || f — vi[|)
2wl '
Jesli teraz x € A to

(f = vp) (@) = dw(@)| |(f = ) (@)] + Aw(z)]

<
< f=wall=0+06/2=|f —wpll = 6/2.

Jesli zas x ¢ A to
|(f = vp) (@) = Aw(@)| < |[f = v,
bowiem (f — v¥)(z) i Aw(z) maja wtedy ten sam znak, oraz 0 < |w(z)| < || f — v}
Ostatecznie mamy, ze |(f — v} — Aw)(x)| < ||f — v}|| na calym przedziale [a, b], co wobec
ciagtosci funkcji f — v} — Aw implikuje (1). O

Twierdzenie o alternansie implikuje, ze wielomian optymalny v} w II,, dla funkcji f €
C([a, b] jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a. Rzeczywiscie, funkcja f — v zmienia
znak pomiedzy kazdymi dwoma punktami alternansu. Poniewaz alternans liczy n+ 2 punkty
to mamy n + 1 réznych punktow z; takich, ze f(x;) = v} (x;).

Powyzsza obserwacja w potaczeniu z twierdeniem Weierstrassa o gestosci przestrzeni wie-
lomianéw algebraicznych w C([a, b]) daje z kolei nastepujace twierdzenie.



Twierdzenie 3. Dla kazdej funkcji f € C([a,b]) istniejg wezly

a<ai” <2 <. <™ n=01,2,...,

takie, ze dla wielomiandw interpolacyjnych Lagrange’a v, ¢ opartych na tych weztach

lim || f — v tllo(an) = 0

n—oo
Zauwazmy jeszcze, ze w powyzszym twierdzeniu kwantyfikatoréw nie mozna zamienié, tzn.
twierdzenie, ze istnieja wezty xz(-n) takie, ze mamy zbieznos¢ dla kazdej funkcji ciggtej nie jest
prawdziwe. Wrecz przeciwnie, dla kazdego wyboru weztéw znajdzie sie funkcji ciggta taka,
ze blad rozbiega do nieskonczonosci. Fakt ten wynika z ogdlnych (doéé glebokich) twierdzen
z teorii aproksymacji.



